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1 Cebirsel Geometri Nedir ?

Cebirsel geometri, cebirsel nesneler ile geometrik yaklagimi biraraya getiren
bir matematik dalidir. Cebirsel geometrinin nesneleri, cebirsel denklemler
(ing. polynomial equations) tarafindan belirlenir.

Analitik geometriden bu yana diizlem, bir baglangi¢ noktasi ve koordinat
sisteminin segimi ile, say1 ikilileri ile temsil edilmigtir. Artik (x,y)-diizlemi
diyebilecegimiz bu diizlemdeki bir dogru x ve y degiskenleri arasindaki

22— 3y+5=0

gibi dogrusal bir iligkiye kargsilik gelir. Pergeli hemsehrimiz Apollonius’un
konik kesitleri ise en genel formda

az® + by + ey’ +dr +ey+ f =0

cebirsel denklemi ile ifade edilir.

Diinyada ve Tiirkiye’deki orgiin egitim miifredatlar1 bu iki denklemi ve
onlarin tanimladigl geometrik nesneler olan dogrular ve konik kesitleri icerir.
Ne var ki, yukaridaki denklemlerde ufak bir oynama ile elde edecegimiz,



(a) y*=a3-x (b)) y?*=2%+=x

gibi cebirsel denklemler ve bunlarin tarif ettigi geometrik nesneler (eliptik
egriler) lise miifredatlarinca kapsanmaz. Bunun nedeni, bu kolay goriintim-
lerine kargin, bu egrilerin ¢ok derin bir matematigi olmasidir. Cebirsel ge-
ometrinin, bagladig1 noktanin burasi oldugunu soyleyebiliriz.

Bu egriler Kepler'in giines sistemimizdeki gezegenlerin yoriingelerinde
aldiklar1 yolu hesaplamak i¢in yazdig: integraller (eliptik integraller) ile or-
taya ¢ikmistir. Bugiin bu egriler kodlama kuramindaki rolleri nedeniyle
yagamimizin elektronik haberlegme igeren her adiminda (telefon goriigmesi,
televizyon yayini, internet baglantisi, CD, DVD vb.) kullamlmaktadir.

Aymni egrilerin daha ayrintili incelenmesi Andrew Wiles’in Fermat'nin Son
Teoremi’ni kanitlamasi ile sonuglanmigtir.

Fermat’nmin Son Teoremi’nin kanit1 tek bagina her ne kadar 6nemli ise
de, bu iddianin daha 6nemli olan yani, matematigi 350 yil boyunca ileri
iten niteligidir. Cebirsel Sayilar Kurami ve Cebirsel Geometri galigmalarimin
ardindaki en derin amaglardan biri, bu iddiay1 kanitlamak olmus, béylece bu
iddia matematigin bu dallarini da bir yandan bugiinkii haline getirmigtir.

Wiles'in kanit1 modern cebirin {i¢ ana dalini da kuvvetle kullanir:

e Cebirsel Sayilar Kurami,
e Cebirsel Geometri,

e Temsil Kurami.



2 Tekillik Nedir ?

Tekillik Kurami, deyim yerindeyse nesnelerin bozuldugu durumlardaki 6zel-
liklerini inceler. Burada nesnelerin bozulmasindan kastedilen, bizce 6nemli
goriilen bir takim Ozelliklerin kaybolmasidir. Bu 6zellik, bir denklem igin
sonlu ¢ozlimlere sahip olmak, bir ylizey icinse her noktasinda tiirevlenebilir
olmak olabilir.

Tekillik sozciigii, matematikte farkli dallarda farkli tanimlarla kullanilsa
da, oziinde tekillik kavraminin ardindaki temel diigiince budur. Soézlitk an-
lamu ile, tekil sik sik degil, seyrek kargilagilan durumlar anlatir.

Tekillikler en basit bir cebirsel denklemden (yz = 1), ¢ok daha karmagik
sistemlere (evrenin biiyiik 6lgekteki yapisin betimleyen Genel Gorelililk Ku-
ramui gibi) her konuda karsimiza ¢ikarlar.

Cebirsel bir denklemin ¢oziimiiniin tekil olmasi demek, s6z konusu den-
klemin coziimlerinin sonlu kalmamasi demektir. Ornegin, yzr = 1 denkle-
minde x degiskeni sifira giderken, y degiskeni sonlu kalacak sekilde denklemi
¢ozmek miimkiin degildir. Bu nedenle bu denklemin x = 0 civarinda bir
tekilligi oldugu soylenir.

Tekillikler, uygulamali matematikte karsimiza tiirevli denklemlerin sonlu
¢Oziimleri olmamasi, 6rn. sok dalgalari vb., seklinde ¢ikar.

Benzer bir durumsa, kozmolojide Einstein Alan Denklemi igin ortaya
¢ikar. Einstein Alan denklemi bize evrende maddenin nasil dagildigim anla-
tan tiirevli bir denklemdir. Bu denklemin tekillikler iceren bir ¢oziimiine ise
karadelik diyoruz. Karadelik kuramsal bir olasiliktir, ancak evrende bagka
hicbir fiziki kuramla tanimlanamayan ve “karadelik adaylar1” ismi verilen
cisimler gozlenlenmigtir. Bu cisimlerin varligi, kuramin gegerliligine 6nemli
bir destek saglamaktadir.

Tekilliklere Cebirsel Geometri’den bir 6rnek vermek gerekirse, belki de
en kolay1 bir sekil ¢izmek olacaktir:

y? = 2® + 2’



Bu egriye bakarak, (0,0) noktasmin egrinin tiim diger noktalarindan
farkli oldugunu gorebiliriz. Tum diger noktalardan egrinin tek bir kolu
gecerken, (0,0) noktasindan egrinin iki farkl kolunun gectigini goriiriiz. Bu
gozlem, bize (0,0) noktasinin egrinin tiim diger noktalarindan farkli, ozel,
diger bir deyisle tekil bir nokta oldugunu gosterir.

3 Cahit Arf ve Patrick Duval

Cahit Arf’in bugiin Arf Halkalar1 adi ile anilan ¢aligmasi yukaridakine benzer
egrilerin iizerindeki tekilliklerin cebirsel yonden incelenmesi ile ilgilidir.

Yukarida gordiiglimiiz egrinin tekil noktasi cebirsel geometrinin en ¢ok
caligilmig konularindandir. Hatta bu tarz tekillikleri yiizeyler durumunda
siiflayan (1934) Patrick Duval de 1941-1949 yillar arasinda Istanbul Univer-
sitesi Matematik Boliimii'nde caligmistir. Bugiin bu yiizey tekillikleri Duval
tekillikleri adi ile de anilirlar.

Patrick Duval, Tiirkiye’de bulundugu sirada Arf Halkalar: konusunda da
yayimlar yapmis, ayn1 zamanda bir de Istanbul Universitesi yaynlar1 arasin-
dan ¢ikmig Analitik Geometri baglikli Tiirkge bir kitabi1 da kaleme almigtir.
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