DIL, MANTIK ve MATEMATIK: BIR ANLAMA ve ELESTIRI
DENEMESI

A. Cevik? ve Z. Ercan3

Bu yaz1 iki iistboliimden olugsmustur. Birinci tistboéliim ikinci yazara ait olup toplam dort
boéliimden olugmus ve “Dil, Mantik ve Matematik: Bir Anlama Denemesi” olarak bagliklandi-
rilmistir. Ikinci tistboliim birinci yazara ait olup, birinci iistbéliimde yazilanlar: “Bir Elegtiri
Denemesi” baghgiyla elegtirmeyi amaclamistir.

Dil, Mantik ve Matematik: Bir Anlama Denemesi

Soyle baslayalim: Insanlari diger canlilardan farkli kilan temel 6gelerden biri, soyutlama
yapabilme yetenegidir. Bu yetenek iizerinden canlilar farkli gruplara ayrilabilir. Bu agidan
bakildiginda gelmis ge¢mis en biiyiik kesiflerden biri tekerlegin icadi, ategin bulunmasi ya da
uzaya gidilmesi olmayabilir. En biiyiik icat, “simgeleme” olabilir. Buna gore gelmis ge¢cmis en
yaratici canli (belki de diinyanin gidigatini degigtiren bir esek) ilk resmi ¢izendir. Ama onu
kimse tanimiyor!

Resimden bir sonraki en 6nemli icadin ne oldugunu sorgulamak da anlamhdir. Bu icat
“sonluluk” kavraminin insasi olabilir. Bazilarina gore bu icat hakli olarak sonluluk degil de
“sonsuzluk” kavraminin ingasi olarak goriilebilir. Ama bunun biri olmadan digeri olamaz, yani
birinin inga stirecinde digeri de es zamanli inga edilmigtir.

Bu satirlarin yazarina oyle geliyor ki insanoglunun bu giine kadarki en kotii icadi da
“para’” ve “paranin saltanati”dir. Yani, kavramsal olarak kapitalizmin ta kendisi. Kapitalizmi
yenen icat belki de en 6nemli {li¢lincii icat olacaktir.

Insanin yasamini kolaylastirmak adima icat ettikleri ve bulduklar1 yukarida siraladiklari-
mizdan ibaret degil elbet. Ancak konumuz geregi ikisi iizerinde yogunlagmak istiyoruz: Ma-
tematik ve mantik. Peki, Matematik ve mantik arasindaki fark nedir? Matematik Diinyasi
dergisinin 104. sayisinda [2]|'de yer alan “Matematik Felsefesi: Mantikgilik” baghklh yazida
cagimizin 6nemli mantik¢r ve matematikgilerinden olan Russell’in su agiklamasina yer ve-
riliyor: Matematik ve mantik, tarihsel olarak, birbirinden bagimsiz disiplinler olarak ortaya
ctkmastir. Ancak ikisi de modern ¢aglarda gelismistir: Mantik daha matematiksel hale gelmis
ve matematik daha mantiksal hale gelmistir. Sonucta ikisini birbirinden ayirmak neredeyse
imkansiz hale gelmistir; aslinda ikisi de birdir... Bunun kanity tabii ki teknik detaydir. Yani,
Russell “ha mantik ha matematik, farklar1 yok” diyor.

Yazimizin bu paragrafi biraz kigkirtici olsun: Matematikte her say1 ¢ok énemlidir. Oyle
ki birini ihmal ettiginizde say1 sistemi ¢Oker. Sonrasinda sayisiz kalabilir ve dizlerinizi do-
vebilirsiniz. Matematikte say1 ne kadar onemliyse mantikta da onerme o kadar onemlidir4.
Mantikta her 6nerme, “bu 6nerme ige yaramaz’ diyemeyecek kadar onemlidir, hatta “ya hep
beraber ya hi¢ birimiz” tiirtindedir. “Fatih Sultan Mehmet’in yasama siirecinde i¢tigi suyun
toplama 10 ton 250 kilo 26 gramdw” da bir énerme ve dolayisiyla mantikta 6nemli hem de
¢ok onemlidir.

'Bilim ve Gelecek dergisinde yayina kabul edilen “ Nedir bu modern matematik?” baglikli makelede kul-
lanilan mantik ve mantiksal ¢ikarimlar tartigilmamigti. Bu yazi, kismen de olsa bu boglugu tamamlamay1
amagclamigtir. Yazinin iyilestirilmesine yonelik katki veren Nuran Ercan, Timur Karagay ve Mehmet Terzi-
ler’e tegekkiir ederiz.
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4Mantik (ingilizce: logic) kelime olarak Yunanca’dan gelir ve anlami “konugma, konugulan" demektir.
Mantigin amacinin tam olarak ne oldugu konusunda tam bir uzlagma yoktur.



Yazida tamimlanan mantik kavrami onemli olan insanliktir deyiminin dogruluguna
iligkin bir yanmit verebilme giiclinde olmadigi gibi 6nemli olan egekliktir deyimi yaninda
da durumu vahim, caresiz ya da utangactir! “Ben bugiine kadar hep yasadiysam yarin da
yasayacagim.” ifadesinin neresi mantiksiz olabilir? Bu tiir sorgulamalarin itici gii¢lerinden
biri yoksa mantik kavraminin “mekaniklegsmesi” (her ne demekse) olabilir mi? Bir tuhaflik mi
var? Yoksa mantikli davranmak akillica bir davranig degil midir®?

DiL ve ALFABE

Her konugma dili ve bu dile karsilik getirilen alfabenin estetigine sapka ¢ikartmamak miimkiin
mii? Cok kolaylikla kullandigimiz dil ve alfabenin insa siireci, insanligin inga siireci olarak
da goriilebilir.

1 Dil

Burada gecen dil, tat alma organi olan dil degildir. Kastedilen dil, anlama ve anlatma eyle-
minde kullanilan sistemin adidir. Digtan gelen verilerin zihinde yer alma (anlama) bi¢imine
gore digsa giden bir karsiligi olabiliyor. Bu eylemler siirecinde kullanilan yéntemler canlilara
gore degigse de ortak yontem tepki alma ve verme bic¢imindedir. Anlama ve anlatma siire-
cinde kullanilan farkliliklar toplulugu dilin zenginligini de belirler. Insanlar icin digsal bilginin
zihne gitmesi en az beg farkli organ tizerinden olabiliyor; burun, dil, goz, kulak ve deri. Bu
organlar iizerinden zihne gelen verilere kars1 verilen giden tepkiler, tek merkezden sevk ve
idare edilmis olsa da, ayn1 organlar iizerinden (en azindan dogrudan) olmayabilir. Ornegin
dil tizerinden gelen bir veriye verilen kargi tepki dil {izerinden verilemeyebilir. Ac1 biber yi-
yen birinin tepkisi yiiz burusturma bigiminde olabilir. Gorsellik {izerinden alinan bir tehdit
verisine karsgin verilen kargi tepki, kacma eylemi biciminde olabildigi gibi, gorsellik {izerin-
den gelen bir giizellige kars1 verilen tepki dokunmak istegi bigiminde olabilir. Digtan gelen
bir miizik sesine verilen tepki dans bigiminde kendini gosterirken; yavrusunu kaybeden bir
annenin diga yansiyan tepkisi gozyaslar: olabilir. Bu ve benzeri tepki alma-verme iizerinden
olusan davrams bicimlerine #lksel davraniglar diyebiliriz.

Ilksel olmayan davranis bicimlerinden biri resim yapabilmektir®. Ornegin, gérsellik {ize-
rinden zihne gelen bir veriye, bir aslanin resmini ¢izerek, simgeleyerek diga giden bir tepki
olarak ortaya koymak miithis bir kesif olmali?. Bu, canlilar1 birbirinden ayirt eden 6zelliktir.
Oyle ki canlilar1 resim yapabilen ve yapamayanlar olarak ikiye ayirabiliriz. Buna gore in-
sanlar diginda resim yapabilen canli yoksa canlilar insanlar ve insan olmayanlar olarak ikiye
ayrilabilir.

Resim iizerinden olusturulan dil, ilksel dilden tiimiiyle farklidir. Dil kavrami ilksel ve
resimsel olmak iizere ikiye ayirabilir. Resim kavrami yanlig algilamalar yaratabileceginden
bunun yerine stmge ya da sembol kullanmak daha anlagilir olabilir. Bu yazinin temel konusu
simgeleme ve ona verilecek hareket iizerine olacaktir®. Ayrica bazi simgelerin toplulugu nun

5Buna bir tartigma ortamimda Ahmet Cihan’in bir yorumu sdyle: Onermelerin dogruluk degeri vardir.
Tiim felsefe ve bilim bu 6nermelerin dogruluk degerini bulmaya c¢aligir. Dogru olan 6nermeleri bulmaya
caligir. Eger tiim onermelerin dogruluk degeri bilinirse bilim de biter felsefe de.

6Bilim ve Gelecek dergisinde yer alan bir habere gére, New England iiniversitesinden arkeolog-yazar Dr.
June Ross, elde edilen kaynaklara gore 39.000 yil énce Endonezyanin Sulawesi Kentinde bulunan ilk kaya
resminin yapilmaya baglandigim anlatiyor. [7]. Bu durum bilinen en eski resminin Bati Avrupa’da olduguna
iligkin bilgiyi tartisilir hale getiriyor.

7“Sen mutlulugun resmini ¢izebilir misin, Abidin?” sorusu her resmin kolaylikla ¢izilemeyecegini ifade eder.

8Yazida simge kavramini tanimlamaya gerek duymuyoruz.



ne demek oldugunu da tanimlamaya gerek duymuyoruz. Bir x simgesinin bir A simgeler
topluluguna ait olma durumunu x € A ile gosteririz.

2  Sonlu Dizi

Bir, iki, ii¢ sayilarini biliyoruz. Yiizbin, trilyon sayilarini da biliyoruz. Bize verilen her sayinin
bir fazlasini da, ¢ok daha fazlasini da bilebiliriz. O kadar ¢ok say1 biliyoruz ki, biri bize “su
say1iy1 biliyor musun?” diye sordugunda yanitimiz “evet” olacaktir. Bu kadar bilmiglik, biitiin
sayilar1 bildigimizi soyler mi9?

Hepimiz N ile gosterilen ve dogal sayilar (kisaca say1) kiimesi olarak adlandirilan yapiy:
bilmemize kargin elimizden geldigi kadar bilmemeye c¢aligsacagiz; cahillikten degil, temkinli
olmak acisindan. N, sonsuz tane eleman icerdiginden dolay: bu temkinlilikte hakliyiz da. En
azindan toplulugu bir kiime (ne demekse?) olarak bilmeyecegiz'®. Onun diginda bazi sayila-
rin arasindaki baz aritmetik iglemleri bilmemize karsin genel aritmetik igslemi bilmedigimizi
varsayacagiz. Ciinki bildigimizi varsayarsak “tavuk yumurtadan ma yoksa yumurta tavuktan
ma ¢kt ? tiirti gikmaszlarla bagbaga kalabiliriz'*. Buna kargin sifirdan baglayarak istedigimiz
kadar sayiy1 bildigimizi varsayacagiz. Yani hi¢ bir kimseye “sen sadece su kadara olan sa-
yilar1 biliyorsun” demeyecegiz. Okurun | simgesini bildigini ve bunlardan yan yana yazarak
bildikleri sayilar1 temsil ettirebildiklerini varsayacagiz. Ornegin,
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Benzer bi¢imde, 4,5,...,2927 ve benzeri sayilar1 da sadece ve sadece | simgesi kullanilarak
tanimlanabilir'3. Kisaca okur, bildigi her tam sayiy1 belli ¢oklukta | simgesini kullanarak
tanimlayabilir. n bir dogal say1 olmak {izere A,, 1,2,...,n’den olusan toplulugu gostersin.
Bunu

A, =A{1,2,...,n}

olarak yazariz. Burada gegen 1,2,...,n dogal sayilarin her biri A, ’nin bir elemanidir.

Bir toplululugun her elemani bagka bir toplululugun elemanlariyla eslestirilebilir. A ve
B iki topluluk ise, A’daki her elemani B’de biricik elemana gotiiren eslestirmeye fonksiyon
diyoruz.*4

Tanim 2.1. B, bir simgeler toplulugu ve n bir dogal say1 olsun. A,,’den B’ye tamiml her
fonksiyona n-uzunluklu B-sonlu dizisi denir. Bu durumda f : A, — B yazariz.

9S6ylemez. Ama sonlulukla sonsuzluk arasindaki gegisi sdyler. Bazen buna potansiyel sonsuzluk denir.

9 Ayni bu zamana kadar 10 metre yiikseklikten yere dogru birakilan demir pargasinin yere diigmesinin
bundan sonra birakildiginda da gergekleseceginin garanti olmamasi gibi. Kimbilir, yarin yere dogru birakilan
bir demir parcasimin birakin yere diismesi, belki goge yiikselmesi gibi!

*1Olaki kalabilirsek liitfen anlayigla karsilaym. Ayrica bu yaklagim bazlarina gore gereksiz sorgulamadir
ve bir degeri yok. Ornegin, bu soruya horozun yanitinin “ben isime bakarim.” oldugu rivayet edilir.

?Burada := sembolii ‘tanimlanma’ anlamindadir. Yani « := y demek “z, y olarak tanimlanir" demektir.

3Bu gosterim elbette anlamhdir, aksi durumda 2927’yi gostermek icin sadece | simgesini kullanarak 30
sayfalik yere ihtiyacimiz olabilir!

*4Kiimeler arasinda taniml fonksiyon kavrami ¢ok daha teknik olarak tanimlanir.



f A, — Bsonludizisinde, her 7 € A, i¢in, i’ye kargilik gelen simge a;’ye i’nin gérintiis
(f(i) = a; yazabiliriz.) denir. B-sonlu dizisi, baz1 n’ler igin n-uzunlukluklu B-dizidir. Bunu

f=aas..a,

olarak yazariz. A'nin degisik yapisina gore sonlu dizi farkl isimlerde verilebilir. Bir f sonlu
dizisinin g sonlu dizisiyle gosterilmesini g := f olarak belirtiriz.

Aligtirma 2.2. B, bir simgeler toplulugu olmak tizere n-uzunluklu B-sonlu dizilerin farkl
olmasini sezgisel olarak tanimlayin. Ayrica, a ve b birbirlerinden farkl iki simge olmak tizere,
B, a ve b simgelerinden olusan toplulugu gostersin. ab ve ba B-sonlu dizilerinin birbirlerinden
farkli ama ikisininde 2-uzunluklu B-sonlu dizi oldugunu gosterin.

3 Alfabe

Sezgisel bir tanimlamayla, bir dildeki seslerin kargiligi olan sembollerin olugturdugu harfler
biitiiniine alfabe diyebiliriz *> *6. Ancak biz alfabeyi asagidaki gibi tanimlayacagiz.

Tanim 3.1. Belirli sembollerin topluluguna alfabe denir. Bir alfabeyi olugturan her sembole
harf denir.

Alfabenin bir harfinin kendi bagina bir i yapmasi ya da sosyallesmesi kolay degildir.
Sosyallegebilmesi icin kendisinden farkli olan harflerle etkilesim icerisinde olmasi1 beklenir.

Bu beklenti sonucunda ortaya ¢ikan olusuma sozcilik diyecegiz. Bu sozciiklerin bazis1 “iyi
bazis1 “kotii” olabilir diyerek siiriikleyici olmaya ¢aligalim*7.

Tanim 3.2. A bir alfabe olsun.
i. A’nin her harfi bir sézciiktiir.
ii. p ve q iki sozciigii gosteriyorsa pg de birer sozciiktiir'®.

Her harfi bir sozciik olarak tanimlamak ¢ogu dilbilimcilere uygun gelmeyebilir. Ama boyle
bir tanimlama yararli ve konuyu toparlayici olacaktir.

A bir alfabe olsun. Okur A’da tanimlanan her sézciigun A-sonlu dizi oldugunu goérebilir.
Bunun tersi de dogrudur, yani her A-sonlu dizi bir sézciiktiir. Bir A alfabesinden elde edilmig
sozctiklerin toplulugunu A(s) ile gosterecegiz.

Aligtirma 3.3. p, g ve k 1i¢ sozciikse pgk tanimli midir? Tanimli degilse bunu sozciik yapacak
“en iyi” tanimlama nasil yapilabilir?

5 Alfabe, Yunanca Alfabesinin ilk iki harfi olan alfa («) ve beta’dan (8) gelmektedir.

16 Alfabenin Siimerlerce kesfedildigi bilinir. Buna gore alfabenin ilk kullanimi 5000 yil 6ncesinde gider.
Stimerlerce kullanilan alfabeye ¢ivi yazist denir. Bu alfabe Asur, Babil, Elam, Akad, Hititler tarafindan
kullanilmigtir. Givi yazisim1 Misir’da hiyeroglifler olarak adlandirilan yaz takip etmistir. Bunun yaninda Ege
adali kokenli olan linear ve Maya Uygarlign kokenli Giiney Amerika alfabeleri vardir. Araplarin, Yunanla-
rin, Ibranilerin ve Latinlerin alfabeleri Milattan 1050 yil 6ncelere dayanan Fenike alfabesi olarak bilinen
alfabeden tiiretilmistir. Fenike alfabesi ise Misir alfabesinden esinlenerek tiretilmistir.

7Burada yer alan “iyi” ve “koti"” kelimeleri bir olumluluk-ya da olumsuzluk yargisi olusturmuyor.

8Cin alfabesi yukaridan asagiya yazildigindan, bu tanimlamaya gére Cin alfabesinden iiretilen hic bir
sozciik olmadigr anlami ¢ikartilmamali.



Algtirma 3.4. A alfabesi sadece ve sadece a semboliinden olugsun. A’da 1-uzunluklu bir
sozciik vardir. 2-uzunluklu da bir sézciik vardir. Verilen her n dogal sayisi i¢in A’da tek bir
tane n-uzunluklu sézciik mii vardir?

A ve B iki alfabe olsun. f, A(s)’den B(s)’ye bir fonksiyon olsun. f(a) = f(b) oldugunda
a = b oluyorsa f’ye birebir fonksiyon diyelim. A ve B en az iki elemanli sonlu alfabe ise
A(s)’den B(s)’ye tanmimli birebir fonksiyon oldugunu gosterin.

4 Turk Abece’si

Her uygarligin kullandig1 konugma dili iizerinden, birbirlerinden esinlenerek geligtirdigi bir
alfabe vardir; Tiirkge, Cince, Almanca gibi. Bu alfabeler nice agklara, ihanet ve acilarin
anlatimlarina araci olmuslardir. Aciy1 da, mutlulugu da, kiifiirii de dillendirmiglerdir. Hig
susmamiglardir.

Bunun yaninda insanligin ortak olarak geligtirdigi mantik alfabesi olarak bilinen bir bagka
alfabe vardir. Mantik alfabesi ¢ok daha formaldir ve “agir, oturakli” ve biraz da “kibirli"dir.
Bu alfabenin anlatilabilmesi i¢in formalizme ihtiya¢ vardir. Bu formalizm okura “yabanci”
gelebilir. Bu yabanciligi az da olsa ortadan kaldirmak i¢in 6nce Tiirk abece’sine bir gézatalim.

Bu yaziy1 Tiirkce yazdigimiza gore okurun Tiirk abece’sini ve Tiirkgeyi bildigini varsa-
yiyoruz. Tiirk Abece’sini kisaca TA ile gosterecegiz'®. Okurun noktalama igaretlerinin neler
oldugunu bildigini de varsayacagiz. TA, agagida verilen virgiil digindaki

a’7b7c7§7d7e7f7g7g7h71717J 7k717m7n70707p7r7s7§7t7u7u7v7y7z

simgelerden olugur. TA’daki harflerin sayisi 29 dur. Bu harfleri "{* ve ”}” simgleriyle ¢evrele-
yerek, TA’ya ev yapalim ve bu evi,

{a‘ab7C7Q7d7e7f7g7g7h717i7j 7k717m7n707p7r7S7§7t7u71‘j7v7y7z}

ile gosterelim. Bu alfabeyi olugturan her bir simgeye bir harf demigtik°.

Bir meyva olan “armut” nasil ifade edilebilir? Bu kime anlatilmak istendigine baglh olarak
degigebilir; bazen armutun resmi ¢izilebilir, bazen de a,r, m,u ve t harflerini soldan saga
dogru yanyana yazarak anlatilabilir. Ancak gérme engelli bir insana armutun resmini ¢izerek
anlatmak zor olabilir. TA’deki harflerin yanyana getirilmesi TA’y1 bilmeyen bir Cinliye de
bir sey ifade etmeyebilir. TA'min bazi harflerini gerekirse tekrarlayarak ve yanyana getirecek
olursak, ornegin, “aaaaaaaaaaa’ yazabiliriz. Benzer bi¢cimde farkl harflerin, 6érnegin, a, b ve d
harflerini bazen tekrarlarla kullanarak “abbbbaadaaa” yazabiliriz. a, r, m, u ve t harflerini kul-
lanarak, “amtru” ve “armut” yazabiliriz. Bu yazimlardan ilk {i¢ii “anlamsiz” iken, dérdiinciisii
“anlamidir”. Ilk ficiine anlamsiz dememizin nedeni, bunlarin bir seyi temsil etmemesidir®*.
Dordiinciistintin anlamli olmasi ise bir meyvanin adi olmasindandir. Demek ki TA’da anlam-
s1z sozciikler de iiretilebiliyor, bu da dogal; “dikensiz giil bahgesi olmaz.” Bunun yaninda biraz
anlaml biraz anlamsiz aaaahhhhhhhhhhhhh ve ooohhhh gibi seyler de tiretilebilir. Bunun
anlami ortamdan ortama degigebilir. Ama fox gibi birgey iiretemeyiz (Neden?).

9T{rk harfleri, Latin harfleri temel alinarak, 1 Kasim 1928 giin ve 1353 sayili yasayla tespit ve kabul
edilen alfabedir. Kékeni Orhun alfabesine gider (M.Once 200-150.)

206 41 ve “1" gimgeleri alfabede degillerdir. Bunlar, harfler topllulugunu gosterirken kullandigimiz bir nevi
yardimer simgelerdir. Okurun ne denilmek istenildigini bildigini varsayiyoruz.

2*Nuran Ercan’dan: "aaaaaaaaaaa" Amerika’da birileri protesto edilirken polisler tarafindan protestoda
kullanilan ifadeleri bastirmak i¢in kullanmilmisti. Belki de birilerine ait olan ¢ok onemli olumsuz sifatlarin
cevrede duyulmasimi engellemekte 6nemli bir rol oynamisgti!...



TA’da “aliankaradangelecek” bir sozcilik olmasina kargin “ali ankaradan gelecek” bir s6z-
clik degildir. Ancak TA’da <> gibi bir harf igerseydi, “ali<>ankaradan<>gelecek” bir stz-
clik olacakti. <>, TA’'nin bir harfi olarak ele alalim ama yazarken bogluk birakalim. Yani,
“ali<>veli<>hasan” yerine “ali veli hasan” yazalim. Bu durumda “ali ankaradan gelecek”
bir sozciik olacaktir. Arasinda bogluk karakteri bulunduran sozciiklere aslinda ciimle demek
gerekiyor ancak biz hepsine sézciik diyecegiz.

Yukarida yapilan gozlem ve benzer nedenlerden dolay1 noktalama isaretleri olarak ad-
landirilan sembollerin de TA’nin birer harfi oldugunu varsayalim. Boylece her ne kadar gi-
riste TA'nin 29 simgeden olugtgunu soylemis olsak da bazi gereksinimlerden dolay1 bogluk
simgesini ve noktalama igaretlerini de T'A'nin birer harfi olarak ele alalim. TA’daki biitiin
sozctiklerin toplulugunu TA(s) ile gosteregiz. Giinliik yagamda kullanilan anlamiyla bakacak
olursak sozciikler,

i. anlaml olabilir.
ii. anlamsiz olabilir.
iii. biraz anlamli biraz anlamsiz olabilir.
iv. anlamli soru olabilir.
v. anlamsiz soru olabilir.
vi. “dogru” degerli olabilir.
vii. “yanlg” degerli olabilir.
viii. “dogru” ya da “yanlis” ama hangisi oldugu bilinemez olabilir.

Dogru ya da yanlis degeri olan sozciiklerin var olmasi mantiksal 6nerme olarak adlandiracak
yeni bir kavramin yolunu acabilecektir.

“Yaz1 Dilinin Zenginligi" gibi bir kavram siklikla kullanilir. TA’y1 ilk bagta tanimladigi-
miz haliyle ele alalim, yani 29 harften olusun. Harf sayis1 daha az olan bir alfabeden iiretilen
sozciik topluluguyla TA(s) arasinda birebir bir iligki kurulabilir mi? Yani daha az harf bulun-
duran bir alfabedeki her sozciik TA’da tek bir sozclige karsik gelsin ve tersine TA’daki her
sozciik yeni alfabeden iiretilen sozciige karsilik gelsin. Bunu bir problem olarak verelim.

Algtirma 4.1. A = {x,|} ve B birden fazla elemanlar1 olan sonlu alfabe olsun. A(s)’dan
B(s)’ye taniml birebir fonksiyonun oldugunu gosterin. Ayrica T'A(s)’deki her elemani A(s)’de
sadece ve sadece bir elemanla egleyebilecek bir fonksiyonun oldugunu gosterin.

5 Mantik Alfabesi

Alfabeyi ve bir alfabenin sézciigiinii tanimlamistik. Alfabe kavramina iligskin Tiirk abece’sini
az da olsa formalize etmeye galigtik. Simdi mantikca olarak adlandiracagimiz bir alfabe ta-
nimlayacagiz.

Mantik alfabesini tanimlarken, bazi kolayliklar agisindan p,,’lerin her biri mantik alfabe-
sinin birer simgesi olacaktir. Mantik alfabesi,

pn: temel onerme (n bir pozitif tamsay1),



—: ise/gerektirir,
- degil,
(: agan ayrag,
): kapatan ayrag
olarak adlandirilan simgelerden olugacaktir.

Tanim 5.1. n € N olmak iizere elemanlar1 sadece ve sadece ,

-, (7 )7 Dn

simgelerinden olusan alfabeye mantik alfabesi denir®?. Yani, mantik alfabesi,

{_>7 h (7 )7p17p2 .- }

olur. Mantik alfabesini M ile gosterecegiz. M nin herbir p, elemanina mantikcanin bir de-
gigkeni denilebilir. Fakat bu degiskenlere birer temel 6nerme denilme ihtiyacci, énermeler
kisminda kendini gosterecektir.

Mantik alfabesinde n ve m birbirlerinden farkl oldugunda p, ve p,,’'nin birbirlerinden
farkli olduklarin1 varsayiyoruz. Dolayisiyla mantik alfabesi sonlu degildir. Mantik alfabe-
sinde her p,, p ve | simgeleriyle temsil edilebilececeginden, mantik alfabesinde tiretilen her
sozciik, sadece ve sadece —, =, (, ), p ve | simgelerinin kullanimiyla da tiretilebilir. Tersi
de dogrudur. Dolayisiyla mantik alfabesini {—, -, (,),p, |} olarak da alabiliriz. Bu durumda
mantik alfabesini sonlu alabilecegimiz ve bunun bir avantaj oldugu diigiiniilebilir. Ancak bu
yaklagimin, bu kadar da miitevazi sinirlamanin pratiksel bir kargiligi yoktur. p,’yi n ile gos-
termenin kullanim kolayligi saglayip saglayamacagi da sorgulayabilir. Yerinde bir sorgulama
olmakla birlikte, bu dogal sayilar kullanimi esnasinda karigiklik yaratabilir ve amagsal olarak
kullanim kolaylig1 saglamayacakair.

Alistirma 5.2. Mantik alfabesi taniminda temel 6énermeleri sonsuz tane yerine tek bir tane
alinmasinin avantaj ve dezavantajini su an i¢in diisiiniin. Mantik alfabesini ileride verilen
uygulamasini gordiikten sonra tekrar diigiiniin.

Okurun agagidaki sorular iizerine diigiinmesi yazinin daha kolay anlagilmasini saglayacak-
tir.

i. Mantik nedir®3?

ii. Mantikli olmak ne demektir?
iii. Bir balinanin intahar etmesi mantikli midir?
iv. Mantik alfabesinin se¢imi mantikli midir?

Bu sorular uzatilabilir; “insan olmak mantikli midir?” diye de sorulabilir.
Mantik alfabesinde her simgenin bir sozciik oldugunu hatirlayalim. Bunun yaninda asa-
gidakilerin her biri mantik alfabesinde birer sozciiktiir.

22 simgesi mantik alfabenin bir simgesi degildir.
23Mantik, akil yiiriiterek bilginin yapisini inceleyen kavram olarak tanimlanabilir.



—— P17Ps-
(=p1) = ()
p1 — Pr-
P2 — P1-
—(p2 = p1)-

Mantik alfabesinin hi¢ bir sozciigii, giinliik yagsamda kullandigimiz higbir seyi kargilami-
yor! Ornegin, bu alfabede “armut” sozciigiiniin karsiligi yok. O halde bu alfabe ne ige yarar?
Durup duruken bu mantik alfabesi neden tanimlandi? Onu ilging yapan nedir? Bu sorular
dogaldir. Mevcut haliyle bu alfabenin gercekten bir yarar1 yok. Ancak bu alfabenin bazi
sozcliklerine katacagimiz degerlerle bu alfabe degerlesecek.

Tiirk abece’de bazi sozciiklere 6nerme dendigini mantik dersini alan herkes bilir. Bunu
takip ederek mantik alfebesinde de 6nerme kavramini tanimlayabilecegiz. Mantik alfabesinin
degerlerinden biri, onun 6nermelerinden gelen degerden olacaktir. Bu degerler bizi “mantikli”
belki de “mantiksiz” yapabilecektir. Tiirk abece’de sozciiklere ikiden fazla anlam yiiklenebilisti
(anlamh, anlamsiz, biraz anlaml gibi). Mantik alfabesinde iiretilen sozciiklerde bu esneklik
olmayacaktir; her sozciik ya bir “6nerme” ya da “Gnerme degildir” olacaktir.

6 Onerme Denemesi

Tiirk alfabesinde verilen bir sézciik yasamin akigsinda dogru ya da yanhs olabilir. Buna kargin
ne dogru ne de yanlig da olabilir. Bazen de dogru ya da yanlis olup olmadigini bilemeyebiliriz.
Dogrulugu ¢ok “bariz” olsa da bu durumu kanitlayamayabiliriz. Biitiin bu siireclerde karsi-
miza bir siirii tammsizliklar ve belirsizlikler cikabilir. Ornegin, “Fatih Sultan Mehmet patates
yemis olsaydr patatesi sevdigini anlardy’ sozciigi dogru ya da yanhs deger alacak nitelikte
olmasina kargin ayni zamanda “sa¢gma sapan” bir sozciiktiir. Ama ne demektir sagma sapan?
Gorildiigii gibi isin icinden siyrilmak kolay degil. Daha kolay ornekler iizerinden de prob-
lemler cikabilir. Ornegin, “Uzaya giden ilk insanin adi Yuri Gagarin’dir.” sézciigii “dogru”,
“Fatih Sultan Mehmet Amerika’ya gitmemigtir.” sézciigii “yanlig” olmasina kargin bunlarin
kanitlanmasi-zor demeyelim ama-bagh bagina bir igtir.

Biitiin canlilar dogmustur.
Biitin canlilar olumlidir.
1925 yilinda Tiirkiye’de yetisen ve agirlige 5 kilo olan karpuzlarn sayst 8216 dir.

Fatih Sultan Mehmet’in yasamu stirecinde i¢tigi suyun toplama 10 ton 250 kilo 26 gram-
dar.

Tiirkiye’de her aksam giines batar.
Balinalarin intihar etmesi mantiklidur.

Balinalarin yasamast mantiksizdur.



Bu sozciiklerin herbiri dogru ya da yanhgtir. Ama kanimca diinyanin en dahi insanlar1 bir
araya gelse bile bunlarin dogru mu yoksa yanlis m1 olduklarini kanitlayamazlar! Gergekten
de “Biitin canlilar élimliudir.” sdzciigliiniin dogru ya da yanlis olmasini kim kanitlayabilir?
Kisacas1 bagimiza bir siirii tuhaf seyler ¢ikabilir. Peki bu ¢gikmazdan kurtulmanin bir ¢oziimii
ne olabilir? Bu gozlemler ve sorular bizi formalizme yonlendirir.

- Onerme

Tiirk abece’de bir sozciik dogru ya da yanhs deger aliyorsa o sézciige onerme denir demeye
caligtik. Bu konuda kismen basarili olsak da ortaya konan bazi 6rnekler “Yedi Bagh Ejderha”
gibiydi. Bu durumdan kurtulmak i¢in adam gibi bir 6nerme tanimini agagidaki gibi verebili-
riz.

Tanim 7.1. Mantik alfabesinin bir sézciigiiniin 6nerme oldugunu asagidakiler belirler.
i. Her temel 6nerme bir 6nermedir.
ii. p, bir énermeyi gosteriyorsa (—p) bir énermedir.
iii. p ve ¢ iki onermeyi gosteriyorsa (p — ¢) bir énermedir.

Mantik alfabesini, Tiirkce alfabesinden farkli kilan bir unsur, mantik alfabesinde temel
onermenin tanimlanmasidir. Onermelerin ingasinda kullamlan {—, —} ikilileri yerine {—, A}
yva da {—, A} ikilileri de kullanilabilir. {—, —} ikililerinin tercih edilmesi bu mantigin aksi-
yomlarinin-en kullanigh olan-Hilebert tarz1 yazilmasina yoneliktir®4.

Aligtirma 7.2. p, ¢ ve r, birer énermeyi gostermek {izere agagidakilerin énerme oldugunu
gosterin.

Alistirma 7.3. p, ¢ ve r, birer 6nermeyi gostermek iizere agagidakilerin 6nerme olmadigini
gosterin.

i ()
i. (p— ).
iii. p—=q—r.

M, mantik alfabesi olmak iizere her énerme bazi n’ler i¢in n uzunluklu bir M-sonlu
dizidir. Burada gecen n’ye o 6nermenin uzunlugu denir®>.

Alistirma 7.4. p, bir 6nermeyi gostersin. p'nin uzunlugunun 1 olmasi i¢in gerekli ve yeterli
kosulun, p’nin bir temel 6nerme oldugunu gosterin.

24Mehmet Terziler’'e tesekkiirler.
25Bir 6nermenin uzunlugunu tanimlamanin ne ige yarayabilecegi okurun derdi olmalidir.



Aligtirma 7.5. 1. —pp sozcliglinlin bir 6nerme olmadigini gosterin.
ii. Uzunlugu 2 ya da 3 olan 6nermenin olmadigini gosterin.
Alistirma 7.6. p bir 6nermeyi gostersin.
i. p’nin uzunlugunun 4 olmasi igin gerekli ve yeterli kogul, p'nin (—p;) bigiminde olmasidir.

ii. p'nin uzunlugunun 5 olmasi igin gerekli ve yeterli kosul, p'nin (p; — p;) bi¢iminde
olmasidir.

Her 6nermenin bir uzunlugu vardir ve tektir. Bu uzunlugu u(p) ile gosterelim. Verilen ve
p ile gosterilen bir 6nermenin “bir adimda” iirettigi énerme (p — p) ve (—p) Onermeleridir.
u((p = p)) = u(p) +u(p) + 3 ve u((—p)) = u(p) + 3 olmas: gerektigi, en azindan sezgisel
olarak dogrudur. Bu sezgiselligi ziyan etmeden tanima doniigtiirmek rahatlatici olacaktur.

Tanim 7.7. p ve ¢ iki 6nermeyi gostersin.
u((=p)) = u(p) +3,
i u((p = q)) = u(p) +ulq) +3,
olarak tanimlanir.

Aligtirma 7.8. p ve ¢ iki 6nermeyi gostersin. u((—p)) = 4 olmasi i¢in gerek ve yeter kogulun,
p'nin bir temel énerme oldugunu gosterin. Benzer bigimde u((p — ¢)) = 5 olmas igin gerek
ve yeter kogulunu, p ve ¢’nin birer temel 6nermeyi gostermesi gerektigini gosterin.

Onermelerin gosterimleriyle ilgili bir kac¢ kisaltmanin kolayliklar1 olacaktir. p ve ¢ iki
onermeyi gostermek tizere:

i (=p) == .

L(p=qg=p—=q

i ((p) = q):=pVa

i (=((p = () =pAq

Bunlarin yaninda, (p — ¢) A (¢ — p) 6nermesi p <— q ile gosterilir.

Aligtirma 7.9. Verilen bir p 6nermesi igin (—p) 6nermesini kisaca —p gosterdigimize gore
bu kisaltilmig 6nermenin uzunlugu 2'mi oluyor?

Alistirma 7.10. p ve ¢ iki 6nermeyi gostersin. Asagidaki egitliklerin dogrulugunu gosterin.
u(pV q) = u(p) + u(q) + 6 ve u(p A q) = u(p) + u(q) + 10

Kisaltmalarda gecen V, “veya”, A, “ve” ve +—, “ancak ve ancak” olarak okunur. Onerme-
lerin uzunlugu, kisaltilmishiklarmin uzunluguyla belirlenmez. Ornegin, p; — p; Onermesinin
sozciik olarak uzunlugu 3 olmasina kargin 6nerme olarak uzunlugu 5 dir.

Onerme tammlama denemesinde énermeye dogru ya da yanls olarak adlandirilan de-
gerler vererek anlamaya ve tanimlamaya ¢aligtik. Buna kargin formal olarak tanimladigimiz
onerme taniminda onermelere herhangi bir “deger” verilmedi. Degeri olmayan onerme ne ige
yarayabilir ki? Onermelere deger vermeliyiz.
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8 Omnermenin Degeri

Tiirkce alfabede “Balinamin intihar etmesi mantiklidir.” sozciigiine her kafadan bir yorum
yapilmasi muhtemeldir. Kimisi boyle sagma sapan bir sozciik mii olur diyecektir, kimi dogru,
kimi yanls diyecektir, kimi duygularini igin i¢ine katip duygusal bir ortam yaratip tepkisini
aglayarak gosterecektir. Kimisi ise boyle bir sozciik kurmus olmam nedeniyle beni “kafay1
styirmakla” itham edecktir. Benzer yaklasim “her kadin giizeldir.” i¢in de gecerli olacaktir.
Halbuki benim aradigim masum bir yanit, yanhs ya da dogru. Bu iki sozciige de Tiirkce
alfabesinde “alayli*®” tarzda bir énerme dendigini de biliyoruz.

Tiirkce alfabede var olan 6nermelerin dogru, yanlis ya da ikisi de olmama kargasasindan
uzaklagarak onerme alfabesinde bir 6nermenin dogru ya da yanig degerlerden sadece ve sadece
birini aldigim varsayacagiz, bagka care yok!

Su ana kadar tanimlanmig olunan 6nermelerin bize verecegi herhangi bir sey yok. Ancak,
biz 6nermelere bazi anlamlar yiiklersek, bu yonlii tohum atarsak onun bir geri doniistimii
olacaktir. Ne demisgler atalarimiz: “Ne ekersen onu bigersin.” Mantik alfabesinde ekecegimiz
“dogru” ve “yanhg” olarak adlandirilan anlamsiz iki soézciik olacak. Kolaylik acisindan yanlisi
o ve dogruyu 1 ile gosterelim?7.

Alistirma 8.1. Sizce 6nermelere yiiklenecek olan “dogru” ve “yanlis” lardan hangisi daha
kiymetlidir?

Tanim 8.2. P, onermeler alfabesindeki temel onermelerin toplulugu olmak iizere, P’den
{0, 1} kiimesine tanimh fonksiyona temel deger fonksiyonu denir®.

Temel deger fonksiyonu, her temel 6nermeyi o ya da 1’e gotiiriiyor olmasina kargin hang-
sine gotiirdiigii belli degildir. Onermeler, temel 6nermelerle tanimlandigindan, temel deger
fonksiyonu yardimiyla temel olmayan 6nermelerin de bir degerinin olma beklentisine girebilir
ki bu da son derece dogaldir. d; bir temel deger fonksiyonu olsun. Eger, d;(p;) = 1 ise yani,
p; nin degeri 1 ise, —p; 6nermesinin degeri ne olmalidir? Bu degerlendirmeyi yaparken p; ile
—p; arasidaki iligkiyi gozardi edemeyiz. —p;, p;'nin degili oldugundan, hayatin akigindan fazla
kopmamak i¢in, —p;'nin degrinin p;’nin degerinin “tersi”, yani o olmasi beklenir. O halde d,
onermeler toplulugundan {0, 1}’e giden d;’'nin bir genigleme fonksiyonu ise

d(=pi) =1 —d(pi) =1 — d(p:)
olmasi beklenir. Ustelik p bir 6nerme ise,
d(=p) :=1—d(p)

olmasi1 beklenir. Benzer bi¢imde, hayatin akisindan kopmamanin bedeli olarak p; ve p; 6ner-
melerinin degerleriyle r := p; — p; onermesinin degerleri arasmdaki iligki ne olamalidir? p
ve ¢ gibi iki 6nerme verilsin. p — ¢ 6nermesini 7 ile gosterelim. Biraz ugrasla ¢ énermesi-
nin degeri 1 ise, p’nin degerinden bagimsiz olarak r 6nermesinin degeri 1 olur. ¢'nin degeri
sifirsa r’nin degerinin 1 olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul p’nin degerinin sifir olmasidir. Bu
sOylediklerimizden sunlar1 yazmak uygun olur:

d(pi = pj) =1 —di(pi) + di(pi)di(py) = 1 — d(p:) + d(pi)d(p;)-

26Mektepli olmayan.

27Qkur, dogru ve yanlig arasmnda iyi-kotii gibi bir simflama yaparsa hata yapar. Ikisinden biri olmazsa
oyun coker!

28Bu tanimda kullanilan fonksiyon kavraminin ne oldugunu okurun bildigini varsayiyoruz.
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Daha genel olarak,
d(p — q) :== 1 —d(p) + d(p)d(p)
olmasi beklenir.

Tanim 8.3. d, énermeler toplulugundan {0, 1}’e giden ve verilen her p 6nermesi igin agag-
daki ozellikte bir fonksiyonsa, d’ye deger fonksiyonu denir.

Oised(p — q) =

(q) ( )
() =1lised(p —q) =
v. d(p) =1 ve d(q) = 0 ise d(p — q) =
(q) ( )
olarak tammlanir.

Agagida verilen alistirmalar ve benzerleri yaygin olarak bilinmesine karsin bazilar1 dogru-
dan [6]’dan alinmigtir. Benzerleri yine aymi kaynakta bulunabilir.

Algtirma 8.4. d; bir temel deger fonksiyonuysa, her p; i¢in d(p;) = d;(p;) 6zelligini saglayan
bir deger fonksiyonu vardir. Bu fonksiyona d; temel deger fonksiyonunun genislemesi denir.

Alistirma 8.5. d, bir deger fonksiyonu olsun. Asagidakilerin dogrulugunu goésteriniz.
i. d(—=p) =1—d(p).
ii. d
iii. d(pV q) = d(p) + d(q) — d(p)d(q)
iv. d(p A q) = d(p)d(q).
v. d(p < g) = (1 — d(p) + d(p)d(g))(1 - d(g) + d(p)d(q).

Yukarida verilen (ii)’den gunu sdyleyebiliriz: “Yanhgtan yanhs edilmesi” dogrudur, yani yanhs
adamin yanlig igler yapmasi, yerinde yani dogru bir sonugtur. “Yanlistan dogru edilmesi”
dogrudur. Yani, d(p) = 0 ve d(p — ¢) her zaman 1 olur. Buna kargin “Dogrudan yanlg
edilmesi” yanhgtir. Yani, d(p) = 1 ve d(q) = 0 ise d(p — ¢q) = 0 olur. “Dogrudan dogrunun
edilmesi” de dogrudur.

Alistirma 8.6. d, bir deger fonksiyonu verilsin. p ve ¢ 6nermeleri i¢in asagidakilerin denkli-
gini gosterin.

i. d(p — q) = 1 olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogul d(p) < d(q).
ii. d(p «— ¢q) = 1 olmas i¢in gerekli ve yeterli kogul d(p) = d(q).

Aligtirma 8.7. d, bir deger fonksiyonu verilsin. p, ¢ ve r 6nermeleri agagidaki o6zellikte
olsunlar.

i dp——-gN-r)=1.
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ii. digvr)=1
iii. d(pVv-q) =1
d(p), d(q) ve d(r)’in degerlerini bulunuz.
Aligtirma 8.8. Yargicin elindeki bilgiler sunlar.
i. Ali sugsuz ise Bahri ve Cumali'nin ikisi de suclu.
ii. Bahri ya da Cumali’den biri sugsuz.
iii. Ya Ali suclu ya da Bahri suclu.
Suclu ve sugsuzlari belirleyin.

Alistirma 8.9. d, bir deger fonksiyonu verilsin. a, b ve b 6nermeleri sagidaki 6zellikte olsun-
lar.

i. d(a — —bV —c) = 1.

iii. d(c = —-aA-b) =1

(
ii. d(b— —a)=1
(¢
d(a), d(b) ve d(c)’in degerlerini bulunuz.
Alistirma 8.10. Asagidaki verilerle dogrucu ve yalanciy1 bulunuz.
i. Ates dogrucuysa Biilent ya da Can’in biri yalancidir.
ii. Biilent dogrucuysa Ates yalancidir.

iii. Can dogrucuysa hem Ateg hem de Biilent yalancidir.

Tiirk alfabesinden iiretilen 6nerme olmayan sozciiklerin anlamlar1 olabilir. Buna kargin
mantik alfabesinde énerme olmayan sozciiklerin hig¢ bir kiymet-i harbiyesi yoktur.
9 Onermelerin Egdegerliligi
p Onermesi verilsin. ¢ := p V p diyelim. Her deger fonksiyonu d i¢in

d(p) = d(q)
olur. Bu durum, p ve ¢ 6nermelerinin denk olmalarina bir 6rnektir. Genel tanim asagidadir.

Tanim g.1. p ve ¢ 6nermeleri her deger fonksiyonu d igin

oluyorsa p ve q onermelerine denk denir ve p = q ile gosterilir.

Asagidaki gozlemler, p, ¢ ve r 6nermeleri i¢in kolaylikla gosterilebilir.

i. p=p.

13



ii. p=gqise qg=np.
ili. p=qiseq=risep=r.

p onermesi verilsin. Her deger fonksiyonu d i¢in d(p) = 1 ise p’ye mutlak dogru (totoloji)
denir. Benzer bi¢imde her deger fonksiyonu d i¢in d(p) = 0 ise p'ye mutlak yanlhs (¢eliski)
denir. Ornegin klasik mantik kanunlarima gére her p énermesi icin p V —p mutlak dogru ve
p A —p mutlak yanligtir.

Tanim g.2. Verilen p, ¢ ve r 6nermeleri i¢in asagidakilerin her birine mantiksal aksiyom
denir.

Lp=(g—=p)
i.(p=>(@=r)=p—=p) = @—=r)
ii. (-p—-r)—(p—r).
Alstirma g9.3. Mantiksal aksiyomlarin mutlak dogru oldugunu gosterin.
Alistirma g.4. Mutlak dogru énermeyle mantiksal aksiyom arasindaki fark nedir? Mutlak

dogru olan bir 6nerme mantiksal aksiyom olmak zorunda midir? Verilen bir p 6nermesi igin
p — p 6nermesi mutlak dogrudur. Bu énerme mantiksal aksiyom mudur?

Aligtirma g.5. p ve q iki 6nermeyi gosterisin. p V ¢ ve ¢ V p onermelerinin denk olduklarini
gosteriniz. Benzer bicimde p A ¢ ve ¢ A p onermelerinin denk oldugunu gosteriniz.

10 [-Teorem

Teorem kelimesi matematikle ilgilenen herkes tarafindan az da olsa bilinen bir kavramdir.
Buna kargin teoremin matematiksel taniminin ne oldugu pek bilinmez. Oncelikle I'-teoremin
tanimiyla baglayalim.

Tanim 10.1. I, bir 6nermeler toplulugu olsun. I'-teoremler asagida belirtilen 6zelliklerlerle
belirlenen bir énermeler toplulugudur.

i. I'nmin her elemani bir I'-teoremdir.
ii. Her mutlak dogru 6nerme veya mantiksal aksiyom bir I'-teoremdir.
iii. p ve p — ¢q iki I'-teorem ise ¢ bir I'-teoremdir.

p bir I'-teorem ise I' F p yazariz. Bu demektir ki p onermesi I'’"daki 6énermelerden ka-
nitlanir. Kanittan kastimizin ne oldugunu biraz sonra agiklayacagiz. (iii) koguluna modus
ponens kuralr denir. Bu tanimda verilen her 6nermenin bir I'-teorem olup olmadigini bile-
meyebiliriz. Ancak 6nermeyle birlikte verilen bazi kogullar altinda bir énermenin I'-teorem
oldugunu séyleyebiliriz. Ornegin, I', mantiksal 6nermeler toplulugunu gosterdiginde, mantik-
sal onerme olmayan bir 6nermenin I'-teorem oldugunu séylemek kolay olmayacagi gibi hatta
bu imkansiz olabilir. Buna karsin I', biitiin énermelerin toplulugu olmak iizere her énerme
bir I'-teoremdir. Bu durumda verilen her p 6nermesi i¢in I' - p ve I' = —p olur ki, bu durum
“hayatin dogal akigina" aykiridir.

I', mantiksal aksiyomlarin toplulugu olsun. Verilen bir p 6nermesi i¢in, p — p bir I'-teoremdir.

Bunu gostermek igin agagidaki yol takip edilebilir:
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p—=((p—p) —=p)—=((p—>@—=p)—(@—Dp)
(p—= ((p—p) —0p)

onermeleri mantiksal aksiyomlar olduklarindan I'-teoremdirler. Bu 6nermelere modus ponens
kurali uygulanarak

(p—=(—p)—>@—0p)
onermesinin I'-teorem oldugu goriiliir. Ayrica buna

p— (p—0p)

onermesinin ['-teorem olmasi dikkate alinarak modus ponens kurali uygulanarak, p — p
onermesinin I'-teorem oldugu elde edilir.

11 [-Kanit

Terimleri 6nermeler olan sonlu diziye sonlu onermeler dizisi diyelim. Boyle bir dizinin
uzunlugu dizide yer alan 6nermelerin sayisidir. Ornegin, o1, ©s,...,0, ler 6nermeler olmak
izere Y1s...0, Onermeler dizisinin uzunlugu n olur.

Verilen bir I'-teoremin belirli 6zelligi saglayan onermeler dizisine, ['-kanit diyecegiz. Her
[-teoremin bir I'-kanitinin var olmasina karsin bu kanitin ne oldugunu acik agik yazabilmek
bambagka bir konudur.

['-kanitin tanimini vererek baglayalim 9.

Tanim 11.1. [') bir énermeler toplulugu ve ¢ bir I'-teorem olsun. ¢,,, ¢ 6nermesi olmak
izere 1@s...0, Onermeler dizisinde her ¢ i¢in asagidaki ozelliklerden birini saghyorsa, bu
diziye 'nin bir I'-kanats denir3®.

ii. ¢; mantiksal aksiyom.
iii. ¢ Oonermesi p; — ¢; olacak bigimde j,k < ¢ var.

Bir I'-kanit (dizisi) tek olmak zorunda degildir. Ornegin, I' mantiksal aksiyomlar toplulugu
ve ¢ bir mantiksal aksiyomu gostersin. Verilen o1, ¢s,...,¢0, ler bazi mantiksal aksiyomlar ve
©m, © Onermesini gostermek iizere sonlu énermeler dizisi

P1P2...Pm

29Her ne kadar I'-teorem I'-kanittan 6nce verilmig olsa da, ¢ogu zaman 6nce I'-kanit yapilip, bir kanitin
son terimine I'-teorem denir.
3°Bu tanimin G. Frege ve D. Hilbert’e ait oludugu diigliniilmektedir.
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bir I'-kanit olur. Buna karsin en ekonomik I'-kanit, dizi olarak sadece ¢ olur. Bir I'-kanitin
tek bir tane olmama durumu bizleri “en kisa I'-kanit nedir?” sorusuna yonlendirir.

©o-.-(pn, Onermeler dizisi I' - ¢’'min kanit dizisiyse, bu kanita n-uzunluklu I'-kanit denir.
' F p'nin kanit dizilerinin uzunluklarinin en kisasina temel kanit uzunlugu denir. Bir
kanit dizisinin uzunlugu temel kanit dizisinin uzunluguna esitse o kamt dizisine en kisa
kanat denir. En kisa kanit da tek bir tane olmak zorunda degildir3*.

ornek 11.2. I', temel 6nermelerin bir toplulugu ve p énermesi verilsin.
q=@—=>(p—=p)—=p)—=>(p=>FEP—=p)—=FE-—=Dp)
¢ :=p—((p—p)—p
g3 :=(p—= ((p—=p) = {—=p
@ :=p—(p—=p)
g5 *=p—p
olmak tizere q1¢2q3q4qs dizisi I' = p — p’nin kanitidir.
Alistirma 11.3. p bir 6nerme olsun.
i. ' = {p} olsun. p’'nin I'-teorem ve bunun temel kanit uzunlugunun 1 oldugunu gosterin.

ii. I', 6nermesel aksiyomlar toplulugu olsun. p — p’nin bir I'-teorem oldugunu biliyoruz.
Bunun temel kanit uzunlugu 1 olmak zorunda midir?

Alistirma 11.4. Her ['-teoremin sonsuz ¢oklukta I'-kanitinin oldugunu gosterin.
I' bir 6nermeler toplulugu ve ¢ bir 6nerme olsun. Agagidakiler denktir.
i. I'F .

ii. ¢, = ¢ olmak lizere 1, @a,...,(p,,, Gnermeleri vardir ve her 7 i¢in agagidakilerden biri
saglanir.

a. ; mantiksal aksiyomdur.

b. ¢k, ¢; — p; olacak bi¢imde j,k < ¢ var.

MATEMATIKCE

Matematikcenin alfabesiyle baglayacagiz. Mantikcada yer alan temel 6nerme, 6nerme, man-
tiksal 6nerme, I'-kanit ve I'-teorem gibi kavramlarin matematikcede karsihigi olacak. Ornegin,
temel 6nermenin karsiligi atomik formiil, 6nermenin karsiligi formiil, mantiksal aksiyomun
kargiligi matematik-6nermesel aksiyom olacak. Mantik alfabesi iizerinden elde edilen yontem-
ler matematikge alfabesinde elde edilen bu kavramlara birebir uygulanacak.

3tKanit uzunluguyla ilgili detaylal bir boliim, Lenght of proof baghgiyla P. Pudlak’a aittir.
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12 Matematikcenin Alfabesi

Mantik alfabesinde her temel 6nerme p;’yi degiskenler olarak adlandiracagimiz v;’lerle degis-
tirerek ve

v? 37 67:

sembollerini ekleyerek elde edilen alfabeye matematikce alfabesi diyecegiz. Yani agagidaki
gibi resmi olarak tanimlayacagiz.

Tanim 12.1. Simgeleri sadece ve sadece
-, = vu El) =, g, (7)7017 V2,...
simgelerinden olugan alfabeye Matematikce alfabesi denir3?

Bu alfabede v; degiskenleri “yeterince” ¢cok olacak. Bunlar bazen x, y, z gibi simgelerle de
gosterilebilir. Matematikcenin alfabesinde yer alan — ve — simgeleri mantik alfabesinde yer
alan simgelerdir. Diger simgeler agsagidaki gibi okunur.

1. =: esittir,

ii. 3: vardir,

iii. V: her,

iv. €: elemamdir.

Dikkat edilirse matematik alfabesinde hi¢ 6nerme yok. Hatta temel 6énerme de yok. Ama
sorun degil, matemaikge alfabesinin bazi sonlu uzunluklarina temel onerme yerine gegebilecek
atomik formiil tanimlayabilecegiz.

Tanim 12.2. Her v; ve v; icin agagidakilerin her birine atomik formdil denir.
1. V; = Vj.
. v; € vj.

Mantik alfabesinde temel 6nermeler kullanilarak onermeler tanimlanmisti. Buna benzer
bi¢cimde atomik formiiller kullanarak formiiller tanimlayabiliriz.

Tanim 12.3. Matematikgede bir formdil asagidaki gibi belirlenir.
i. Her atomik formiil bir formiildiir.
ii. Eger ¢ bir formiil ise, ¢ bir formiildiir.
iii. Eger ¢ ve ¢ birer formiil ise, ¢ — 1 bir formiildiir.
iv. Eger ¢ bir formiilse ve v; bir degisken ise, Jv;¢ bir formiildiir.

Onermeler alfabesindeki bazi sonlu diziler icin yapilan kisaltmalar matematik alfabesinde
yer alan sonlu diziler i¢inde gecerlidir. Ayrica

—Jv;p yerine Vv,

yazilir. Bu iki formiil birbirine mantiksal olarak esdegerdir.

32Matematikce bir dildir. Her dil kendi igerisinde “kiifiir” barindirabilir. Bu konuda dikkat cekici yazilardan
biri [8] de bulunabilir.
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13 Matematikte mantiksal aksiyomlar

Mantikcada yer alan 6nermesel aksiyomlarin karsiligi olarak goriilebilecek yapiyr matematik-
¢ede de tanimlayabilecegiz. Bu 6nermesel aksiyomlar “mutlak dogru” olacak. Mantikcada yer
alan V ve A terimleriyle verilen kisaltmalarin burada da gecerli oldugunu aklimizda tutalim.
Ornegin, ¢ ve 1 formiilleri icin —¢ — ¢ formiilii ¢ V 1 ile gosterilecek.

Tanim 13.1. ¢, ¥ ve ¢’ler formiil ve 7, j ve k dogal sayilar i¢in agagidakilerin herbirine
matematikte mantiksal aksiyom denir.

L (VYY) = (¢ = ).

2. (¢ = —p) = (¢ V).

3¢ = (¥ —=9)

1 (0= W —=9)=>(0=9) = (0= 9)
5. (—6 = ) = (¥ = 0).

6. Jvip — V6.

7. W — Jvio.

8. Yui(¢ — ) — (Vv — Yuh).

9. v;, ¢ icinde goziikmiiyorsa ¢ — Yv;¢.
10. v; = v;.
11. 0 # j icin v; = v; — (v; = v, > v; = V)3,
12. v; = v; = (v; = Vg > v = V).
13. v; = v; = (v = v; > U = v;).

v — (

Vi € Vg <> U; E’Uk).

14. v; =05

15. Uy = V5 — (Uk € V; £ Uk E'Uj).

Mantikcada her 6nermenin bir deger fonksiyona gore o ya da 1 olan bir degeri var oldugunu
biliyoruz. Diger taraftan her mantiksal aksiyomun her deger fonksiyona gore degerinin 1
oldugunu soylemistik. Matematikcede de her formiiliin o ya da 1 olan bir degeri olacak. Ayrica
matematikcede tamimli her deger fonksiyonuna (heniiz tamimlanmadi!) gére matematikte
mantiksal aksiyomun degeri 1 olacak. Bagka ne olabilir ki!

Simdi

v; = v; 1se v; = v;

oldugunu gosterin sorusunu bir x kigine soralim. x kisgisi, “soruyu anlamadim” diyebilir. Bu
durumda soruyu

Vi = V; — Vi = U;

334 # j icin v; # v; oldugunu varsaylyoruz
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oldugunu gosterin sorusunu soralim. Bu durumda z kigisi, “oldugunu gosterin ne demek?”
diye sorabilir. Bu durumda z’i defetmek yerine sabirla

Vi = V; — Vi = U;

formiiliiniin dogruluk degerinin 1 oldugunu gosterin, diye soruyu bagka fakat ayni anlamda
sorulabilir. Bunun tizerine x, “hala soruyu anlamadim derse” o noktada bu kisi bagimizdan

defedilebilir.

14 Serbest ve Bagh Degisken

Bir formiilde V ya da 3 niceleyicilerin kapsamindan bahsedilebilir. Bir niceleyicinin kapsa-
mini agan ve kapatan ayraclar belirler. Niceleyicilerin kapsamlari her degisken i¢in gegerli
olmayabilir. Asagidaki 6rnekleri ele alalim. Burada Vz niceleyicisinin kapsami alt1 ¢izili alan
olarak gosterilmigtir.

(1) Ve (P(x)) A Q(z)

(ii) yva(P(z,y) = ¥2Q(2))
)
)

(
(iii) VaVy(P(z,y) A Q(y, z)) A JxP(x,y)
(iv) Va(P(z) A JzQ(x, z) — JyR(x,y)) V Q(z,y)

Bir formiiliin i¢indeki bir x degiskeni eger bir niceleyici tarafindan kapsaniyorsa x’e bagl:
degisken denir. Bagh olmayan degiskenlere serbest degisken denir. Ornegin,

VaP(z,y)

formiiliinde P yiiklemindeki x bagh degiskendir, y serbest degigkendir. Yukaridaki gibi
bir formiil ¢(y) seklinde yazilir ve buradaki y formiildeki serbest degiskeni gosterir. Serbest
degisken igeren formiillere dzellik denir.

15 Giniimiiziin Matematigi

Bu altboliimde yer alan birgok agiklama genel olarak, [1]’de yer alan yazinin ¢ok kisa bir
Ozeti niteliginde olup, yaziya biitiinliik kazandirmak amaciyla verilmistir.

Glintimiizde yaygin olarak kullamlan matematik Zermelo-Fraenkel Kiime Kurami (sis-
temi) olarak adlandirilan yap: tizerine inga edilmistir. Zermelo-Fraenkel Aksiyomlar listesinin
neler oldugunun detaylarina burada deginmeyecegiz. Bu aksiyomlarin sayisi sonsuz olmakla
birlikte bunlar sonlu sayida aksiyomlar tarafindan iiretilebilir, bu nedenle bu listeyi sonlu
gibi diigiinebiliriz.

Matematikcede tanimlanan asagidaki formiiller topluluguna Zermelo-Fraenkel Aksi-
yomlar Toplulugu denir ve ZF gosterilir. Bu aksiyomlar: matematikce alfabesinin yaninda
Tiirkce “terciimelerini” de asagidaki gibi verecegiz.

x ve y degigkenleri i¢in, Yw(w € x — w € y) formiili « C y ile gosterilir.

Estlik: VaVyVz((z ez +— 2z €y) =z =y).

Iki kiimenin elemanlar1 ayniysa o kiimelere esit kiimeler denir.
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Ozellikle belirlenmek: VaVw,...Vw,IyVe(z € y +— x € 2 A o(x, 2, w1, ..., w,)).

Burada ¢(x, z, w1, ..., wy), x, 2, wy,...,w, degigkenlerinin 6zelligidir. Elemanlar1 sadece
ve sadece z'nin elemani olan ve p(z,z,ws, ..., w,) Ozelligini saglayan bir kiime vardir
ve tektir. Bu kiime

{l’ S y: (10(337 Z, Wy, 7wn)}
ile gosterilir.

Bogkiime: JxVy(—(y € z)) Hig elemani olmayan bir kiime vardir. Bu tiirde olan iki kiimenin
esit oldugu gosterilebilir. Bu anlamda tek bir tane olan kiimeye bosktime denir ve @
ile gosterilir.

Iki Elemanh Kiime. VaVy3:Vw(w € z ¢— w =2V w € ¥).

Verilen iki kiime i¢in elemanlar1 sadece ve sadece bu kiimeler olan bir kiime vardir.
Verilen kiimeler x ve y’ler ile gosterilecek olunursa bu anlamda elde edilecek kiime
{z,y} ile gosteriler. Bu kiime {y, z} kiimesine de egittir.

Kuvvet Kiimesi: Ve3yVz(z € y «+— 2z C x)).

Verilen bir kiime i¢in elemanlar1 sadece ve sadece bu kiimenin altkiimelerinden olusan
bir kiime vardir. Bu kiime P(X) ile gosterilir.

Bilesim: Vz3yVz(z € y «— Jw(w € x A z € w)).

Verilen bir kiimeye kargik, elemanlar1 sadece ve sadece verilen kiimenin elemanlarinin
elemani olan bir kiime vardir. Bu oOzellikteki kiime tektir ve buna kiimenin bilegimi
denir. Kiime, z ise bilesimi Uz ile gosterilir.

Sonsuz Kiime: 3z(0 € x AVy(y € v = y U {y} € z)).

Burada {z} kiimesi {x,z} kiimesini gostermek iizere sunu soyler: Bogkiimeyi igeren
Oyle bir kiime vardir ki bu kiime icerdigi bir kiime ile elemani sadece ve sadece bu
igerdigi kiime olan kiimeyle olan bilesimini de igerir.

Gortintii Kiime: z bir kiime ve her y € z igin f(y) bir kiime olsun.
IYVz(z € y +— Jala € x A z = f(a)).

Tanim kiimesi bir kiime olan bir fonksiyonun goriintiisii bir kiimedir diye okunabilir.
Burada gegen z kiimesi {f(a) : a € x} ile gosterilir.

Temellendirme: Bir kiimenin kendi kendinin elemani olma durumu problemdir. Bu problemi
ortadan kaldirmanin yollarindan biri temellendirme aksiyomudur.

Vedy(ly e x ANyNax = ).
Matematikte tanimli formiil olarak adlandirilan sonlu simgeler dizisini énermeler mantiginda
bir 6nerme olarak gorebiliriz. Dolayisiyla yukarida verilen formiillerin her birini birer énerme

olarak da gorebiliriz. Onermeler mantiginda I-kanit ve I'-teorem kavramlar verilmisti. Ma-
tematik alfabesinde benzer bir kavram bir fazla kosulla asagidaki gibidir.
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Tanim 15.1. I" bir formiiller toplulugu ve ¢ bir formiil olsun. ¢,, = ¢ olmak {izere, her @
icin agsagidaki ozellikleri saglayan @1, ©s,...,;0,, formiiller var olsun.

i. ¢; mantiksal aksiyom yada [''nin bir elemana.
ii. @i, p; — @, olacak bicimde j,k < i var.
ii. @i, p; — @; olacak bicimde j,k < i var.
iii. @;, Yugpy olacak bigcimde j var.
©1...m sonlu dizisine ¢’nin bir kanitr denir. Boyle bir kanit varsa I' - ¢ yazariz.

Tanim 15.2. I', bir formiiller toplulugu olsun. Hem I'" = p hem de I' = —p olacak bicimde
bir p formiilii varsa I"ya ¢eliskili sistem denir. Aksi halde I"ya celigkisiz sistem denir.

Tanim 15.3. [, bir formiiller toplulugu olsun. Verilen her ¢ formiiliigin I' - ¢ yada I' F =
oluyorsa I''ya tam sistem denir.

Simdi sik1 duralim. 1931’de Kurt Godel gunlari kanitladi:
i. ZF’de ZF'nin celigkisiz sistem oldugu kanitlanamaz.
ii ZF eger celigkisizse tam degildir.

Z F sisteminin tam olmadigina iligkin 6rneklerden biri Secim Aksiyomu’dur. Once fonksiyo-
nun tanimini yapalim34: X ve Y iki kiime ve f C X XY yazalim 35. Her x € X i¢in (z,a) € f
olacak bicimde a € Y var ve tekse, f'ye X’den Y’ye bir fonksiyon denir ve f : X — Y ya-
zilir. I bog olmayan bir kiime ve her ¢ € [ i¢in X;ler bog olmayan kiimeler olsunlar. /’dan
U;er X, ve tanimli fonksiyonlarin toplulugu bir kiimedir. Bu kiimenin kartezyen ¢arpim olarak
adlandirilan bir altkiime agagidaki gibi tanimlanir.

Tanim 15.4. I bog olmayan bir kiime ve her ¢ € [ i¢in X; bog olmayan bir kiime olsun.
[Lc; Xi :={f: f: 1= UierX; fonksiyon ve her i € I icin f(i) € X;}

kiimesine {X; : i € I} kiimesinin kartezyen ¢arpuma denir. Kartezyen ¢arpimin her elema-
nina se¢itm fonksiyonu denir.

Secim Aksiyomu: Elemanlar: bog olmayan her kiimenin bir se¢im fonksiyonu vardir.

Bu aksiyom matematikte bir formiildiir3®. Bu formiilii AC ile gdsterelim. Secim Aksiyomu,
bos olmayan X; kiimelerinin kartezyen ¢arpiminin bog olmadigin soyler.

Algtirma 15.5. Segim Aksiyomu’nu matematik alfabesinde yaziniz.

34“Fonksiyon” kelimesi Tanim 2.1’dn hemen 6nceki paragrafta tanimlanmadan kullanilmigta.

350kur, X ve Y kiimeleri i¢in elemanlar1 € X ve y € Y’ler olmak {izere, sadece ve sadece (x,y) :=
{{z}, {z,y}} lerden olugan bir kiimenin varhgim gostermeli. Bu kiime X x Y ile gosterilir

36Secim Aksiyomu 19o4’de Ernst Zermelo tarafindan tanimlanmistir.
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Z F'nin bir¢ok anlamda yetersizliginin ortaya ¢ikmasi sonucu gectigimiz yiizyilda acimasiz
“kavgalara” neden olan Sec¢im Aksiyomu, matematigin birgok alaninin yagam kaynagidir.
Onsuz, belki de yapilan matematigin (biraz sallamayla) yiizde doksanm ¢oker, fonksiyonel
analiz yok olur, topolojinin tadi tuzu kalmaz, cebir can ¢ekisir.

Z F tutarhiysa, Secim Aksiyomu'nun degilinin ZF’de bir teorem olamaycagi, yani ZF +
= AC olmayacagi 1938 yilinda Kurt Godel tarafindan kanitlanmigtir. Kurt Godel ayni za-
manda, Z F’ye AC’nin eklenmesiyle olugan aksiyomlar toplulugu Z FC ile gosterilmek iizere,
ZF tutarliysa ZF(C’nin de tutarli oldugunu kanitlanmigtir. ZF tutarhysa, Segim Aksi-
yomu'nun Z F’de bir teorem olamaycagi, yani ZF = AC olmayacag ise 1963 yilinda Paul
Cohen tarafinda gosterilmigtir. Cohen, ayni zamanda, Z F’ye Se¢im Aksiyomunun degilin ek-
lenmesiyle olusan aksiyomlar toplulugu Z F'C' ile gosterilmek iizere, Z F' tutarliysa Z F—C"nin
de tutarl oldugunu kanitlanmigtir.

Matematikte yaygim olarak kullanilan ve Continuum Hypothesis/Siireklilik Hipotezi ola-
rak bilinen bir 6nerme vardir (CH ile gosterilir). Bu 6nerme gunu soyler:

Sireklilik Hipotezi/Continuum Hypothesis: X sonsuz kiime olmak iizere X C A C
©(X) olacak bigimde bir A kiimesi i¢in, A kiimesi ya X kiimesi ile birebir eglenir, ya da p(X)
kiimesi ile birebir olarak eglenir. Siireklilik hipotezi C'H ile gosterilir.

Bu hipotez ayni zamanda su demektir: Dogal sayilar kiimesinin sonsuzlugu ile reel sayilar
kiimesinin sonsuzlugu arasinda (kesin olarak arasinda) bagka bir sonsuzluk yoktur. Kurt
Godel, 1938’de ayrica C'H'nin Z F'C’de bir teorem olmadigini gostermistir. Paul Cohen (1963)
ise =C'H’nin Z F(C’den kanitlanamayacagini gostermistir. Bu iki sonu¢tan C'H’nin ZF(C’den
bagimsiz oldugu ortaya ¢ikar. Yani, ZFC tutarhysa, CH, ZF(C’den bagimsizdir. Ayrica
ZFC tutarhysa, ZFC + CH’nin (ZFC’ye Siireklilik hipotezinin eklenmesiyle elde edilen
formiiller toplulugu) tutarl oldugu ve ZFC + —CH'’nin (ZF(C"ye Siireklilik Hipotezinin
degilinin eklenmesiyle elde edilen formiiller toplulugu) tutarh oldugu kanitlanmigtir.37

Detaylara girilmeden tanim seviyesinde verilen se¢im aksiyomu ve siireklilik hipotezi okur-
larin ¢oguna yabanci gelecek ve bundan dolay1 korkuyla bakilabilecektir. Ama bu korkularin
agilmasi, bir anlamiyla, insan olmanin geregidir. Daha ileride verilebilecek yazilarla bu konu-
nun daha iyi anlagilabilecegini umut ediyoruz.

Bu makalede gegen konular, baz1 yorumlar disinda, asagida verilen referanslarda buluna-
bilir.
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BIR ELESTIRI DENEMESI
Soyutlama kabiliyeti iizerine

Hayvani insandan ayiran ilk ozellikleri diiglinelim. Sanat ve yaraticilik kabiliyeti bunlar-
dan biridir. 1k resim cizen insani mi1 takdir etmek lazim yoksa ilk soyutlama yapan insani
mi1? Her resim soyutlamaya girmeyebilir. Iki tiirlii ¢izim diisiiniilebilir: Souyutlastirma ve
somutlagtirma. Ilkel insan gérdiigiinii zihninde canlandirdiktan sonra olusturdugu (soyut)
hatiranin tikel bir kopyasini duvara ¢izmis olabilir. Bu, soyut bir kavrami tikellegtirmektir.
Magara duvarina bir hayvan resmi ¢izilmesi bir fikri degil de gordiigiinii taklit etme veya
tikel kopyasimi olusturma olarak anlasilabilir. Ote yandan tikelleri ortaklaktirmak icin ilk
simgeyi icat eden insan matematigin mucididir diyebilir miyiz? Ilk hayvan resmi cizen insan
degil, biitlin aslanlari, filleri, biitlin kuslar1 ortak bir sinifa indirgeyen insan dikkate alinmali-
dir. Magara duvarina c¢izilen bir hayvan betimlemesi gérmiis oldugumuzu duvara ¢izmekten
ibarettir, taklit etmektir. Cesitli tikelleri biitlinlestirme ve bunu simgelere indirgeme veya
tammlama fikri ise soyutlamadir diyebiliriz. Ilkel insan cevresinde bir siirii agag goriiyor. O
da agac, su da agac, bu da aga¢. Hepsinin ayni tirden bir cisim oldugunu idrak ederek buna
genel bir isim veriyor. Ingilizler buna ‘tree’ demis, Tiirkler ‘agac’ demis vs. Dilin icad1 aslinda
modern matematigin tohumudur.

Matematiksel tiimevarim tizerine

Ashinda her sayiy1 bilmek biitiin sayilar1 bilmeye yeterlidir. Aksi halde bir sayiy1 bile-
mezdik. Bu sayiya n diyelim. O halde her m < 1 igin n + m bilinemez. m = n iken, yani
n + n sayist daha da bilinemez bir say1 haline gelir. Kisacasi sadece sonlu tane say1 bilirdik,
o da n’ye kadar olan sayilar. Ancak her saymin ardilini bildigimizi varsaymistik. Ancak bu
durumda n + 1'i bilemeyiz. Celigki. 0 sayisin bilirsek ve verilen bir sayinin ardilini bilirsek
biitiin sayilar: biliriz. Bu neticeye varmamiz matematiksel timevarim prensibi (principle of
mathematical induction) ile miimkiindiir. Bu prensip sunu soyler: P, dogal sayilarla ilgili bir
ozellik olsun. Eger P(0) saglaniyorsa ve eger P(n) saglandiginda P(n + 1) de saglaniyorsa, o
halde biitiin sayilar i¢in P 6zelligi saglanmig olur.

Mantigin mahiyeti lizerine

Mantikta her 6nermenin 6nemli oldugu gercekten dogrudur. Hatta “Giines buzdansa ke-
diler gitar calabilir" gibi ‘sagma’ gelen bir 6nerme bile énemli, {istelik dogru bir énermedir.
Ancak mantik ilmi her geyi anlamaya yetmiyor. Bir mantik¢i olarak diyebilirim ki akil ve
mantik hakikati kavramaya yetmez. Buna bir 6rnek verelim. Antik Yunan’da sofistler her
alanda s0z sahibiydiler. Doktor da onlar, avukat da onlar, yonetici de onlar vs. Bilindigi
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kadariyla gercek bir olay olarak Protagoras ve Euathlos’un bir mahkeme davasi paradoksu
vardir. Euathlos, bir sofist olan Protagoras’tan kendisine hukuk 6gretmesini ister. Bunun
icin Protagoras’a para Odeyecektir. Yarisini pesin diger yarisimi da avukat olup ilk dava-
sin1 kazandiktan sonra. Aralarindaki anlagma bu. Egitim bittikten sonra Euathlon, verdigi
pesin paranin aldigi egitime kafi geldigini diigiiniir ve diger yarisini vermek istemez. Prota-
goras davaci olur ve mahkemeye ¢ikarlar. Kim hakhi? Protagoras sunu biliyor: Mahkemede
kaybetse de kazansa da para alacak. Eger kazanirsa mahkemenin karari geregi para almasi
lazim. Yoksa mahkemenin hitkmiiniin bir anlami olmaz. Kaybederse bu kez de aralarindaki
anlagma geregi kargi taraftan bor¢ dogacak. Yine para alacak. Euathlos da aym sekilde bi-
liyor ki o da kaybetse veya kazansa para vermeyecek. Kazanirsa mahkemenin karari geregi
para vermemesi lazim. Verirse mahkemenin hiikmiiniin anlami olmaz. Kaybederse anlagma
geregi bor¢ dogmayacag i¢in yine para vermeyecek. Simdi bu iki kisiden hangisi hakli? Bu
dava binlerce yildir mantikla ¢oziilememis.

Pozitivizm ve genel/tikel bilgi iizerine

10’uncu dipnot ve benzer yerlerle ile ilgili bir yorum yapmak istiyorum. Pozitivizm fel-
sefesinin tikel bilgi pesinde kosma anlayiginin matematik i¢in yetersiz oldugunu belirtmek
gerekir. Pozitivizm felsefesine gore yere birakilan her cisimin yere diigeceginin elbette garan-
tisi yok. Giinegin yarin dogacaginin garantisi elbette yok. Suyun 100 derecede kaynadiginin
da garantisi verilemez. Hangi su? Hangi sular tecriibe edildi? Kag¢ deney yapildi? 107 1007
100 bin deney? Bundan sonra da biitiin sularin 100 derecede kaynayacagi sdylenebilir mi?
Pozitivizme gore soylenmemeli. Ciinkii pozitivizme, gore bilim genel bilgi pesinde kogmamali.
Bilgi sadece tekil olmali. Hiikiim, denek ile kisithdir. Buna gore bilim, genel bilgi vermemeli.
Ancak belki dikkatten kacan bir nokta var. Genel hiikiimlerde gizli olarak ¢ok basit bir ka-
nun kullaniliyor. Aristoteles’in ayniyet prensibi: Her sey kendisiyle aynidir.3® Neden mi? “Su
100 derecede kaynar" demek su demektir: Tecriibe edindigim su 100 derecede kaynadi. Eger
tecriibe etmedigim diger sular tecriibe ettigim suyla ayniysa o halde o sular da 100 derecede
kaynar. Yani burada "su 100 derecede kaynar" bilgisinin verilmesinin arkasinda metafizik
direkt olarak rol oynamaz. Ciinkii boyle bir hiikiim kogullu bir 6nermedir. Matematikte de
evrensel 6nermeler aslinda kosullu 6nermelerdir. “Her ¢ift say1 2’ye boliiniir" ifadesi aslinda
“Eger x bir ¢ift say1 ise, z 2’ye boliinlir" anlamina gelir. “Su 100 derecede" kaynar demek
"Biitiin sular 100 derecede kaynar" demek degildir, "Eger diger sular tecriibe ettigim suyla
ayniysa o su da 100 derecede kaynar" demektir. Hiikiim, Aristoteles’in ayniyet prensibini kul-
lanir. Bilimde boyle bir genel sayilabilecek bilgiyi dogru kabul etmemizin sebebi diger biitiin
sularin da deneyle tecriibe ettigimiz su ile ayn: olduguna inanmamizdir. Buna gére “Su 100
derecede kaynar" hiikmii kosullu bir hiikiimdiir. “Yere birakilan her cisim yere diigser" genel
bir hiikiim olarak goriilmek zorunda degildir, kogullu bir hiikiim olarak da ifade olunabilir.
“Biitiin insanlar 6liimliidir" hiikmii icin de benzer geyi soyleyebiliriz. O halde pozitivizme
gore problem genel 6nermeleri ifade etmek degildir. Asil problem diger biitiin sularin tecriibe
edinilen suyla ayni olduguna inanmaktan kaynaklanmaktadir.

Latin Alfabesi’nin kokleri ilizerine

389imdi, burada bagka bir mesele daha var. Aristoteles’in ayniyet presibi sadece bir mantik kanunu mudur
yoksa fizige de tabi midir? Baz filozoflara gore kainatta hi¢ bir cisim kendisiyle ayni degildir. Bunun sebebi
zamanin akigkan olmasidir. Yani Aristoteles’in presibini belli bir ¢ am igin ele alirsak, sorun yok. Ancak
an dedigimiz sey Oyle bir zaman dilimidir ki daha kiiciikk bir dilime ayrilamaz. Bir cisim ¢ aninda tabii
ki kendisidir. ¢ anmimin disinda kendisinin aynisi degil, kendisinin misli olur. Hal bdyle olunca Aristoteles’in
ayniyet prensibinin zamana baglh bir kanun oldugunu diigiinmemek gerekir.
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Yunan Alfabesi'nin kokeninin Fenike Alfabesi oldugu dogrudur. Ancak Latin Alfabesi
ayr1 bir koldan gelmistir. Latin harfleri, Roma Imparatorlugu’nun kurucu unsuru olan Et-
riisk’lerin alfabesinden gelmistir. Etriisk Alfabesi bir Proto-Latin Alfabesi sayilabilir. Etriisk
dilinin bir Avrupa dili olmadig1 biliniyor. Ilging olan asil nokta, Etriisk Alfabesi ile Orhun
Alfabesi arasindaki karakter ve ses benzerlikleridir. Etriisk Alfabesi’nin bu yiizden Orta Asya
kokeninden geldigi diigliniilmiigtiir. Bu konuda daha fazla bilgi i¢in, temelde Kazim Mirgan’in
calismalarina dayanan, Sinan Meydan’in Atatirk ve Tirklerin Sakly Tarihi adli eserine veya
Haluk Tarcanin Ontirk Uygarhge Resmi Tarihin Cokiisi eserine bakabilir.

ki elemanl alfabenin yeterliligi {izerine

Sadece iki elemanli bir alfabe ile herhangi bir n elemanl alfabeyi temsil edebiliriz. Mesela
sekiz adet farkli sembolii ikili tabanda temsil etmek ic¢in 0 ve 1 sembollerini kullanarak sadece
ii¢ basamaga ihtiyacimiz var.

a = 000,
b= 001,
c = 010,
d=011,
e = 100,
f =101,
g =110,
h =111.

olarak tanimlayalim. O halde baba kelimesini 001000001000 seklinde yazabiliriz. Benzer
kodlamay1 her tiirlii alfabe icin ikili taban kullanarak gosterebiliriz. O zaman 0 ve 1 disindak:
rakamlara ne gerek var? Unlii matematikei Leopold Kronecker “Tanr1 tam sayilar: yaratmistir,
geri kalan her gey insan evladinin igidir." demigtir. Bunun yerine diyebiliriz ki “Tanr1 0 ve 1’i
yaratmigtir, geri kalan her sey insan evladinin igidir".

4 soruya cevap

Aligtirma 4.4’in sonundaki 4 soruya olasi cevaplar agagidaki gibi olabilir.
i)Mantik nedir?

Unlu mantik¢a Gottlob Frege've gére mantik soyle tanimlanmistir:
“Dogrular: kegfetmek tiim bilimlerin gorevidir, mantiga dogru yasalar1 ayirt etmek diiger."

Bir diger iinlii mantik¢1 olan Alfred Tarski,

“Mantik tiim bilimler i¢in ortak kavramlarin anlamini inceleyen ve kavramlar: yoneten genel
yasalar1 belirleyen bir disiplinin adidir."

demistir.

Bunun yaninda mantik, dogru diigtinme ilmidir diyebiliriz. Mantik ilminin icap ettigi
neticeler tartigmasiz dogru olarak kabul edilir. Ciinkii mantiksal bilgi a priori’dir. Bu tip
bilgilerin dogrulugu veya yanlishgl deneyle gozlemlenemez, ancak tanimlara dayal tespit
edilir. Tanim, tikel varliklar1 ortaklagtiran 6zelligin adidir. Tanim, bir geyin anlami iizerinde
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mutabik kalmaktir. Ornegin ‘=’ iligkisinin tanimi bildigimiz ‘esittir’ olarak degil de ‘biiyiik’
anlaminda olsaydi ‘1=1" yanlig olurdu. Mantik, tanimlara bagh olarak dogruyu ve yanlisi
tespit etmemizi saglayan aractir. Ancak hakikat ¢cok daha yiiksek boyutlu bir seydir. Mantik,
hakikatin zerresini anlamamiza anca yetiyor.

ii) Mantikli olmak nedir?

Mantik kurallarini ¢ignememek mantikli olmak igin yeterlidir. Ancak g¢evremizden sik
olarak duydugumuz ‘mantik evliligi’ diye bir sey var onu ¢ozebilmis degilim. Kari-koca sem-
bolik mantik kullanarak mi sevgisini dile getiriyor, yoksa ortada baska bir ¢ikar iligkisi mi
var? Terimin tanimi geregi birincisi olmasi lazim gelirken genelde ikincisi mantik evliligi ola-
rak biliniyor. Mantikli olmak ¢ikarci olmak mi1 demek? Mantik gibi hakikati anlamaya yonelik
olan kutsal bir ilmin ismini kirli emelleri i¢in kullanan ¢ikarci insanlar utansin.

iii) Bir balinanin intihar etmesi mantikli midir?

Intihar, canlinin kendi hayatini sonlandirmasi icin kalkistig: istemli eylemin adidir. Hay-
vanlarin kendini istemli gekilde oldiirmesinin mantikli olup olmadiginin yanit1 hayvanlarin
istemli hareket edip etmedigine baghdir. Bu da birgok felsefi ve bilimsel problemi de bera-
berinde ¢ozecektir. Hayvanlar iradi olarak diigiinebiliyorsa hayvanlar matematik de yapar
felsefe de yapar sanat da yapar edebiyat da. Bu igin sonu pek tekin olmayabilir. Stireklilik
Hipotezi’'ni bir giin bir maymun ¢6zerse matematik¢inin hali perisan olur.

iv) Mantik alfabesinin se¢imi mantikli midir?

Mantik simgelerini se¢tikten sonra bunlar1 farkli anlamlarda kullanmadigimiz siirece segi-
len her mantikca alfabe mantikli. Farkli anlamlarda kullanmak sorunlara yol agabilir. V yerine
A, J yerine ¥ diyebilirdik. Alfabe se¢imi degil, sectikten sonra kullanimi mantikli olmali.

Son olarak “insan olmak mantiklimidir?" sorusu i¢in verilecek cevap ancak bir karsilag-
tirma neticesinde miimkiin olabilir. Bu soruyu insan olma erdemine ulagmig ve ayni zamanda
insanlik digindan nasibini almig varliklara sormaliyiz ki mantikli olanin hangisi olduguna ka-
rar verebilelim.

Onermelere verilen dogru ve yanlhs degerlerinin 6nemi iizerine

Alistirma 8.1’de sorulan soru kullandigimiz mantik sistemine gore degigir. Bunun igin po-
zitif ve negatif onermelerin ne oldugunu anlamak gerek. Dogru’yu ‘var’, yanlis1 ‘yok’ olarak
gosterirsek klasik mantik kurallarina gore yoklugun olmadigi durum varlik olarak nitelen-
dirilebilir. Yani yanligin yanlig olmasindan dogru gikarilir. Dogrunun olmadigi durum zaten
yanligin oldugu durumdur. O halde klasik mantikta:

Pozitif 6nermenin saglanmasi kendisinden ya da negatif 6nermenin saglanmamasindan elde

edilebilir.

Bunun sebebi klasik mantikta dc¢iinci durumun imkansizhge kanununun olmasidir: Bir
onermenin ya kendisi ya da degili dogrudur. Sezgici mantikta bu kanun yoktur. Sezgici man-
tikta yukarida bahsedildigi gibi pozitif 6nermenin saglanmasi sadece ve sadece dogrudan
gosterilebilir. “Yanlg degil" demek “dogrudur" demek degildir. “Dogru degil" demek tabii ki
“yanhgtir" demektir. Yani “var degil" demek “yoktur" demektir. Ancak “yok degil" demek
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“vardir" demek degildir. Sezgici mantikta bir nesnenin varligini iddia etmemiz igin o nesneyi
inga etmeliyiz. Bu asimetrik 6zellikten dolay1 dogru olma durumu yanlig olma durumundan
daha kiymetlidir, en azindan sezgici mantik sistemleri icin.

Gelisigiizel tikel objeden genele gecis iizerine

“Biitiin canlilar 6liimliidiir" gibi bir evrensel énermenin dogrulugu ancak metafizikle miim-
kiindiir. Her ne kadar bu 6énerme bize dogru gelse de biitiin canlilarin 6liimlii olup olmadigini
gercekten deneyle tecriibe ederek bu sonuca varmig olmuyoruz. Ju ana kadarki canlilarin
olimlii oldugunu gozlemledikten sonra metafizik yoluyla bundan sonra gelecek olan biitiin
canlilarin da 6liimlii olacagina inanarak bu 6nermenin dogruluguna hitkmediyoruz. O halde
bilimsel kanit ile mantiksal kaniti1 ayirmak gerekiyor burada. Bilimsel olarak biitiin sularin
100 derecede kaynadigini hepsini tecriibe etmesek de kabul ediyoruz. Ciinkii diger sularin da
tecriibe ettigimiz suyla ayni1 olduguna inaniyoruz.

Evrensel onermelerin kanitinda bir askinlik d6zelligi kullaniliyor. Rastgele bir suyu ele aldi-
gimizda 100 derecede kaynar dedigimizde “rastgele bir su" biitiin olasi sular1 igeriyor. Ancak
deney ve gozlemle rastgele sulari degil, belli bir takim sonlu sayida sulari tecriibe etmis bulu-
nuruz. Deney sonucunda “rastgele bir su alindiginda..." demek soyut olmayan diinyalar igin
gecerli olmayabilir. Ciinki “rastgele" alinan bir su i¢in verilen hiikiim biitiin sular1 kapsar.
Neden kapsar? Mantikta ve matematikte neden rastgele alinan nesnenin evrensel zellige
sahip oldugunu tahmin edebiliriz. Rastgele, geligigiizel alinan nesne tikeli temsil etmez, so-
yutlamanin kendisini temsil eder. Bu da ancak soyutlamanin miimkiin oldugu matematiksel
evrende miimkiin olabilir.

Aksiyom taslaklari iizerine

Zermelo-Fraenkel Kiimeler Kurami’'nin sonsuz tane aksiyomu vardir. Ancak bu aksiyomlar
sonlu bir tanima sahip olan aksiyom taslagi ile iiretilir. Ornegin, Ozellikle Belirlenme (Axiom
Schema of Separation) tek bagina bir 6nerme degildir, bu bir taslak olarak kabul edilir. Clinkii
aksiyomdaki ¢ formiilii bir ¢ok gey olabilir. Tek bir belli formiil i¢in aksiyom yazamayiz.
O halde verilen her formiil i¢in ayr1 ayri1 aksiyomlar yazmak yerine aksiyom taslagi yazip
genel bir aksiyom formu verebiliriz. Bu forma aksiyom taslagr diyoruz. O halde yukarida
bahsi gecen aksiyomun adi aslinda Ozellikle Belirlenme Aksiyom Taslage olmali. Benzer sey
Gorinti Kime i¢in de gegerlidir.
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