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Rasyonel Say�lardan �rrasyonel say�lara Geni³leme

Sonsuz küçük ve sonsuz büyük say�lar�n ortaya ç�k�³� limit i³lemini ister istemez matemati§e soktu.
Sonsuz küçük ve sonsuz büyük kavramlar� be³inci i³lem diye adland�r�lam limit i³lemini beraberinde
getirdi. Bir zamanlar matemati§i ilkel (elementary) ve yüksek (Higher) diye ikiye ay�rmak moda idi.
Bu ayr�m çok basit bir ³ekilde yap�l�rd�. Yaln�z dört i³lemi içeren matematik ilkel matematik, ona
be³inci i³lem olarak limit eklendi§inde ortaya ç�kan matemati§e de yüksek matematik denirdi.

Matematisel i³lemlerin ve matematiksel yap�lar�n çok büyük ço§unlu§u say�lar üzerinde
kuruludur. Say�lardan ba³ka nesnelere yap�lan genelle³tirmelerde de say�lar�n özelikleri taklit edilir.
Bu yöntemin ayaklar� sa§lam yere basar. Yöntemin bize verdi§i harikulade yap�lar, yaln�z matematik
sanat�nda insan akl�n�n yaratt�§� soyut güzellikleri ortaya koymakla kalmaz, bilimin, özellikle �zi§in
gerekseme duydu§u araçlar� da üretir. Matemati§in bu yöndeki geli³imi insan�n do§a olaylar�na
egemen olma sava³�n� kazanmas�na neden oldu.

Calculus, ba³lang�çta in�nitesimal calculus diye adland�r�l�rd�. �lgi alanlar� o zamanlar
yeni olan limit, fonksiyon, türev integral ve sonsuz seriler idi. In�nitesimal calculus'un �ngiliz ma-
tematikçi ve �zikçi Isaac Newton (4 Ocak 1643 - 31 Mart 1727) ve Alman matematilçi Gottfried
Wilhelm Leibniz (1 Temmuz 1646 - 14 Kas�m 1716) taraf�ndan birbirlerinden ba§�ms�z olarak ge-
li³tirildi§ini kabul edilen görü³ten yanay�z. Kimin kimin dü³üncesini çald�§� yönünündeki tart�³ma
tara�ar ya³arken devam ede durdu. Ama bizim konumuz o de§il. 17.yüzy�lda ortaya konan in�ni-
tesimal calculus (sonsuz küçükler ve sonsuz büyükler hesab�) do§a olaylar�n� aç�klamakta etkin bir
araç oldu.

Matemetik tarihine girmeden irrasyonel say�lar�n ortaya ç�k�³�n� anlatlamak zordur. Bil-
medi§imiz bu konuyu k�sa kesmek için ³imdi kabul etti§imiz tan�mlara dayanaca§�z. a ve b 6= 0
tamsay�lar olmak üzere a

b biçiminde yaz�labilen say�lara rasyonel, böyle yaz�lamayanlara da irras-
yonel say� diyoruz. Asl�nda irrasyonel terimi hesaplanamayan oranlar (immensurable ratio) ad�yla
ortaya ç�kt�. Ç�k�³ yerlerine bak�l�nca insan akl�n�n onu ba§�ms�z olarak farkl� co§rafyalarda yaratt�§�
söylenebilir. Eski Yunan, �ran, Hint, Çin uygarl�klar�nda hesaplanamayan oranlar hep insan akl�n�
³u ya da bu ³ekilde me³gul etmi³tir. �imdi hesaplanamayan oranlar� kolayca ifade ediyoruz. Bir
sayma sisteminde, örne§in on tabanl� sistemdeki yaz�l�³lar�nda kesir basamaklar� sonsuza uzan�yor
ve haneler tekrarl� de§ilse o tür say�lar irrasyonel say�d�r.

�³in zor yan� ³udur: aritmeti§in temeli olan dört i³lemde kulland�§�m�z yöntem, daima
say�n�n sa§daki son basama§�ndan ba³lar. Rasyonel say�larda bu do§ald�r. Ama irrasyonel say�larda,
onlu aç�l�m�n sonsuz ve tekrarlanmayan hanesi var; sa§da son basamak yoktur. Dolay�s�yla, dört
i³lem yöntemlerimiz onlara uygulanamaz. Zaten 'hesaplanamayan oranlar (incommensurable) sözü
de bunu ifade ediyor olmal�d�r.

Say� ekseni üzerine rasyonel say�lar� yerle³tirdi§imiz zaman, irrasyonel say�lara kar³�l�k
gelen bo³luklar� yoketmek için geometrik yöntemler revaçta olsa bile, aritmetik yöntemlerle bo³luk-
lar� yoketme çabas� Frans�z matematikçi Baron Augustin-Louis Cauchy (21 August 1789 - 23 May
1857), Alman matematikçi Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (31 Ekim 1815 - 19 �ubat 1897),
alman matematikçi Julius Wilhelm Richard Dedekind (6 Ekim 1831 - 12 �ubat 1916) ve kendi
dönemlerinin ünlü öteki matematikçileri geometrik yollara dayal� yöntemleri aritmetik yöntemlere
çevirmeye çal�³t�lar. Bu çabalar�n sonunda Dedekind, bu gün kendi ad�yla an�lan 'Dedekind Kesi-
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mini' ortaya koydu. Asl�nda calculus'a yeni ba³layanlar�n zor anlad�§� Dedekind Kesimi rasyonel
say� dizilerinin limiti olarak ifade edilebilir. Limit kavram� Topolojiye ta³�narak en genel haline ermi³
olsa bile, calculus'a yeni ba³layan ö§rencilerin sezgisel olarak kolayca alg�layacaklar� bir kavramd�r.
O nedenle, rasyonel say�lardan irrasyonel say�lara geni³lemeyi, üstü örtülü b�rakmak yerine, limit
sezgisine b�rakmak daha etik ve daha pedagojik görünmektedir.

Matemati§in geli³imine göz atarsak, calculus ö§retiminde yeni bir a³amaya geçme zama-
n�n�n geldi§ini söyleyebiliriz. Asl�nda yap�lmas�n� istedi§imiz ³ey, calculus ö§reniminde ço§unlukla
üzerini örterek geçi³tirdi§imiz zor konular üzerindeki örtüyü kald�rmakt�r. Luitzen Egbertus Jan Bro-
uwer (1881-1966)'in dedi§i gibi kavramlar�n alg�lanmas�n� ö§rencinin sezgisine dayand�rmak daha
etik bir yol olacakt�r.

Ne demek istedi§imizi örneklerle aç�klamak daha kolay olacakt�r. Bir zamanlar irrayonel
say�lar bilinmiyordu. O nedenle, 'bir çemberin çevresinin yar�çap�n�n kaç kat� oldu§u' sorusuna
dünyan�n en ak�ll� adamlar� yan�t arad�. Olmayan yerde sürdürülen bu aray�³ M.Ö. dönemlerden
ba³lay�p irrasyonel say�lar�n ortaya ç�kt�§� 17.yüzy�la kadar sürdü. Bu çok çok uzun bir süredir. Bu
uzun sürede, örne§in, Ar³imedin buldu§u yöntem soruya rasyonel say�lar içinde verilebilecek en iyi
yan�t� vermekle kalm�yor, ad�n� koymadan limit kavram�ndan yararlan�yordu. Eleal� Zenon (MÖ 490
- MÖ 430) 'tav³an kaplumb§aya yeti³emez' diyerek halktan hakl� bir deli ünvan�n� ald�. Ama onun
ald�§� ünvan�n onura dönü³mesi sonsuz serilerin ve ona dayal� limit kavram�n�n ortaya ç�k�³�na kadar
sürdü.

Say� kümelerini

1. N : Do§al say�lar

2. Z : Tam say�lar

3. Q : Rasyonel saylar

4. R : Gerçel say�lar

5. C : Kompleks say�lar

diye s�n��and�r�r�z. Bu kümeler aras�nda N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C kapsamas� vard�r. �lk üçü üzerindeki
i³lemleri (fonksiyonlar�) yal�n aritmetik yöntemleriyle yapar�z. Ama onlar� R kümesine geni³letirken,
genellikle, ³eylerin üstündeki örtüyü kald�r�p, ileride anla³�lacak baz� konular� ³imdiden ö§rencinin
sezgisine dayand�rmak daha do§ru olabilir. Brouwer'in önerdi§i gibi, zaten matemati§in bir çok
konusunu ö§retirken ö§rencinin sezgisine dayan�r�z. Bunu apaç�k yapmakta ne sak�nca olabilir.

Gerçel say�lar bir gruptur deriz, ama
√
2+
√
2 yi toplama i³lemiyle kar³�la³�nca, 2

√
2 do§ru

yan�t�n� vererek konuyu elimizdeki ³alla örteriz. Burada
√
2 nin irrasyonel say�n�n ad� olan bir resim

oldu§unu söylemez, bu iki say�n�n toplam�n� nas�l yapt�§�m�z� anlatmay�z. Yapt�§�m�z i³ 5+5 = 2×5
gibidir. Ö§rencilerin ço§u, irrasyonel say�larla tam i³lem yap�lamayaca§�n�n, irrasyonel say� içeren
her i³lemin asl�nda rasyonel say�lara dönü³ yapan ve ancak yakla³�k de§er veren bir i³lem oldu§unun
bilincine varamaz. Bu ö§renciler, yapt�§�m�z hilenin fark�na varmaz. Benzer ³ekilde, logaritmay�
tan�mlarken, çok do§ru ve kolay bir yol izleyerek

lnt =

∫ t

1

1

x
dx (1)
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e³itli§ini kullan�r�z. Ama 1
x fonksiyonunu nas�l tan�mlad�§�m�z�n üstünü ya örteriz ya da o tan�m�

çok aç�k olmayan geometrik alg�lamaya dayand�r�r�z.
Matemati§in ula³t�§� bu a³amada ³unu öneriyoruz. Gerçel say�lar rasyonel dizilerin li-

mitleridir. O zaman limiti yeni bir nasne olarak kabul edip, gerçel say�lar� bu nesnelerinin denklik
s�n��ar� olarak tan�mlamak do§ru ve sezgisel anlat�lmas� mümkün olan bir yoldur. Denklik s�n��ar�n�
zaten kümelerde i³liyorz. Ayn� limite giden diziler ayn� gerçel say�y� tan�mlayacaklar�na göre, onlar�n
denklik s�n��ar�n� gerçel say� kümesi olarak tan�mlamak do§ru olacakt�r. 1.03.2017.

Sayg�lar�mla,
Timur Karaçay
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