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Sonsuz kiiciik ve sonsuz biiyiik sayilarin ortaya ¢ikigi limit iglemini ister istemez matematige soktu.
Sonsuz kiigiik ve sonsuz biiyiik kavramlar besinci iglem diye adlandirilam limit iglemini beraberinde
getirdi. Bir zamanlar matematigi ilkel (elementary) ve yiiksek (Higher) diye ikiye ayirmak moda idi.
Bu ayrim c¢ok basit bir sekilde yapilirdi. Yalniz dort islemi iceren matematik ilkel matematik, ona
beginci iglem olarak limit eklendiginde ortaya cikan matematige de yiiksek matematik denirdi.

Matematisel iglemlerin ve matematiksel yapilarin cok biiyiik cogunlugu sayilar iizerinde
kuruludur. Sayilardan bagka nesnelere yapilan genellestirmelerde de sayilarin dzelikleri taklit edilir.
Bu yéntemin ayaklari saglam yere basar. Yontemin bize verdigi harikulade yapilar, yalniz matematik
sanatinda insan akhlinin yarattig soyut giizellikleri ortaya koymakla kalmaz, bilimin, 6zellikle fizigin
gerekseme duydugu araclari da {iretir. Matematigin bu yondeki gelisimi insanin doga olaylarina
egemen olma savagini kazanmasina neden oldu.

Calculus, baglangicta infinitesimal calculus diye adlandirilirdi. Ilgi alanlar o zamanlar
yeni olan limit, fonksiyon, tirev integral ve sonsuz seriler idi. Infinitesimal calculus’un Ingiliz ma-
tematik¢i ve fizik¢i Isaac Newton (4 Ocak 1643 - 31 Mart 1727) ve Alman matematil¢i Gottfried
Wilhelm Leibniz (1 Temmuz 1646 - 14 Kasim 1716) tarafindan birbirlerinden bagimsiz olarak ge-
ligtirildigini kabul edilen goriisten yanayiz. Kimin kimin diigiincesini ¢aldig! yoniiniindeki tartigma
taraflar yagarken devam ede durdu. Ama bizim konumuz o degil. 17.yiizyilda ortaya konan infini-
tesimal calculus (sonsuz kiiciikler ve sonsuz biiyiikler hesabi) doga olaylarini aciklamakta etkin bir
ara¢ oldu.

Matemetik tarihine girmeden irrasyonel sayilarin ortaya ¢ikisimi anlatlamak zordur. Bil-
medigimiz bu konuyu kisa kesmek i¢in gimdi kabul ettigimiz tanimlara dayanacagiz. a ve b # 0
tamsayilar olmak iizere § bigiminde yazilabilen sayilara rasyonel, béyle yazilamayanlara da irras-
yonel say1 diyoruz. Ashinda irrasyonel terimi hesaplanamayan oranlar (immensurable ratio) adiyla
ortaya cikti. Cikig yerlerine bakilinca insan aklinin onu bagimsiz olarak farkh cografyalarda yarattig
soylenebilir. Eski Yunan, Iran, Hint, Cin uygarhklarmda hesaplanamayan oranlar hep insan aklini
su ya da bu gekilde meggul etmistir. Simdi hesaplanamayan oranlar1 kolayca ifade ediyoruz. Bir
sayma sisteminde, 6rnegin on tabanli sistemdeki yaziliglarinda kesir basamaklari sonsuza uzaniyor
ve haneler tekrarli degilse o tiir sayilar irrasyonel sayidir.

Isin zor yam sudur: aritmetigin temeli olan doért islemde kullandigimiz yontem, daima
sayinin sagdaki son basamagindan baglar. Rasyonel sayilarda bu dogaldir. Ama irrasyonel sayilarda,
onlu agilimin sonsuz ve tekrarlanmayan hanesi var; sagda son basamak yoktur. Dolayisiyla, dort
iglem yontemlerimiz onlara uygulanamaz. Zaten ’hesaplanamayan oranlar (incommensurable) s6zii
de bunu ifade ediyor olmalidir.

Say1 ekseni iizerine rasyonel sayilari yerlestirdigimiz zaman, irrasyonel sayilara kargilik
gelen bosgluklar: yoketmek icin geometrik yontemler revagta olsa bile, aritmetik yontemlerle bogluk-
lar1 yoketme gabasi Fransiz matematik¢i Baron Augustin-Louis Cauchy (21 August 1789 - 23 May
1857), Alman matematik¢i Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (31 Ekim 1815 - 19 Subat 1897),
alman matematik¢i Julius Wilhelm Richard Dedekind (6 Ekim 1831 - 12 Subat 1916) ve kendi
donemlerinin {inlii 6teki matematikgileri geometrik yollara dayali yontemleri aritmetik yontemlere
cevirmeye caligtilar. Bu ¢abalarin sonunda Dedekind, bu giin kendi adiyla anilan ’Dedekind Kesi-
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mini’ ortaya koydu. Aslinda calculus’a yeni baglayanlarin zor anladigi Dedekind Kesimi rasyonel
say1 dizilerinin limiti olarak ifade edilebilir. Limit kavrami Topolojiye taginarak en genel haline ermig
olsa bile, calculus’a yeni baglayan 6grencilerin sezgisel olarak kolayca algilayacaklar bir kavramdir.
O nedenle, rasyonel sayilardan irrasyonel sayilara geniglemeyi, {istii 6rtiili birakmak yerine, limit
sezgisine birakmak daha etik ve daha pedagojik goriinmektedir.

Matematigin gelisimine gbz atarsak, calculus 0gretiminde yeni bir agamaya ge¢me zama-
ninin geldigini soyleyebiliriz. Aslhinda yapilmasini istedigimiz gey, calculus 6greniminde ¢ogunlukla
iizerini orterek gecistirdigimiz zor konular {izerindeki ortiiyii kaldirmaktir. Luitzen Egbertus Jan Bro-
uwer (1881-1966)’in dedigi gibi kavramlarin algilanmasini Ggrencinin sezgisine dayandirmak daha
etik bir yol olacaktir.

Ne demek istedigimizi 6rneklerle agiklamak daha kolay olacaktir. Bir zamanlar irrayonel
sayilar bilinmiyordu. O nedenle, ’bir ¢emberin ¢evresinin yaricapinin ka¢ katr oldugu’ sorusuna
diinyanin en akilli adamlari yanit aradi. Olmayan yerde siirdiiriilen bu arayis M.O. dénemlerden
baslayip irrasyonel sayilarin ortaya ciktigy 17.yiizyila kadar siirdii. Bu ¢ok ¢ok uzun bir siiredir. Bu
uzun slirede, 6rnegin, Argimedin buldugu yontem soruya rasyonel sayilar icinde verilebilecek en iyi
yanit1 vermekle kalmiyor, adini koymadan limit kavramindan yararlaniyordu. Eleali Zenon (MO 490
- MO 430) ‘tavsan kaplumbgaya yetisemez’ diyerek halktan hakli bir deli {invanini aldi. Ama onun
aldigr tinvanin onura doniigmesi sonsuz serilerin ve ona dayali limit kavraminin ortaya gikigina kadar
siirdii.

Say1 kiimelerini

1. N: Dogal sayilar

2. Z: Tam sayilar

3. Q: Rasyonel saylar
4. R: Gergel sayilar

5. C: Kompleks sayilar

diye siiflandiriniz. Bu kiimeler arasinda N € Z € Q € R C C kapsamasi vardir. Ik {icii iizerindeki
iglemleri (fonksiyonlar) yalin aritmetik yontemleriyle yapariz. Ama onlar1 R kiimesine genigletirken,
genellikle, gseylerin iistiindeki 6rtiiyi kaldirip, ileride anlagilacak baz konular: simdiden 6grencinin
sezgisine dayandirmak daha dogru olabilir. Brouwer’in 6nerdigi gibi, zaten matematigin bir ¢ok
konusunu 6gretirken 6grencinin sezgisine dayaniriz. Bunu apacik yapmakta ne sakinca olabilir.

Gercel sayilar bir gruptur deriz, ama v/2++/2 yi toplama iglemiyle karsilaginca, 2v/2 dogru
yamtin vererek konuyu elimizdeki salla 6rteriz. Burada /2 nin irrasyonel sayimn adi olan bir resim
oldugunu soylemez, bu iki sayinin toplamini nasil yaptigimizi anlatmayiz. Yaptigimiz ig 5+5 =2x5
gibidir. Ogrencilerin ¢ogu, irrasyonel sayilarla tam iglem yapilamayacaginn, irrasyonel say1 iceren
her iglemin aslinda rasyonel sayilara doniig yapan ve ancak yaklagik deger veren bir iglem oldugunun
bilincine varamaz. Bu 6grenciler, yaptigimiz hilenin farkina varmaz. Benzer gekilde, logaritmay:
tamimlarken, ¢ok dogru ve kolay bir yol izleyerek
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egitligini kullaniriz. Ama % fonksiyonunu nasil tamimladigimizin iistiini ya orteriz ya da o tanimi
cok agik olmayan geometrik algilamaya dayandiririz.

Matematigin ulagtigi bu agsamada sunu Oneriyoruz. Gergel sayilar rasyonel dizilerin li-
mitleridir. O zaman limiti yeni bir nasne olarak kabul edip, gercel sayilari bu nesnelerinin denklik
simiflar1 olarak tanimlamak dogru ve sezgisel anlatilmasi miimkiin olan bir yoldur. Denklik simiflarini
zaten kiimelerde igliyorz. Ayni limite giden diziler ayni gercel sayiy1 tanimlayacaklarina gore, onlarin
denklik siniflarini gergel say1 kiimesi olarak tamimlamak dogru olacaktir. 1.03.2017.

Saygilarimla,

Timur Karacay
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