“V2 KRIZI” NASIL COZULDU VE GELIN-KAYNANA KRIZINE
“MILLI VE YERLI” ¢OZUM ONERISI

Kriz olmadan evrimlesmek ve dolayisiyla gelisimin olmasi zor, o nedenle krizlerden
korkmamak gerekir!

Ali Tériin’iin Bilim ve Gelecek Dergisi'nin Ocak 2018 sayisinda yer alan “v/2 Krizi”
baglikli yazisi[1] bir matematik kriziyle ilgiliydi. Bu yazinin amaci, bahsedilen krizin,
sadece matematigin ingasi i¢in degil, bunun tizerinden “soyutlamanin ingasi” i¢in de
bir firsata dontistiiriilmek suretiyle nasil agildigina iliskin olmakla birlikte, bununla
sinirli olmayacak; insanligin ¢oziim getiremedigi ve hi¢ alakasiz bir bagka kriz olan
gelin-kaynana krizine deginilerek “yerli ve milli” ¢oziim Onerilecek!.

Yazida verilen matematiksel ifadelerin okunmasi esnasinda bazi teknik ayrintilarin

anlagilmasi zor olabilir ancak kavram olarak ne denmek istenildigi kolaylikla anlagilabilir.
Say1 sistemleri

Cesitli say1 sistemleri vardir; Dogal Sayilar Sistemi, Tam Sayilar Sistemi, Rasyonel
Sayilar Sistemi. Bu sistemler belirli gereksinimler sonrasinda inga edilmig olup, her-
birinin elbette ilging hikayeleri vardir. Ornegin negatif say1 kavrammin ilk olarak Dogal

Sayilar Sistemi'nde
1+n=0

benzeri esitligi saglayan bir n dogal sayisinin' olamayacagi gozlemi ve gereksinimi
sonucu ortaya ¢ikmig olmast muhtemeldir. Bunun sonucunda Dogal Sayilar Sistemi’ni
tamamlayan Tam Sayilar Sistemi adinda bir sistem inga edilmistir. Aslinda yapilan sey,
her dogal saymin “zitt1”nin tanimlanmasindan baska birgey olmadigr gibi, bir o kadar
da dogal; “pozitif’e alacak ve “negatif’e bor¢ anlami yiiklemek gibi bir durumdur.

Tam sayilar sistemi

<Z7 +7 '707 17 g)

'Dogal saylar kiimesi, N ile gosterilen {1,2,3,...} kiimedir. Bu kiimenin nasil insa edildigi
bu yazinin konusu olmayacak. Bu kiimenin her elemanina dogal say: denir. Dogal sayilarda
taniml toplama ve carpma iglemlerini ve siralamanin ne oldugunu ve nasil gosteridigini okurun bildigi
varsayilacak.
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ile gosterilir. Burada Z tam sayilar kiimesini, + ve ., Z’de tanimh toplama ve ¢carpmayi,
0 ve 1, Z’nin sifir ve bir olarak adlandirilan elemanlarini ve <, Z’de tanimh siralamay1
gosterir. Okurun bu kavramlar1 bildiigini varsayalim. N C Z oldugunu not edelim?.
Tam Sayilar Sistemi’'nin yetersizlikleri olmugtur. “Bir elma” ifadesinde yer alan “Bir
” bir say1 olmasina karsin somut olarak varligi ortada duran “yarim elma” ifadesinde

yer alan “yarim”in, say1 olmay1 hak etmesi gerekmez mi? Bu yaklagimla,
2m =1

formunda bir denklemin Tam Sayilar Sistemi’nde ¢oziilememesi Rasyonel Sayilar Sis-
temi'nin ingasii gerekli kilmigtir. Bunun sonucunda m, n iki tam say1 ve n sifirdan
farkh olmak iizere, ”* bi¢iminde yazilan rasyonel sayilar tanimlanarak, yukarida bahsedilen
“yarim elma’” ifadesinde yer alan yarim, matematik dilinde tanimlanip % ile gosterilmistir.
Rasyonel sayilar kiimesi Q ile gosterilir. Q’da toplama iglemi

m a __ bm4na
n+b_ nb

olarak ve carpma iglemi

. ma

m ma
n nb

a
b

olarak tammlanir. Ayrica bu tiir sayillardan m ve n dogal say1 ise ’ye pozitif say1
denilerek, = < ¢ olmasi, ¢ + =" sayisiin pozitif olmas1 anlamindadir. Bu gosterim

altinda < siralamas:
r<y<sr<yyadazr=y
ifadesiyle tanimlanir ve

(Q7 +7 bl 07 17 g)
ifadesine Rasyonel Sayilar Sistemi denir. Buna gére: 1 =1 ve 0 = 9.
m ve n dogal sayilar1 i¢in, m = kp ve n = kt esitligini saglayan k£ dogal sayisina m

ve n'nin ortak boleni denir. x bir rasyonel say1 ise v = I esitligini saglayan ve ortak

boleni sadece 1 olan m ve n sayilarmin var oldugunu not edelim?.
Yakinsak Diziler

Krizi anlayabilmek ve ¢ozebilmek i¢in onu ortamindan uzaklagtirmakta yarar olabilir.
“\/2 krizi"ni de anlayabilmek icin, Rasyonel Sayilar Sistemi’nin kilma bile zarar ver-
meden, dizi kavramina tasiyarak, kriz, dizi terimleriyle ¢oziilecek. Bunun i¢in bazi

kavramlar: ve bunlarla ilgili gerekli temel kavramlar1 verelim.

2Z’nin ingasma baglh olarak N C Z olamayabilir ama boyle varsaymak problem olugturmaz.
3Bu tiir iki tam sayiya aralarinda asal denir.
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Dogal sayilar kiimesinden bir X kiimesine tanimli her fonksiyona X-degerli dizi
denir. Bu yazinin konusu geregi ¢ogunlukla Q degerli dizilerle ilgilenileceginden, aksi
belirtilmedigi stirece, dizi denilince Q-degerli dizler kastedilecektir. f : N — Q dizisi,
her n i¢in f(n) = (z,) olmak iizere (z,) bigiminde gosterilebilecek. Her m igin,
Ty 'ye dizinin m’ninci terimi denir. p € Q olmak {izere her terimi p olan dizi, (p)
ile gosterilecek.

Dizilerin kiimesi genelde oldugu gibi QV ile gosterilir. Iki dizinin toplami ve garpimi

fonksiyonlar1 sirasiyla

(Tn) + (Yn) = (20 + Yn)

ve

esitlikleriyle tanimlanir.
Bir (z,,) dizisinin bir p rasyonel sayisina yakinsamasi, her € > 0 rasyonel sayisi i¢in

{n: |z, — p| > e} kiimesinin sonlu olmasidir*. Bu durumda
Ty — P
gosterimini kullanacagiz. =, — = ve y, — y ise
Ty +Yn = T+ Y Ve TpYy — TY

oldugu kolayikla gosterilebilir. Yakinsak dizilerin kiimesini ¢(Q) ile gosterecegiz.

Tn — Yn — 0 Ozelligindeki (z,,) dizisi (y,) dizisine denk denir ve (z,) = (y,) ile
gosterilir. Agagidakilerin saglandig1 kolaylikla gosterilir.

i (z,) = (z).

. (zn) = (yn) ise (yn) = (x,).

. (2,) = (yn) ve (Yn) = (2) ise (1,) = (25).

(x,,) dizisine denk olan dizilerin kiimesine, bu dizinin denklik smifi denir ve [(x,)] ile
gosterilir. Dizilerin denklik siniflarinin toplululugu bir kiime olup, [QV] ile gosterilecek.

z, — pve (z,) = (yn) ise y, — p oldugu kolaylikla gosterilir. Iki dizinin denk-
lik simiflar1 birbirlerine esit ya da arakesitleri bogkiimedir. Yakinsak dizilerin denklik
smiflarmin kiimesini [¢(Q)] ile gosterelim. x,, — p ise (z,,) = (p) oldugunu da not ede-

lim. Her p € Q i¢in [(p)], p ile gosterilecek. Agagidaki teoremin kamti zor olmamali.

4Sonlu kiime kavrami bagh bagma bir kavram olmasina karsin, bu kavramn detaylarma burada
girmeyecegiz. Ama bu kavram konusunda okurun sezgileri ve tahminleri yaniltici olmayacak. Ayrica
istenilen ozellikteki p tektir.
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Teorem 0.1. f(p) = p esitligiyle tanimly [ : Q — [c(Q)] fonksiyonu birebir ve

ortendir. Ayrica,

flp+q) = f(p) + f(q) ve f(pq) = f(p)f(q)

esitligi saglanar.

Yukarida bahsedildigi gibi, kriz Rasyonel Sayilar Sistemi’nin kilina zarar verilmeden
dizilere taginmig olundu.

Bu teorem rasyonel sayilar kiimesinin yapisini yakinsak diziler kavramiyla anla-
maninin yolunu aciyor. “yv/2 krizi’ni anlamak ve krizi asmak icin, diziler kavraminin
elimizde onemli bir deger ve yeterli oldugu gosterilecek.

V2 krizi
Bu yazida yer alan kriz ve bu krizin ¢oziimii, Rasyonel Sayilar Sistemi’nde
2 =2
denklemini saglayan bir x sayisinin, bir bakig acisiyla var, bir bagka bakig acgisiyla yok
olmasinin yarattigi karmagiklik tizerinedir. Bahsi gegen kriz [1]’de ilging yonleriyle
ortaya konmugtur.

Rasyonel Sayilar Sistemi’nin yetmezliginin farkina varildigi nokta matematik tari-
hinin en bityiik krizlerinden biri olmustur: Iki dik kenarmmn uzunlugu 1 birim olan bir
iiggenin varligi son derece “dogal” olmasina kargin tig¢iincii kenarin uzunlugu, rasyonel
say1 sisteminin diginda oldugundan (neden?), “dogal” degildir. Bu kriz sonrasi geligen
soyutlama kavrami belki de insani insan yapan bir deger olup, bu siireg igerisinde reel
saylilar sistemi inga edilmigtir.

Yukarida bahsedilen krize neden olan “say1”, dik kenarlari bir birim olan bir dik

iiggende, Hipotenis Teorem’ini kullanarak, kenarlar arasinda
12412 = 22
ecitligini saglayan saglayan {icgenin diger kenar uzunlugu olan z sayisi olur. Ucgenin

kenar uzunlugu negatif olamayacagindan = > 0 esitsizligi de saglanir. Diger taraftan
boyle bir say1, yani rasyonel say1 yoktur. Gergekten oldugunu varsayalim. Bu durumda
> =2vexr= -
olacak bi¢imde aralarinda asal m ve n dogal sayilar1 vardir. Buradan
2
2="5

ve dolayisiyla

m? = 2n?
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olur. m? bir cift sayidir ve karesi ¢ift olan sayimin kendisi cift olacagindan m’de bir cift
sayidir ve dolayisiyla
m = 2k
olacak bicimde k& dogal sayisi vardir. m? = 2n? esitliginde m = 2k yazarak
4k? = 2n?
ve buradan da
2k% = n?
elde edilir. Benzer nedenlerden n’de bir ¢ift say1 olup
m=2p
olacak bicimde p dogal sayis1 vardir. Elde edilenler 2'nin m ve n’'nin ortak boleni
oldugunu soyler. Bu celigki olup, istenileni kanitlar.

Yukaridaki paragrafta dik kenarlar1 bir birim olan olan tiggenin hipoteniis uzunlugu
geometrik olarak var olmasina karsin (bu sayiy1 v/2 ile gosterelim) rasyonel say1 olarak
yoktur. Bir saymin hem var olmasinin (geometrik olarak) hem de olmamasimin (cebirsel
olarak) yarattigi bu geligkili durum, inga edilecek bir sistem ile giderilecek. Bu sistemin
anli sanl ad1 Reel Sayilar Sistemi’dir.

“y/2 olsaydi nasil olurdu”yu anlama girigimi

[13

r? = 27 egitligini var yapan z, Rasyonel Sayilar Sistemi diinyasinda yok olmasima
kargin var oldugu bir bagka sistem olsa nasil olurdu? O sistemde yeri yurdu nasil
olurdu? Kirmizi gsapkasi olur muydu? Hayirli mi yoksa hayirsiz mi olurdu? sorulari
iizerine hayal kurmanin, bir bagka sisteme yelken a¢ma girisiminin, diigiinmenin ve
bunun sonucu olarak belki de insan olabilmenin geregidir.

Geometrik olarak var olan v/2 say1siin var oldugunu, bir iicgenin resmini cizebildigimiz
kadar biliyoruz. Bu say1® rasyonel olarak olmasa da Rasyonel Sayilar Sistemi’nin
yapisini bozmadan bu sistemi kapsayan ve 2 = 2 esitligini saglayan pozitif z sayisini
iceren bir sistem var ise bu sistem igerisinde z sayinin nasil davranmasi gerektigini an-
lamaliyiz. Elde edilen tespitlerin bu sayiy1 tanimlamak i¢in yeterli olup olmadigini kon-
trol etmeliyiz. Bir an i¢in boyle bir sistemin, Q’nun yapisina zarar vermeden “uyumlu”
ve 2 = 2 esitligini saglayan ve v/2 ile gosterilen sayiy1 icerdigini varsayalim.

Bu sistem icerisinde /2 sayist iki rasyonel say1 arasinda yer alir. Ornegin, 1 ve 2

arasinda bir sayidir. Daha acik olarak,
12<2=2" <2

Saslinda heniiz bir say1 degil
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esitsizliginden

1<V2<2
esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik bize rasyonel sayilarla v/2’ye yaklagmanim yolunu

acar. Ilk yaklagim,

3
1<v2gsd
ya da
3
3<Vv2K2
olur. Ikincisi olmayacagindan birincisi gerceklesir, yani,
1<v2gs

olmak zorundadir. Bu araliktan, yani

1< <3

olacak bigimde x; rasyonel sayisini secelim. [1, %] araligini iki egit araliga ayiralim. Bu
araliklardan biri v/2’yi icerir ve bu araliktan da z, rasyonel sayisi secelim. Bu sekilde
devam ederek bir (z,,) dizisi elde edilir. Bu dizinin baz1 temel &zellikleri vardir:

Birinci ozellik: yakinsak bir dizi degildir, yani “her € > 0 rasyonel say1 i¢in
n>=ng=lr, -z <e
olacak bigimde ng dogal sayis1 var” ifadesini dogrulayan bir z rasyonel sayis1 yoktur,
olsaydi  says1 v/2 olurdu ki bu celigkidir.

Ikinci ozellik: (x,, — @,,) ikili dizisi sifira yakisar; yani verilen her & > 0 rasyonel
say1sl i¢in,

n,m = ng = |r, — T, <e
olacak bicimde ny dogal sayis1 vardir.

U(;iincii ozellik: p ve ¢, p < v/2 < q olacak bicimde p ve ¢ rasyonel sayilar1 icin,

nz2n=>p<x, <q
olacak bicimde ny tam sayis1 vardir.

Her ne kadar v/2 rasyonel say1 olmasa da bu sayidan beklentilerimiz yukarida secilen
(z,,) dizisi iizerinden belirlenebilir ve karsilanabilir. Yani, ufak tefek ayarlamalarla /2
yerine (x,) dizisi alimabilir ama bu durumda ortaya teklik problemi ¢ikacaktir. Bunun
icin su ozelligi gorelim.

Doérdiincii 6zellik: (a,,) rasyonel sayilarm bir dizisi ve p ve ¢, p < v/2 < ¢ olacak
bicimde p ve ¢ rasyonel sayilari icin,

nzng=>p<a,<q
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olacak bigimde ng dogal sayisi varsa (x,, — a,) dizisi sifira yakinsar.
Yukaridaki gézlem bizi /2 sayisi (z,,) dizisiyle mi yoksa (a,) dizisiyle mi temsil
edilmeli sorusuna yoneltir. Ashnda bu iki diziyi de v/2 sayisii temsil etme anlaminda

denk olarak ele alahm ve bu durumu (x,) = (a,) ile gosterelim. Ayrica (x,) dizisine

(13

denk olan dizilerin kiimesini [(x,)] ile gosterelim. Yukarida sorulan “...nasil olurdu?”

sorusunun yaniti soyle olurdu.
Tanim 0.2. [(z,,)] denklik sinafina (Cauchy anlaminda) /2 denir.

Yukarida verilen tanim geregi.

[(z)] = V2
yazabiliriz. Bu tanimlamayla bahsedilen kriz ¢oziillmiig olmamakla birlikte ¢oziime
yonelik igaretler ortaya cikiyor.
Her n icin 2,2 < 2 ya da 2 < 2,2 olur. Ustelik {n : 22 < 2} ya da {n : 2 < 22}
kiimelerinden biri sonsuzdur. Birinci kiimenin sonsuz olma durumunda
Ty < Ty < oo
ve
[(zn,)] = V2
olacak bigimde (zy, ) dizisi vardir. Ikinci durumun gerceklesmesi durumunda da
Tpy > Ty > oo
ve
(@0)] = V2
olacak bigimde (z,, ) dizisi vardir. Aslinda daha fazlasinin da dogru oldugu gosterilecek:
ap < ag < ...veby >by> ..
ve
[(@n)] = [(bn)] = V2
olacak bicimde (a,) ve (b,) dizileri vardir.
Yakinsamaya c¢alisan diziler
(xn) € ¢(Q) ise her € > 0 i¢in {(n,m) : |z, — x| > €} kiimesinin sonlu oldugu
kolaylikla gosterilebilir. Bu durum lim,, ;e (2, — 2,,,) = 0 olarak gosterilir. Bunun
tersi genelde dogru olmayabilir, yani lim,, ;5,00 (Zn, — T) = 0 Ozelligini saglayan (x,,)
dizisinin yakinsak olmasi gerekmez.

2 2
a; — 2 ve b, — 2
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ise

anp —b, =0
oldugu kolaylikla gosterilir. Bunun bir sonucu olarak, terimleri pozitif olan bir (a,,)
dizisinin

[(an)] = V2
esitligini saglamasi i¢in gerek ve yeter kosul

az — 2

olmasidir. Ayrica bu denk kosullarin birinin gergeklesmesi durumunda

hmn,m—>oo(an - am) =0
esitligi saglanir. Ancak bu dizi yakinsak olamaz. Gergekten, a,, — p olacak bigimde
p € Q olsaydi, a®> — p? olur ve aym zamanda a?> — 2 oldugundan p? = 2 (Neden?)

elde edilirdi. Bu ise bizim krizimizdi. Bu gozlem sonucu asagidaki tanimi verebiliriz.

Tanmim 0.3. lim,, o0 (@n, — @) = 0 esitligini saglayan (a,,) dizisine Cauchy dizisi

denir.

Her n i¢in z, < x,.1 ozelligindeki diziye artan dizi denir. Her n i¢in x, < p
olacak bigimde p rasyonel sayisi varsa, (x,) dizisine istten sinirh denir. Artan ve
iistten simirh dizinin Cauchy oldugunu gostermek zor degildir. Bu 6zellik, reel sayilar
calisilirken rahatlaticidir. Benzer bicimde azalan ve alttan sinirh dizi tamimlanir. Aza-
lan ve alttan sinirh diziler de Caucyh dizisidir. Ozellik olarak her p rasyonel sayisi igin
(p) dizisi Cauchy dizisidir.

Tamim geregi /2, bir Cauchy dizisinin denklik smifidir. Bu durum +/2 krizinin
Cauchy Dizileri kullanilarak agilabileceginin igaretini verebilir. O halde Cauchy di-
zlerinin yapisim1 anlamakta yarar var. Biittin Cauchy dizilerinin toplulugunu C ile

gosterelim. Yani,

C ={(an) : limy m—oo(an — ay) = 0}
olsun. € C QY oldugundan bir kiimedir. Iki Cauchy dizisinin QV'de tanimlanan
toplam ve garpimui birer Cauchy dizisidir. Yani (a,,), (b,) € C ise, (a, + b,) ve (a,by,)
dizileri Cauchy dizileridir.
Elemanlar1 bir Cauchy dizisinin denklik simifi olan kiimeyi [C] ile gosterelim. [C]’de

toplama ve ¢arpma iglemleri sirasiyla

[(@n)] + [(bn)] = [(@n + bn)]

ve
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[(@n)][(bn)] = [(anbn)]
olarak tamimlansin. Su anda elde edilen ([C], +, [(0)], [(1)]) beslisinin aradigimiz sistem

oldugunu gosterecegiz.

(x,,), sifira yakinsamayan bir Cauchy dizisi ise
{n:z, <—-c}ve{n:z, <—c}
kiimelerinden biri sonsuz ve digeri sonlu olan bir € > 0 rasyonel sayis1 vardir. Birinci
kiimenin sonsuz olma durumunda, [(x,)] = [(a,)] ve her n i¢in a,, < —¢ olacak bigimde

(a,) Cauchy dizisi vardir. Ikinci durumda [(2,,)] = [(a,)] ve her n icin a, > € olacak

bigimde (a,) Cauchy dizisi vardir. Ayrica,
€1 =U..({l(an)] : (an) €C, Yn,an >}

ve

€7 =U.({l(an)] : (@) €C. Vn,a, < =}

olarak tanimlanan kiimeler ayriktir ve 0 = [(0)] elemanin icermezler. Sonug olarak,
Teorem 0.4. [C] = [C]T U[C]” U{[(0)} olur.

Inga siirecindeki notasyonlar, yaygm kullamm dilinde farkliliklar gosterir. [C]* kiimesi

R*, [C]T kiimesi R~ ve [C] kiimesi R olarak gosterilir.

{pP:peQp>0CRfve{p:peQ,p>0} CR"

olur. z € R* olmasi, z > 0 ya da 0 < z ile gosterilir. 0 < y — x olmasi durumunda

xr <y yazilir.

Tanim 0.5. R'de “c <y <= 2 =19y ya da x < y” olarak tanvmlanan kismi swralama®

< bir tam swralamader.

Asgagidaki birkag¢ gozlemi yapalim:
i. R’'de x > 0 olmas1 igin gerek ve yeter kosulun x > p olacak bigimde p > 0

rasyonel sayisinin olmasidir.

ii. = [(x,)] > 0 ise her n > m i¢in x,, > 0 olacak bigimde m vardir.

iii. p ve ¢ rasyonel sayilari icin p < ¢ olmasi icin gerek ve yeter kosul p < q
olmasidir.

iv. Her z € R igin m < 2 < n olacak bigimde m ve n tamsayilar1 vardir: Cauchy
dizisinin sinirli olmasindan hemen elde edilir.

6Yani, her z, y ve z icini. 2 < zii. z <yvey < zise z =y, iii. z <y ve y < z ise z < z kogullar
saglanir.
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v. x, y € R verilsin. Her n € N i¢in y < %m ise y < 0 olur: 0 < y oldugunu
varsayalim. 0 < ¢ < y < %x < %m olacak bicimde 0 < ¢ € Q ve m € N
secelim. Buradan her n i¢in Q’da 5% < % olur. Buradan da z—:% < 0 geligkisi
olur.

vi. Q'da p < g ise p < = < q olacak bi¢imde 2 € R\ Q vardir: [(2,,)] = v/2 olmak

uzere,

alinabilir.
vii. R'de z < y ise # < p < y olacak bi¢imde p € Q var: Once 0 < z oldugunu
varsayalim. y — z > 0 oldugunda % < y — x olacak bicimde n dogal sayis1 var.

Ayrica {m € N: T < x} kiimesi iistten smrh oldugundan m, bu kiimenin en
m-+1

biiytik elemani olmak tizere, 2 < x < *=. Buradan da
+1
<P <y
elde edilir. = ve y'nin diger olasi durumlari igin de istenilen benzer bigimde
gosterilir.

viii. Yukaridaki gozlemden
R = {[(x,)] : (z,) artan ve tistten simrh }
oldugu gosterilebilir. Benzer bicimde
R = {[(zn)] : (z,,) azalan ve alttan smirh }
olur.
Reel Sayilar Sistemi’nin farkli ingasi ve tarihsel bilgilere [2]’den ulagilabilir.
R’nin tamlig:
Rasyonel Say1 Sistemi ile Gergel Sayilar Sistemi arasindaki farki belirleyen “Dedekind

tam olma” durumudur. Rasyonel Say1 Sistemi’nin Dedekind tam olmadigi ve Reel

Sayilar Sistemi'nin Dedekind tam oldugu gosterilecek.

Tanim 0.6. A C R bos olmayan bir kime ve x € R, asagidaki kosullar: saghyorsa,

x’e A'min supremumu (en ki¢ik st siniry) denir.

i. A’nan st sinari, yani her a € A i¢in a < x.

ii. y, A'man st stnart ise v < y.

Benzer bigimde A'nin alt sinir1 ve en biiyiik iist smir1 (infimumu) tanimlanir.
x, A'nin ist sinir1 ise A < o gosterimi ve supremumu ise x = sup A yazilir. Benzer

bigimde, altsiniri ise altsiniri ise z < A ve infimumu ise x = inf A yazlr.
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Teorem 0.7. R nin dstten sinirl her alt kumesinin supremumu vardar.

Proof. A C Rveb € R, A'nin iist sinir1 olsun. A’nin supremunun olmadigini varsayalim.
a € A segelim. v, a ve b noktalarinin orta noktasi olsun. A'min supremumu ol-
madigindan (a,b] N A bogkiime olamaz. Dolayisiyla Ay 1 = (a,y1] N A ve Ay 2(y1,b]NA
kiimelerinin her ikisi birden boskiime olamaz. A;, boskiimeden farklhysa a; € A;»
secelim. Eger A; o bogklime ise a; € A;; olarak secilsin. Boylece a; € A, ;, secebiliriz.

Ayrica A <z < bve
1
aléaeA:)%)ézl—aéi

olacak bicimde A’nin iist sinir1 z; var. Benzer bigimde s, a; ve z1’in orta noktasi olsun.
Ay = (a1, 1] M A ve Ays = (y1, z1) N A kiimelerinin her ikisi birden boskiime olamaz.
Ay 5 bogklimeden farkl ise ay € A, Ay o’den, eger boskiime ise A, ; kiimesinden secilsin.

Boylece ay € Ay, segeriz. Ayrica A < zp < 21 ve
a2<a6A2>0<22—a<2i2

olacak bigcimde A'min iist sinir1 vardir. Bu yontemi kullanarak, ttimevarimla agsagidaki

kosullar1 saglayan A’da (a,,) dizisi ve R’de (z,,) dizileri vardur.

i. (a,) kesin artan, yani her n i¢in a,, < a,41.
ii. Her n icin z,, A’nin bir iist sinir1 ve z,1 < 2.

iii.aEAveangaiseogzn—ag%olur.

Bu durumda bir € R’'nin A'min st sinir1 olmasi igin gerek ve yeter kogul B = {a, :
n € N} kiimesinin iist sinir1 olmasidir.  A’nin supremumu olmadigl varsayimindan
B’nin supremumu yoktur. Diger taraftan her n icin a, < ¢, < a,41 olacak bigimde
rasyonel g, vardir. (g,) dizisi artan ve tstten sinirhdir ve dolayisiyla Cauchy dizisidir.
s = [(gn)] diyelim. s'nin B kiimesinin supremumu oldugu kolaylikla gosterilir. A ve
B’nin iist sinirlarinin kiimesi egit oldugundan, s ayni zamanda A’nin supremumu olur
ki bu geligkidir. Celigkiye neden olan A’nin supremunun olmadigi varsaymidir. O

halde A’nin supremumu vardir. U

Gergel sayilar sisteminde bir z sayisinin mutlak degeri, z > 0 ise |z| = x ve diger
durumda |z| = —z olarak tammmlanmir. Agagidaki teoremin kolay bir uygulanmasiyla

asagidaki teorem kanitlanir.

i. Her e >0 igin {(n,m) : |z, — x| > €} kimesi sonlu.
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ii. Oyle bir z € R war ki her, her e > 0 i¢in {n : |z, —p| > €} kiimesi sonlu.

Bu teoremde (i) kogulunun saglanmasi durumunda (z,,) dizisine R’de Cauchy, ik-
inci kogulun saglanmasi durumunda (x,,) dizisi x’e yakinsar denir. Yaygin olarak su
s oylenir: Gergel Sayilar Sistemi tamdir. Bu ozellik Rasyonel Sayilar Sistemi'nde yok-

tur.
”\/2 Krizi”nin epey bir ¢6ziimii

“\/2 olsaydi nasil olurdu?” sorusu Tamm 4.1 ile yanitlanmistir. Ayni sorunun yaniti

bagka tiirli de verilebilir.
Teorem 0.9. /2 = sup{q € Q: ¢* < 2}.

Proof. . S ={q € Q: ¢*> < 2} kiimesi 1 saymu igerdiginden bogkiimeden farkli ve tistten

sinirh oldugundan z = sup S vardir. 0 < z oldugu bariz. 22 = 2 oldugunu gostermek

2—z2 2—z2
2z+1 2z+1

< 2 — 22 olur.

olacak

kanit1 tamamlar. 22 < 2 oldugunu varsayalim.
2x+1

n

> (0 oldugundan % <
bigimde n € N segebiliriz. Buradan

1\2 .2 2 12

<2+ 22z +2) <a?+(2—-12?) =2

olmasindan x — % € S olur ki bu celigkidir. O halde 22 > 2 olur. z? > 2 oldugunu

x2—2
2x+1

varsayalim. % < olacak bicimde n segelim. Buradan da

(z—LiP =024 L >2 -2 52 (22 -2)=2

olur. Buradan da (z — £)? > 22 celigkisi elde edilerek kamit tamamlanir. O
Sirali halka ve cisim

Dikkate edilirse Gergel Sayilar Sistemi’nin inga stirecinde yakinsama kavrami kullanildi.
Bu yaklagim, matematigin bir dali olan analizin yontemidir. Analiz yontemi kul-
lanilarak insa edilen Gergel Sayilar Sistemi’nin matematigin bir bagka dali olan cebirde,
Tam Sirali Cisim olarak adlandirilan kargiligi vardir. Bu alt béliimde Reel Sayilar Sis-
temi’nin tam sirali cisim oldugunu gostermekle kalmayacagiz, sadece ve sadece tek bir
tane sirali cisim oldugu gosterilecek. sadece ve sadece tek bir tane tam sirali cismin
oldugunu gosterecegiz. Boylece cebirsel aksiyomlarla Reel Sayilar Sistemi'nin sinirlar
cizilecek.

Egitsel dili zorlagtirmadan ve okuru panikletmeden bazi temel kavram ve sonugclari

kanitsiz olarak verelim.
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X bos olmayan bir kiime ve *, X x X’den X’e tamiml bir fonksiyon olsun. *(a,b)
yerine a x b yazalim. (X, ) ikilisi, % bir cebisel iglem olarak adlandirilmak ftizere,
sagladigi belirli kogullara gore agagidaki gibi isimlendirilir:

1. Her a, b, c € X igin a x (b* ¢) = (a * b) * ¢ ise yarigrup,

2. Yarigrup ve her a € X ic¢in a x e = e x a olacak bicimde e € X varsa monoid.
Bu durumda e’ye birim denir.

3. Monoid ve her a € X i¢in a * b = b * a = e olacak bigimde b € X varsa grup.
Bu ozellikteki b tek olup, a'nin tersi denir ve a~! ile gosterilir.

4. Grup ve her a, b € X ic¢in a *x b = b x a oluyorsa degismeli grup.

Bir karmasa olmadig1 siirece farkli iki kiime tizerinde cebirsel iglemler ayni simge ile
gosterilebilir. Ornegin, (X, +) ve (Y, +) ikilisinde kullanilan + iglemeleri ayn1 olmaya-
bilir. (X, ) ikilisine Y C X olmak iizere her a, b € Y igin a * b € Y oluyorsa, YV, *
islemine gore kapal denir.
R, bog olmayan bir kiime ve +, ., R X R'den R’ye iki fonksiyon olmak {izere,

(R,+,.,0) dortliisiine, a.b yerine ab yazmak iizere, halka denir.

i. (R,+,0) degismeli grup.

ii. (R,.) yargrup.

iii. Her x, y, 2 € R i¢in
r(y+z)=ay+axzve (r+y)z=xz+yz.
Ayrica,

iv. her r € R i¢in 1la = al = a olacak bi¢cimde 1 € T' varsa, 1’e R’nin birimi denir
ve bu durumda halka (R, +,.,0,1) ile gosterilir.
iv. her a, b € R i¢in ab = ba oluyorsa, degismeli halka denir.

Bu yazida halkanin degigmeli, birimli ve sifirdan farkli oldugunu kabul edecegiz. (R, +,.,0,1)
halkasinda + islemine toplama ve . iglemine ¢arpma denir. x € R elemanin (R, +,0)
grubuna gore tersi —z ile gosterilir. —(—xz) = x oldugu kolaylikla gosterilir. * — y
ifadesi « + (—y) anlaminda ve —x + y, (—z) + y anlamindadir.
(R,+,.,0,1) halkasma, (R~ {0}, .,1) bir grup ise, cisim denir.
Say1 sistemleri tizerinden bazi ornekler verelim.
a. (N, 4) yarigrup ama monoid degil.
b. (NU {0}, 4) monoid ama grup degil.
c. (Z,+,.,0,1) halka ama cisim degil.
d. (Q,+,.,0,1) cisim.
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d. ([¢(Q)],+,-,0,1) cisim.
d. (R,+,.,0,1) cisim.
Iki halkanm aymbg, aralarinda tammb ve halka izomorfizma olarak adlandirilan bir

fonksiyonun varligy ile verilir. (R, +,.,0) ve (S,+,.,0) iki halka olmak {izere

flx+y) = f@)+ fy) ve f(zy) = f(2)[(y)

esitligini saglayan f fonksiyonuna halka homomorfizma denir. Bu durumda (f(X),+,.,0,1)
bir halkadir. Ayrica f birebir ise, R, S’ye halka gomiilebilir denir. Bir anlamda, R’yi
S’nin + ve . islemlerine gore kapal alt kiimesi gibi gorebiliriz. Ustelik f birebir ve érten
ise S ve R halkalarina ayni olarak bakariz. Matematiksel dilde halka izomorfik denir.
(Q,+,.) ve ([¢(Q)],+, ., 0, 1) halkalar1, p — p doniigtimiiniin varligi nedeniyle izomorfik
olduklarindan, halka kavraminda [¢(Q)] = Q yazmak yerinde olacaktir. Buna kargmn,
Q C R (halka gomiilebilir anlaminda) olmakla birlikte bu iki halka ayni degillerdir,
olsaydi R coziilebilen 22 = x denklemi Q’da da coziiliirdii. Daha matematiksel bir

ifadeyle, f : R — Q halka izomorfizmasinin var oldugunu varsayalim. Biraz ugrasla,
2
2=f(2)=f(V2) = (f/(vV2))?

celigkisi elde edilir.

(R,+,.,0,1) bir halka ve x € R verilsin. 1 € Nigin 1 @ x = z ve n € N igin
n ® z tammlandiginda (n + 1) ® x = (n ® x) + x olarak tamimlanarak tiimevarimla
her n € N i¢in n ® z tanimlanmig olur. Ayrica 0 ©® x = 0 ve n < 0 tamsayist i¢gin
n®zx = —((—n) ® z) olmak tlizere her n € Z i¢in n ® x tanimlanmig olur. Kolaylhk
agisindan n ® z yerine nx yazip, Zzx = {nx : n € Z} gosterimi kullamlir. (Zz,+,.,1)
bir halkadir. Her n € Z icin n' = nl olmak tizere n # m icin n’' # m’ oluyorsa Z1 ve Z
halka izomorfiktirler. Bu durumda Z1’ye R’nin tamsayilar1 denir ve Ry ile gosterilir.
R bir cisim ve 0 # nl € Ry ise (n1)~, n' ile gostererek (m1)(n1)~! yerine :?—,l yazilim.
Rg = {’:—,, :m.n € Z,n # 0}, bir halka olup Q’ya halka izomorfiktir. Rg’ya R’nin
rasyonel sayilar kiimesi denir.

Yukarida verilen halka orneklerinin her birinde bir tam siralama “<” var. Dolayisiyla
bu siralamay1 da hesaba alarak bahsedilen say1 sistemlerine bu siralamalar1 koymak
gerekir. Bu siralamalarin cebirsel iglemlere olan etkisini bir genellik i¢inde anlamak
yerinde olacaktir.

(R,+,.,0,1) bir halka ve <, R’de bir tam siralama olsun. Agagidaki iki kogul
saglaniyorsa (R, +, ., <,0,1)’ya sirali halka denir. Siral halka cisim ise, sirali cisim

denir.
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i.rz<yiseherzx e Ricinx+ 2z < y+ z.
. 0<zve0<yi¢in 0 < zy.
(R,+,.,0,1,<) siral halkasi i¢in agagidakiler gerceklegir:
iii. =1 < 0 ve 0 < 1: Olmadigi durumda —1 # 0 oldugundan 0 < —1 olur.

Buradan da
I<-1=0<(-1)(-1)=1=-1<0
celigkisi olusur. Benzer bigimde 0 < 1 our.
iv. R’nin tamsayilar kiimesi Rz sonsuz ve tamsayilar halkasina izomorfiktir.
v. R sirali cisim ise R'nin rasyonel sayilar halkasi Ry ve rasyonel sayilar halkas
izomorfiktirler.
vi. Her z € R icin 22 > 0: 2 = 0 ise istenen acik. Diger durumda = > 0 ya da
x < 0 olur. Birinci durumda aksiyom geregi, 0 < x < 2, ikinci durumda 0 < —x

olacagindan 0 < (—z)(—z) = z? olur.

vii. z > 0 ve a, 2’in tersi ise, yani 1 = ax = za ise a > 0: a < 0 oldugunu
varsayalim. 0 < —a olur. Buradan 0 < (—a)x = —(ax) = —1 olur ki bu geligki
olur.

Reel Sayilar Sistemi’nin cebirsel sinir1

Reel Sayilar Sistemi'nde tammmlandigi gibi (R, +,.,0,1,<, <) swrali cismi iginde bir
kiimenin st smiri, alt siiri, supremum ve infimumu tanimlanir. R’nin tistten smirh

her alt kiimesinin en kiiciik tist sinir1 varsa tam sirali cisim denir.

1. (Q,+,.,0,1, <) swrali cisim ama tam sirali degildir.

2. (R,+,.,0,1,<) tam siral cisimdir. Bunun tersi de dogrudur. Yani:

Teorem 0.10. (R, +,.,1,0,<) tam swrale cisim ise (R, +,.,0,1, <) tam swrale cismine

wzomorfiktir. Yani, birebir, orten ve her x,y € R i¢in,

L flz+y) = flz)+ fy)
ii. f(zy) = f(2)f(y)

iii. © <y olmast i¢in gerek ve yeter kosul f(x) < f(y)
esitligini saglayan f : R — R fonksiyonu vardar.
Proof. . Kanit1 detaylara girmeden verelim. Rg = {’%,/ :m,n € Q,m # 0} olmak

tizere, (Q,+,<,.,0,1) ve (Qg, +, <, .,0,1) sirah cisimleri,

/

33

—

:\|§



16v/2 KRIZI” NASIL COZULDU VE GELIN-KAYNANA KRIZINE “MILLI VE YERLI? ¢OZUM ONERISI

doniigiimii altinda izomorfiktirler. f : R — R fonksiyonu, f(0) = 0 olmak iizere, z > 0
icin {g(r) : r < 2} C R kiimesinin tistten sirli oldugu dikkate alarak, x > 0 i¢in

f(z) =sup{g(r) : r <z},

ve r < 0i¢in f(z) = — f(—=z) olarak tanimlansin. f’nin halka homorfizma ve “x < y <
f(x) < f(y)” oldugu gosterilebilir. Ortenlik i¢in: 0 < 2 € R verilsin. & = sup{r, :
k € N} olacak bicimde Rg'da artan (r,) dizisi bulunabilir. r, = TZTK/, olmak fiizere,
pr = 7% diyelim. (pr), Q'da artan ve iistten simrli ve dolayisiyla Cauchy dizisidir.
r = [(pr)] € R ve f(r) =z olur. x < 0 i¢in de f(r) = z olacak bigimde r € R olacag:

acik. Dolayisiyla f orten. Kanmit tamamlanir.

Bu yazida verilen Reel Sayilar Sistemi’'nin insasi, Cauchy dizileriyle yapilan insa
olarak bilinir. Bircok inga yontemi olmasina kargin yaygin olarak bilinen bir bagka inga

yontemi, Dedekind kesit yontemidir. Detaylara [2]’den ulagilabilir.
R’nin sonsuzlugu

/2 krizinin ¢oziimlerinin yarattig degerlerden biri de farkli sonsuzluklarin insas: olmustur.
N kiimesiyle birebir eglenebilir kiimelere sayilabilir sonsuz kiime denir. N ile eglenemeyen
sonsuz kiimeye sayilamaz sonsuz denir. N, Z ve Q kiimeleri sayilabilir sonsuz olmasina

karsin:
Teorem 0.11. R sayilamaz sonsuzdur.

Proof. R'nin sayilabilir sonsuz oldugunu varsayalim. R = {z,, : n € N} yazabiliriz.
Asagidaki kogullar saglayan (a,) ve (b,) diziler olugturalim:
i. (an) kesin artan, (b,,) kesin azalan.
ii. Her n i¢in a,, < b,
iii. Her n i¢in @, & [any1, bpia]-
k = 0icin ar = 0 ve by = 1 segelim. Yukarndaki kosullar ay,...,a, ve by, ..., b, i¢in
dogru olsun. a,, € (a,,b,) ise

bn—an

bn—an
4

Qny1 = Qp + ve bn+1 = bn -

ve a, & (an,by) ise

Ln—Aan

ve by =z, — #2

Apy1 = Ty +

Ln—Aan
4

olarak tanimlansin. Bu ¢ekilde tiimevarimla elde edilen (a,) ve (b,) dizileri (i) ve (i7)

kosullarinin yaninda
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|an—bn|

|ani1 — bny1 < T Ve In Z |ani1, bnia]

esitsizlikler saglanir. (a,, — b,) — 0 oldugundan (a, ve (b,) dizileri bir N igin zx’ye

yakinsar. ayyq < xy < by oldugu agiktir ama bu xy & [ay+1, byi1] olmasiyla geligir.
Gelin-Kaynana krizine “milli ve yerli” ¢oziim Onerisi

Yazili tabletler, v/2 krizinden yaklagik 1500 yiizyil 6ncesinde bir bagka krizin varhigindan
s0z ediyor; Asur medeniyeti zamaninda bir gelinin kocasina yazdigi bir mektupta, “An-
nenden ¢ok c¢ekiniyorum. Bana hep koétiiliik yapiyor. Artik bunu tasiyacak giicim
kalmadi. Bir an 6nce evine dén ve beni annenden kurtar,” diyor [3]. /2 krizinin
¢Oziimii i¢in insanlik biiytik bir ¢aba harcarken, her yoniiyle bu krizden ¢ok daha somut
olarak var olan gelin-kaynana kavgasina yonelik bir ¢6ziim konusunda, ne devlet kurum-
larinin ne de sivil toplum kuruluslarinin bir girisimde bulunmamasi kabul edilebilir bir
durum degildir. Son zamanlarda iilkemizde yogun ilgi goren “Yerli ve Milli” kavraminin
karakok iki krizinin ¢oziimiine bir katkis1 olmasa da, bu kavram icerisinde gelin-kaynana
krizinin ¢oziilebilecegini diigiiniiyorum. Bunun i¢in uygulanacak ilk girigim, taraflarin
yuzlerine karsi “ii¢ kulfu bir elham” okuma olabilir ve bu girigimin adi1 da “Gelin-
Kaynana Kavgasini Yerli ve Milli Céziim Girigimi” (GKKYMCG) olabilir.

REFERENCES

[1] A. Tériin, v/2 Krizi, Bilim ve Gelecek 167 (2018), no.1, 70-71.

[2] I. Weisss, The rela numbers-a survey of construction, Rocky Mountain J. Math. 45 (2015), no.3,
737-762.

[3] http://blog.milliyet.com.tr/4000-yillik-gelenek—gelin-kaynana-kavgasi/Blog/?BlogNo=168913



