Fonksiyonel Analiz

Zafer Ercan



777

ve
777



Icindekiler

Onsdz . . . . o o 1
1 Hahn-Banach Teoremi 3
1.1 Moment Problemi . .. ... ... ... ... ... ... .. 5
1.2 “Baba” Helly Lemma . . . .. .. .. ... ........... 9
1.3 Riesz ve Helly’nin Diger Caligmalar: . . . . ... ... ... .. 11
1.4 Hahn-Banach Teoremi . . . .. .. ... ... .. ........ 13
1.5 Sandwich Theorem . . . . . .. .. ... ... ... ....... 16
1.6 Hahn-Banach Teoremi’'nin Bir Bagka Kanmit1 . . . . . .. .. .. 19
1.7 Mazur-Orlicz Teoremi . . . . . .. .. ... ... ... ..... 22
1.8 Hahn-Banach Genigleme (jzelligi ................. 24
1.9 Hahn-Banach Teoreminin Bir Genellemesi . . . . . . .. .. .. 25
1.10 Vektor Uzay Degerli Hahn-Banach Teoremi . . . . . .. .. .. 28
1.11 Genisleyebilir Norm Uzay . . . .. .. ... ... ... ..... 35

Biyografi. . . . . . . .. 44






Onsoz






1. Hahn-Banach Teoremi

Bir sonraki paragrafta kullanacagim denince ve ilk akla gelen kelimeleri,
1970’li yillarin ortalarindan itibaren radyolarda sdylenen bir reklami animsatti,
yazmadan edemedim:

Bir bilmecem var cocuklar
Haydi sor sor

Cayda kahvaltida yenir
Acaba nedir nedir?
Biskiivi denince akla
Tamam simdi buldum
Her an onun adi gelir

Eti eti eti.

Tipk: yukaridaki reklamda oldugu gibi topoloji denince ilk akla gelen siirek-
liliktir. Hatta, belirli anlamlarda topoloji denilen kavram, siireklilikten bagka
bir sey degildir. Bu bakisg acisiyla, gercel degerli stirekli fonksiyonlar: “az olan”
topolojik uzaylarin pek kiymeti harbiyesi oldugu s6ylenemez. Ozellikle, sabit
fonksiyonlardan bagka stirekli fonksiyonlar1 olmayan topolojik uzaylar, kav-
ramsal olarak c¢ok caligilmasi tercih edilen konular degildir. Bu nedenle, 6zel-
likle fonksiyonel analiz alaninda, siirekli fonksiyon zenginligi acisindan, temel
orneklerden biri olan siirekli fonksiyon uzay1 C(X) galigilirken, topolojik uzay
X’in tliimiiyle diizenli sayilmasi konusunda bir egilim gosterilir.

Vektor uzay denilince de ilk akla gelen lineerlik ve lineer fonksiyonlar, yani
fonksiyonellerdir. Topolojik vektor uzaylar icinse, sekizinci akla gelebilecek
(“ilk akla gelen”i gok tekrar etmek istemedim!) seylerden birinin, siirekli fonk-
siyoneller olmasi ¢ok dogaldir. Fonksiyonel analizin temel altsinifin1 olugturan
topolojik uzaylarin Ty ozelligini sagladigini1 varsaymak ¢ok sey kaybettirmez,
sonugta uyduruktan bir 6zelliktir! (desem de sizler yine de temkinli olun.)
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Bunun yaninda, her topolojik vekor uzay tiimiiyle diizenli olmasi nedeniyle,
topolojik vektor uzaylarda stirekli fonksiyonlarin zenginligi, kapal kiimelerinin
coklugu tizerinden Olciilebilir. Elbette Ty olan topolojik vektor uzay Hausdorff
olacagindan, bu durumda stirekli fonksiyonlar daha da ¢ok olacaktir. Ancak,
bu durum stirekli fonksiyonlerin zenginligini garanti edemez. Hatta, sifir fonk-
siyonelden bagka siirekli bir fonksiyonelin olabilecegini bile soylemez.

Bazi topolojik vektor uzaylarda sifirdan farkl siirekli fonksiyonel olmayabi-
lecegi gibi, bazilarinda da “yetersiz coklukta” siirekli fonksiyoneller olabiliyor.
Yani, E bir topolojik vektor uzay olmak iizere baz1 0 # x € E i¢in

fw) =1

olacak bigimde siirekli fonksiyonel bulunmayabilir, anlaminda. Bu durum,
“E’nin topolojik duali E’, E’nin noktalarm ayirmiyor” olarak ifade edilir.
Diger taraftan, topolojik vektor uzaylarin 6nemli bir sinifi olan konveks uzay-
lar icin boyle bir “fakirlik” sézkonusu degildir. Yani, E konveks uzay olmak
tizere her 0 # x icin

flz) =1

olacak bicimde siirekli fonksiyonel f : F — R vardir. Ancak, bu zenginligin
bedeli, ZF’de Hahn-Banach teoremidir. ZF(C"de kanitlanabilen bu teorem,
Z F’de se¢im aksiyomuna denk degildir. Buna kargin

Yukarida bahsedilen fakirligi yok etmesi nedeniyle, Hahn-Banach teoremi
yoksa; fonksiyonel analiz yoktur, diyor uzmanlar. Narici’de [13]’de Hahn-Banach
Teoremini severim, Casablanca ve Fontana di Trevi’yi sevdigim gibi severim
diyor.

Su ana kadar Hahn-Banach teoreminin ne oldugu ifede edilmedi. Buna
karsin Luxemburg ve Wath ([10]) 2021’de ZF’de Hahn-Banach Teoreminin
olabilmesi i¢in gerek ve yeter kogulun, sifirdan farkli her Banach uzayin norm
dualinin sifirdan farkli olmasi, oldugunu kanmtladilar. Bu, Hahn-Banach Te-
oremine ¢ok daha anlagilir ve sade bir hava vermistir. Hahn-Banach Teore-
minin karakteri, kendisine denk olan Mazur Orlicz Teoremi, Sandwich Te-
oremi, geometrik Hahn-Banach Teoremi gibi denk teoremler iizerinden de
farkl bigimlerde de anlagilabilir. Bu teoremlere bu béltimde yer verilecek. Bu-
nun yaninda, Hahn-Banach Teoreminin vektor degerli versiyonlarida oldukca
zengin olup, bunlara detayli kamitlarina girilmeden yer verilecektir.

Hahn-Banach teoreminin kiime teoride de ayr1 bir yeri vardir. Bunlar ki-
tabin konusu disi olsa da, carpici olmasi agisindan kismi bir bilgi verelim:
1951’de Los ve Ryll-Nardzewski se¢im aksiyomundan daha zayif olan Ultra-
filtre teoreminin (bunu Halpern 1964 yilinda gostermistir) Hahn-Banach teore-
mini kanitlayabilecegini gosterdiler. Buna kargin, bu iki teoremin birbirlerine
denk olabilecegi konusunda Luxemburg tahminde bulunmus olmasina kargin,
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denk olmadig1 Pincus tarafindan 1972 ve 1974 yillarinda gosterilmistir. Bunun
yaninda, Hahn-Banach teoreminden R’nin 6lciilemeyen bir kiimenin varlig
(Foreman ve Wehrung, 1991) ve Banach-Tarski paradoksu (Pawlikowski, 1991)
kanitlanabilir. Ayrica, Fonksiyonel analizin ¢ok temel teoremlerinden biri olan
Krein-Milman (?7?7?’de verilecek) ve Hahn-Banach teoremlerinin birlektiligi se-
¢im aksiyomuna denkir.

Cagdas anlamda Hahn-Banach Teoremi, Hahn (1927) ve Banach’ya (1929)
ait olan sonuclarin bilegimi olarak ifade edilir. Buna kargin, bu teoremin asil
olarak Helly’nin 1912 yilinda yapmis oldugu ¢alismada yer aldigi apagik olmasi
nedeniyle, donemin iki dev matematik¢i olan Hahn ve Banach’in bu konuda
Helly’ye referans vermeme konusunda ¢ok cimri davranmis olmalar: ya da hig
referans vermemis olmalari, “giinahlar1 boyunlarina” dedirtecek durumdadir.

Pietsch [15]’de, aslinda Hahn-Banach teoreminin Helly-Hahn-Banach
teoremi olmasi gerektigini, ancak bunun igin geg¢ kalindigi belirterek, Helly’nin
ayakta selamlanmasi gerektigini ifade ediyor.

Hahn-Banach teorem(ler)inin bir¢ok farkli versiyonlar1 vardir. Bu béliimde
verilen versiyonlar miimkiin oldugu kadariyla vektor uzaylar sinirlar: icerisinde
verilecektir. Klasik Hahn-Banach teoreminin klasik ilk iki versiyonu verildik-
ten sonra vetor degerli denk versiyonlar: 13.10’da verilececktir. Hahn-Banach
teoreminin temel versiyonlarindan bir digeri topolojik vektor uzay icin verilir
ve Hanh-banach teoremin geometrik versiyonu olarak bilinir. Bu versi-
yon, boliim 777’de caligilacaktir. Ayrica, bu bélimde Hahn-Banach teoremi ile
ilgili verilen ornekler bircok agidan sinirh kalacak olmasina kargin, topolojik
vektor uzay ve norm uzay igerisinde bu durum giderilecektir.

Bu altboliimde verilenler, bazen titizlikle verilirken (6rnegin, Hahn-Banach
teoreminin ifadesi), zaman zaman bilgi amach niteliginde olup, detaylara gi-
rilmeden verilecektir. Okurun, bunlar1 ayirt edebilecek donanimda oldugu var-
say1llmigtir. Ornegin 13.3’de verilen

1
ri = (j]“fi(t)dg(t)
integrali icin, herhangi bir agiklama yapilmasa bile, g'nin [0,1] araligindan
R’ye taniml siirh degigim (denk anlamda: artak iki fonksiyonun fark: olarak
yazilabilen fonksiyon) oldugunu ve bu integralin ne anlama geldigini okurun en
azindan tahmin edebilecegi varsayilmigtir. Diger taraftan, gerektiginde bunun
anlami daha acik bir gekilde verilebilectir.

1.1 Moment Problemi

Temel olarak Hahn-Banach Teoreminin onciilii “Moment problemi”dir. Mo-
ment problemi klasik ve ¢agdag anlamda (norm uzay terimiyle) olmak iizere
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iki farkli formda ifade edilebilir. Klasik anlamda verilen moment problemi in-
tegral terimiyle verilen bir denklem sorusu olmasina kargin, digeri ¢ok daha
genel olup, integral terimine bagh olmak zorunda degildir; fonksiyonel ve norm
terimli olan denklemlerdir.

Klasik anlamda moment probleminin genel olarak soyledigi sudur: R’de
verilen bir (r,) dizisine kargilik, her n € N

Ty = ft"f(t)dt
0

esitligini saglayan f : [0,1] — R fonksiyon var midir? Tek midir!?
Moment probleminin birbirlerine oldukca benzeyen bircok versiyonu olup,
bunlardan bazilar1, R’de verilen bir (r,) dizisi igin goyle ifade edilebilir:

i. Fourier serisi: Her n i¢in g,, [—m, 7] arahginda g,(x) = sinz ya da

gn(x) = cos(z) kuraliyla tanimh fonksiyon olmak iizere (g, ) dizisi veril-
sin. Her n icin

o= | ' 5(0)ga ()

esitligini saglayan f fonksiyonu var midir?

ii. Stieltjes moment problemi: Her n icin
oo

= [ t"dp
0

esitligini saglayacak bicimde uygun bir 6l¢iim g var madir? Varsa ne za-
man tektir? Bunun i¢in baz gerek ve yeter kogullar 1894 yilinda Stieltjes
tarafindan verilmistir.

iii. Cebirsel moment problemi: Her n icin
b

ry, = [t"df

a

'Eblette, t — t" f(t) fonksiyonunun “integrallenebilir” oldugu varsayiliyor. Ayrica, “mo-
ment problem(ler)i” standart olarak tanimlanmig bir kavramlar degildir, 6rnegin, [4]’de mo-

ment problemi ft"dg(t) terimiyle ve bir sonraki satirda ifade edilecek olan Hamburger
0

oo b
moment problemi [ ¢"dg(t) terimiyle ve Hausdorff moment problemi [t¢"dg(t) terimiyle

ifade edilmigtir.
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estligini saglayacak bigimde iki artan fonksiyonun farki olarak yazilabilen
f ¢ [a,b] = R fonksiyonu var midir? Bu problem birbirlerinden bagimsiz
olarak Boas ve Polya tarafindan 1939 yilinda ¢oziilmiigtiit.

iii. Hamburger moment problemi: Stieltjes moment probleminde ifade
edilen p 6l¢iimii Borel 6l¢iim olur?

iv. Hausdorff moment problemi: Her n igin

1
T, = [t"dp
0

estligini ve belirli ilave kosullar1 saglayan uygun bir Borel 6lgiim p var
midir?

Burada verilen problemler farkli isimlerle verilmig olmasina kargin, ortak 6zel-
liklerinin niteligini okur farketmistir.

Cagdas anlamda, yani normlu uzay terimiyle, moment problemi su sekilde
ifade edilebilir: E bir norm uzay olsun, I bir indeks kiime ve {r; : i € [} C R
verilsin.

i. {fi:iel} C E verilsin. Her i € I i¢in
filx) =

olacak bicimde z € F var midir?

ii. {x;:i €I} C E verilsin. Her ¢ € I i¢in
fzg) =

olacak bigimde f € E' var midir?

Moment problemine giniimiizden baktigimizda, yukarida oldugu gibi ifade
edilmesi, klasik anlamda verilen moment problemini kapsadig goriilebilir. Ayri-
ca, 1900°’li yillar civarinda normlu uzay kavrami hentiz tanimlanmamig olsa
da, normlu uzay oOrnekleri alemde yerlerini almaya basglamig ve bunlar iize-
rinden moment problemi de yeni alanlara yelken acmaya baslayarak, sonucta
yukaridaki gibi ifade edilmeyi haketmiglerdir.

Yukarida verilen (ii) sorusunu ¢ozen f € E’ varsa, f’nin davranmig goyle
olacaktir: Her (o) dizisi ve her n ve i¢in,

n n
| >0 anra] = [F(D2 anzn| <[] Z?:l |
=1 =1
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esitsizligi saglanacaktir ve buradan da

n n
| > anrp| < M|| Y2 anzy|
i=1 i=1

olacak bicimde M > 0 sayisinin var oldugu anlagilacaktir. Burada M, veri-
len («,) dizisinden bagimsizdir. Demek ki, sorunun yanitinin evet olmasi igin
bu elde edilen son esitsizlik gereklidir. Bu esitsizligin yeterli oldugu bazi 6zel

Banach uzaylar: i¢in verilmistir. Bunlar,

i. I uzay1 icin 1908 yilinda [21]’de Schmidt?,

ii. Ly([a,b]) uzay: icin 1909 yilinda [19]'de Riesz,

iii. C([a,b]) uzay: i¢in 1911 yihinda [17]’de Riesz,

iv. I, (1 < p < 00) uzay: i¢in 1913 yilinda [18]’de Riesz ,

v. Dizi uzaylari i¢in 1921 yilinda [8]’de Helly ,

vi. normu uzaylar i¢in 1927 yilinda [6]’de Hahn
tarafindan verilmisgtir.

Aligtirmalar
1.1. E bir vektor uzay, (), R'de ve (z,), E’de bir dizi olsun. F, E’nin {z,
n

tarafindan iiretilen altuzay: olsun. x = > a;z; € F olmak iizere,
i=1

f(;ozimi) = airi
kuraliyla bir fonksiyon tanimlanabilir mi?
1.2. E bir normlu uzay, (r»), R’de ve (2, ), E’de bir dizi olsun. F'; E’nin {z,

tarafindan tiretilen altuzay: olsun. x = ) a;z; € F i¢in,
i=1

NE

f(_Xn: 0GTi) = Y. QT

=1

:n € N} kiimesi

:n € N} kiimesi

kuraliyla bir fonksiyonel tanimlanabilmesi i¢in, a;’ler gergel sayilar olmak iizere,

n n
| 2= aiwi| < MJ| 37 aqil|
=1 1=1

esitsizligini saglayan sabit bir M > 0 sayisinin olmasi yeterli midir?

*Hilbert’in &grencisi olan Schmidt, “||.||” semboliinii kullanan matematikgidir.

e} 2
lan|® < o0
i=1

estsizligini saglayan x = (ay) dizisini “normiert” olarak adlandirmig ve
= 1
llzll = [ |an]?]2
n=1

yazmistir.
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1.2 “Baba” Helly Lemma

Harry Hochstadt [9]’de Eduard Helly’i Hahn-Banach Teoriminin babasi olarak
tanimlhiyor. Helly’i “baba” olmaya hak kazandiran neden, Helly’nin asagidaki
teoremin kanitinda kullandig esitsizliktir.

Teorem 1.1 (Helly Lemma, [7]). n € N sabit olmak tzere fi,..., fn, fn+1 €
C([a,b]) ve ri,...,mn € R verilsin. Her ty,...,t, € R i¢in

n n
| 2o tirs] < M| - tifill
= i=1
egitsizligini saglayan M > 0 sayist varsa, her ti,...,tn, the1 € R i¢in
n+1 n+1
| 22 taril < M| X2 tifil|
i=1 i=1

egitsizligini saglayan rp1 € R bulunabilir.

Kanit: Gerekirse esitsizligi M’ye bolerek, M = 1 alinarak kanit verilebilir,
dolayisiyla M =1 alalim. £y, s1, ..., tn, Sy € R verilsin.

n

n
Yo(si—ti)ri < [ X (si — i) fill
p =1
n
= ||fot1 — fat1 + Zl(sz‘ —t;) fill
1=
n n
= ||fos1+ D0 sifi— (fas1 + 20 tifi)ll
=1 i=1
n n
< far1 + leifz'H + [ = (fat1 + thz'fz')H
1= 1=
esitsizliginden,
n n n n
= tiri — |[for + D0 tifill S| + 22 sifill = D2 sim
= =1 =1 -

esitsizligi elde edilir®. Bu esitsizlikte s; ve t;’lerin keyfi olmas1 dikkate alimarak
her aq, ..., a, € R icin,

n n
=S tiri = || far1 + g Gifill S A< || for1 + X sifill — Do siri
s i=1

esitsizligini saglayan A € R secilebilir.

Tnt+1 = A

3Bu esitsizlige Helly esitsizligi diyecegiz. Helly’nin burada elde ettigi sonu¢ Hahn-
Banach Teoreminin 6zel halidir.
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alinmasiyla istenilen 6zellikte r,+1 edilebilir. ]

Helly’'nin bu lemmay1 vermesindeki amag, bir onceki altboliimde de bahse-
dilen ve Riesz Teoremi olarak bilinen agagidaki teoremin basit kanitini vermek
ve genellemekti.

Teorem 1.2 (Riesz [17]). (fi), C([a,b]) de, (r;), R’de bir dizi ve M > 0
verilsin. Asagidakiler denktir.

i. ||T]] < M olacak bigimde T : C(Ja,b]) — R lineer fonksiyonel vardur.

ii. Hern € N ve her u, ..., un € R i¢in
n n
| 'Z1Mci’ < M| Zluifz‘H
= =

esitsizligi saglanar.

Banach, Helly’nin ¢aligmasi [7]’yi kullanarak Riesz teoremini agagidaki gibi
genellemistir.

Teorem 1.3 (Banach [2]). E normlu uzay, I bir indeks kiime olmak dzere,
{riziel} CRwve{x;:i€l} CE altkimeleri verilsin. Asagidakiler denktir.

i. Heri € I igin f(xz;) = r; olacak bigimde siirekli f : E — R vardar.

ii. Her sonlu J C I kiimesi igin, o ler reel saylar olmak tizere,

|3 ()] < M| S ags(l]
jed jeJ

esitsizligini saglayan M > 0 sayst vardu.

Bu teorem Hahn-Banach teoreminin basit bir uygulamasi olarak kanitlana-
bilir. Ustelik, Hahn-Banach teoreminin birinci versiyonuna denk olup, bu denk-
lik Banach’ni kitabinin da bulunabilir. (1987 1ngﬂizce gevirisinin 34.sayfasinda
Teorem 4.)

Her ne kadar Hochstadt, Helly esitsizliginin Hahn-Banach teoreminin kani-
tinda kullanilan en temel esitsizlik olmasi nedeniyle, Helly’yi Hahn-Banach
teoreminin babasi olarak tarif etse de, bunun bir teknik kullanim olmasi nede-
niyle “baba” yerine “teknik baba” denmesinin daha uygun olacagini diigtinmek-
teyim.

Alistirmalar
1.3. FE bir vektor uzay, F, E’'nin vektor altuzayi, p : E — R ve f : I — R bir fonksiyonel
olsun. Her z € F igin f(z) < p(x) esitsizligi saglaniyorsa her z € F ve a € F igin
f(z) = plx —a) <t(a) < f(z) +pla —x)
esitsizligini saglayan ¢ : ' — R fonksiyonunun oldugunu gosterin.

4Bu teorem bazi kaynaklarda Helly-Banach teoremi olarak da bilinir.
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1.3 Riesz ve Helly’nin Diger Caligsmalari

Stirekli olarak bahsetmemeize ragmen daha ne oldugunu tanmimlamadigimiz
Hahn-Banach teoreminin ingasinin hangi asamasina baksaniz, Riesz’in izlerini
goriirsiiniiz®.

Altbolim 1.1’de de F. Riesz’in [19], [17] ve [18] ¢aligmalarinda
Ly([0,1]), €([0,1]) ve I

uzaylari i¢in moment problemini ¢ozdiigii belirtilmig ve Teorem 13.3 ile ge-
nellestirildigi ifade edilmisti. Glintimiiziin diliyle, bu uzaylar icin Hahn-Banach
teoremini bu uzaylar icin kanitlamisti. Bu yoniiyle Hahn-Banach teoremi, Ri-
esz’in bu sonuclarinin kurumsallagmig halidir.

Riesz, onceki altboliimlerde belirtilen caligmalarinin hemen sonrasin ve
Hahn-Banach teoremi 6ncesi, moment problemini L, ([0, 1]) ve C([0, 1]) uzay-
lar1 iizerinden farkli iki yapiya doniigtiiriirerek, asagidaki sorular1 soruyor ve
yanitliyordu:

i. I, bir index kiime, p,q > 1 sayilar % + % = 1 biginde olsun.
{fi:iel} CLy([0,1]) ve {r; ;i €I} CR

kiimeleri verilsin. Her ¢ € I i¢in,
1
ri = [ fig
0

olacak bicimde (Lebesgue integral olarak) g € L,([0, 1]) var midir? Riesz,
bu sorunun yanitinin evet olmasi icin, gerek ve yeter kogulun a;’ler gercel
sayilar olmak tizere, sonlu her J C [ icin,

1 1
| 2 airi] < M[ [y | X aifil?]e
i€ ie

esitsizligini saglayan M > 0 olmasi oldugunu gosteriyordu. Bu durumda,
sorunun ¢oziimii olan g € L,([0, 1]) fonksiyonun sagladigi temel 6zellik,
a;’ler gercel sayilar olmak iizere, sonlu her J C I igin,

QO(Z aifi) = Z Ty
i€J i€J

kuraliyla tamml giirekli go : Lg([0,1]) — R fonksiyonelinin siirekli
geniglemesi olmasidir. Iste burada gegen “genisleme” kelimesi Hahn-
Banach teoreminin oziidiir.

5Bu arada, Riesz “reis” olarak degil, “riiz” olarak okunur.
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ii. BV]0,1],[0,1]’den R’ye tanimli iki artan fonksiyonun farki olarak yazilabilen
fonksiyonlarin kiimesi olsun. I bir indeks kiime olmak ftizere,

{fizielI} CcC(0,1]) ve{ri:ie I} CR

kiimeleri verilsin. Her i € I icin

1

ri = [ fi(t)dg(t)

0

olacak bigimde g € BV[0, 1] var midir? Riesz, bu sorunun yanitinin evet
olmasi igin, gerek ve yeter kosulun «;’ler gercel sayilar olmak tizere, sonlu
her J C I igin,

| 22 curi| < K sup | 3] rifi(x)]

ieJ z€[0,1] ieJ

olacak bicimde sabit K > 0 olmasi oldugunu kanitliyordu. Bu proble-
min ve ¢ozliimii de Hahn-Banach teoremini inga eden patikalardan biri
oluyordu.

Hahn-Banach teoremini var yapan patikalardan bir digeri, Helly’nin [8]'de
yaptig1 caligmalar oldugu soylenebilir. Helly, bu calismasinda [, uzaylar igin
elde edilen sonuclari norm dizi uzayilarina tagiyarak genelledi. Bunu yaparken
norm dizi uzay, dual uzay ve dual uzaylarda norm kavramini tanimlayarak, su
problemi ¢ézmeye caligti:

E c CY norm dizi uzay, E' ¢ CN, E’nin dual uzay1 olmak iizere, (f,,), (her
nicin fp, = (fn;), C'de bir dizi!) E’ uzayinda ve (c,), C'de bir dizi olmak tizere

Cp = Z xifnj

jEN

estligini saglayan bir x = (z;) € E var madir?
helly, bu soruyu ¢ézmek igin her n icin

F(fn) = Cn

olacak bigimde F' € (E’)" bulmaya gahsarak, ikinci dual kavramin da devreye
sokmus oluyordu.



1.4. Hahn-Banach Teoremi 13

1.4 Hahn-Banach Teoremi

Su ana kadar Hahn-Banach teoriminin ne oldugu tanimlanmamig olsa da, bu
teoreme giden ya da oradan gecen patikalardan bahsedildi. Bu patikalara Sch-
midt, Riesz, Helly gibi isimler verilmis, ya da verilme egilimleri gosterilmisti.
Anlagilan, o déonemde Hahn ve Banach olanlarlardan ya da olacaklardan ¢k
haberdar degillerdi!

Hahn-Banach teoreminin iki temel versiyonu vardir. Bunlar: vermeden 6ce,
daha once tanimlanmig ve iizerinde iglemler yapilmig olsa da, birkag kavrama
vurgu yapmak icin tekrar hatirlayalim: E bir vekor uzay olmak tizere, E’den
R’ye tanmimli ve her z,y € E ve r > 0 i¢cin

p(z +y) < p(z) + p(y) ve p(rz) = rp(x)
kogullarin1 saglayan p fonksiyonuna alttoplamsal fonksiyon denir. Her r € R
igin
p(rz) = |r|p(z)
esitligini saglayan p alttoplamsal fonksiyona yarmorm denir.
px)=0=2=0

kogulunu saglayan p yarmmorma norm denir. F', E’nin bir vektor altuzayi, g :
F — Rve f: E— R fonksiyonelleri her x € F igin

ecitligi saglanmiyorsa, f’ye ¢’nin linner geniglemesi denir. £ normlu uzay ve
f : E — R stirekli fonksiyonsa, yani f € E’ ise, f’nin normu

Al = sup |f(z)]

[lz]|<1

olarak tanimlanir.
Simdi Hahn-Banach teorem(ler)ini ifade edebiliriz.

Teorem 1.4 (Hahn [6]). Bir norm uzaywn bir altuzayinda taniml her sirekli
fonksiyonelin, st uzaya normu koruyacak bicimde, strekli fonksiyonel genisle-
mesi vardu®.

Yani: E bir normlu uzay, F, E’nin altuzay1 ve g : F' — R bir siirekli
fonksiyonel olsun.

A1l = Tlgll

5Bu teorem Hahn-Banach teoreminin birinci versiyonu, norm genisleme versiyonu, Hanh

versiyonu olarak da bilinir.
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olacak bicimde ¢g’'nin genislemesi olan siirekli f : £ — R fonksiyoneli vardir.
Hahn-Banach teoreminin ikinci versiyonyu su sekilde ifade edilebilir.

Teorem 1.5 (Banach [1]). Bir vektor altuzayda taniml ve istuzayda tanvmle
bir altlineer tarafindan tstten simirlandirilan her fonksiyonel, tstuzaya ayni
altlineer tarafindan istten sinirlandvrilacak bigimde lineer olarak genisleyebilir”

E bir vektor uzay, F, E’nin altuzay1 ve p : E — R altlineer olsun.
f + F — R fonksiyonel ve f < p ise, g < p olacak bicimde f’nin fonksiyo-
nel geniglemesi vardir.

Kanit: E vektor uzay, F', E’nin altuzayi, p : E — R fonksiyonel ve f : FF — R
fonksiyone olsun ve her x € F igin f(x) < p(z) esitsizligi saglansim. E = F ise
istenilen acik. Diger durum icin zp € E'\ F segelim. Her z,y € F i¢in

f@)+fly) = fx+y) <plz+y) =p(z—20+20+Yy) < p(T—120) +p(T0+Y)

olmasindan, her z € F' igin

f(z) = p(z —z0) < plzo +y) — f(y)

esitsiligi elde edilir. (Bu agamada Helly teknigi-estsizligi kullanildi.) R’nin
tamlig1 kullanilarak her z,y € F' icin

f(z) —plz —20) < a<plxo+y) — f(y)

olacak bigimde a € R segilebilir. G, FU{x(} tarafindan iiretilen E’nin altuzayi
olmak tiizere, Her x € F' and r € R igin

g(x +rxg) = f(z) + ra

esitligini saglayan, g : G — R fonksiyonu tanimlanabilir. g, f'nin G’ye bir
fonksiyonel geniglemesi olup, her = € G igin, g(z) < p(x) estsizligi saglanmig
olur. O halde, G = F ise kanit tamamlanmig olur.

Gelen durum igin: F, elemanlar1 G, F’yi kapsayan FE’nin altuzay ve g,
G’den E’ye tamiml, her = € G igin g(z) < p(z) esitligini saglayan f’nin bir
fonksiyonel geniglemesi olmak iizere, (G, g) ikililerinden olugan kiime olsun.

(E, g1 F oldugunu gostermek kaniti tamamlayacaktir.

(F, f) € F oldugundan, F, boskiimeden farkh olup, F'de (G1, g1) < (G, g2)
siralamasi, G1 C Gg ve g2, g1'in geniglemesi olarak tamimlansin. (F, <) bir
kismi sirali bir kiimedir. F’de her zincirin bir {ist simirin oldugu kolaylikla
gosterilir. Dolayisiyla, Zorn Lemma kullanilarak, F'nin bir maksimal elemani
(Foo, foo) 0ldugu gosterilebilir. Fi, \ E kiimesinin bogkiimeden farklh olma du-
rumunda, kanitin birinci basamag) kullanmlarak F’de (Fiuo, fso) elamanindan

"Bu teorem, Hahn-Banach teoreminin- ikinci versiyonu, vektd uzay versiyonu, Banach
versiyonu, analitik versiyonu olarak bilinir. Buna kargin, Hahn-Banach teoremi denildiginde
kastedilen bu versiyon olacaktir.
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farkli ve daha biiytlik bir eleman elde edilirdi. Bu da, (Fi, foo) nin maksimal
olmasiyla celigir. O halde Fi, = E ve dolayisiyla fs aranan ozellikleri saglayan
f’nin bir geniglemesi olur. Kanit tamamlanir

Alistirmalar

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

1.9.

Her f €l igin,
liminf f(n) < F(f) < limsup f(n)

n—oo n—oco
esitsizligini saglayan fonksiyonel F': [ — R oldugunu gosterin.

Normu koruyan fonksiyonel genigleme sonsuz tane olabilir: £ = C([0, 1]) vektor uzayini
normu

IfIl = sup |f(z)]

z€[0,1]

kuraliyla donatilmig norm uzay olarak ele alalim. F'; E’nin elemanlar1 sabit olan E’nin
altuzay1 olsun. H : M — R, H(f) = f(0) olarak tanmimlanan fonksiyonelin normunun
1 ve her t € [0,1] igin H¢(f) = f(t) kuraliyla tammlanan H; : E — R fonksiyonelinin
H’nin normu bir olan geniglemesi oldugunu gosterin.

E bir norm uzay ve F', E'nin altuzay1 olsun. f : F' — R siirekli fonksiyonel ve g, h : E —
R, f’nin siirekli fonksiyonel geniglemesi olsun ve

ILfIl = llgll = lInl|
esitligi saglansin. Her ¢ € [0, 1] igin,
fi(@) =tg(zx) + (1 — t)h(z)
kuraliyla tanimli f; fonksiyonunun f’nin siirekli fonksiyonel geniglemesi ve

AN = 111l

oldugunu gosterin.

E bir vektor uzay, F', E’nin bir altuzayi, p,q : E — R altlineer, fo : F' — R fonksiyonel
ve her z € F igin fo(x) < p(z) ve fo(z) < g(x) esitsizlikleri saglansim. Asagidakilerin
denk oldugunu gosterin.

i. fo'm f <pve f < q olacak bigimde fonksiyonel geniglemesi f vardir.
i. fo'm her z € F i¢in
—q(~z) < f(z) < p(z)
olacak bi¢imde fonksiyonel geniglemesi f vardir.

E bir vektor uzay, her 1 < i < nigin p; : E — R yarinorm ve f : E — R,
F<Y i
=1

esitsizligini saglayan fonksiyonel olsun. Her i i¢in f; < p; olan ve f = > f; esitliigini
i=1

saglayan f; : E — R fonksiyonellerin oldugunu gosterin.

(Nachbin [12]) E bir normlu uzay, F', E’nin altuzay1 olmak tizere a € E \ F verilsin.
fo : E — R siirekli fonksiyonel olsun. Her z € F igin R’de fo(z) merkezli ve ||z — al|
yarigapl kapali aralik B, ile gosterilsin, yani

B =[llz = all = fo(2), llz — all + fo(2)]

olsun. Agagidakilerin dogrulugunu gosterin.
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i. B.’lerin arakesiti bogkiimeden farklidir.

ii. 7€ () B: verilsin. z € F ve o € R igin
zeF

flx+ aa) = fo(z) + ar

kuraliyla tanimli fonksiyonel siirekli ve fo fonksiyonelinin geniglemesidir. Ayrica,

|1l = || fol| olur.

1.5 Sandwich Theorem

Sandwich teoremleri olarak bilinen bir grup teoremler toplulugu genel olarak
Hahn-Babach teoreminden kanitlanabilir. Bu teoremlerden biri, bu altboliimde
verilerek, Hahn-Banach teoreminin bu teorem tarafinindan kanitlanabildigi
not edilecek. Boylece, Hahn-Banach teoreminin farkli bir bakig acisiyla da
anlagilmas: saglanacaktir.

Teorem 1.6. E bir vektor uzay, q : E — R stuperlineer ve p : E — R altlineer
olsun ve ayrica, q < p esitsizligi saglansin. Ilaveten, F', E’nin bir altuzay
olmak tizere, h : E — R, her x € F 1i¢in

q(z) < f(z) < p(x)
esitsizligini saglayan bir fonksiyonel olsun. Asagidakiler denktir.

i. h'nin q < H < p egitsizligini saglayan fonksiyonel genislemesi H : E —
R varder.

ii. Herx € F and y € F icin

hz) < plz+y) —qy)
esitsizligi saglanar.
Kanit: ¢ = ii: xz,y € E verilsin.
gz +y) <H(z+y) <plz+y)
ve

q(y) < H(y) < p(y)

estsizlikleri kullanilarak

gz +y)—ply) <H(@+y)— H(y) <plx+y)—q(y)

esitsizligi elde edilir. H'nin fonksiyonel olmas: da kullanilarak,

q(z+y) —ply) < H(z) <plz+y) —q(y)
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olur. H’nin f’nin genisglemesi olmasi nedeniyle de, her x € F' ve y € E igin,
istenilen

hz) < plz+y) —qy)
esitsizligi elde edilir.
11 = i x,y € F verilsin.
a(y) <ply) =px+y—=z) <p(x+y) +p(-=)

olmasi nedeniyle,

—p(—=z) < p(z +y) —q(y)

olur. Bunun kullanilmasiyla da,

T(z) = ;g]f;[p(:v +y) —q(y)]

kurahyla, T' : E — R fonksiyonu tamimlanabilir. Biraz ugrasla da T’nin alt-
lineer oldugu da gosterilebilir. Ayrica her x € F igin h(z) < T(x) esitsizligi
saglanir. Hahn-Banach teoremi geregi, h’'nin H < T esitsizligini saglayan bir
H : E — R fonksiyonel genisglemesi elde edilir. x € E verilsin. H(z) < T'(x) <
p(z) olur. Ayrica,

H(z) <p(z+ (—z)) — q(—z) = —¢(—2)
olmasindan,
q(—z) < —H(z) = H(-x)
esitsizligi elde edilir. z’in keyfi olmasindan da
q(x) < H(x)

olur. Sonug olarak, g < H < p esitsizligi eklde edilir. Kanit tamamlanir. [

Bu teoremin bir uygulamsiyla asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 1.7 (Sandwich Theoremi). F wvektor uzay, q : E — R stperlineer ve
p: E — R altlinner olsun ve q < p esitsizligi saglansmn. q < f < p esitsizligini
saglayan bir fonksiyonel f : E — R vardar.

Bu teorem Ahstirma 13.9’da oldugu gibi genellenebilir. Teorem 13.6 Hahn-
Banach teoremi kullanilarak kanitlandi. Tersi de dogrudur:

Teorem 1.8. ZF ’de Hahn-Banach teoremi ve Teorem 13.6 birbirlerine denk-
tir.
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Kanit: . Teorem 13.6’y1 varsayalim. F bir vektor uzay, F', E’nin altuzayi,
p: E — R altlineer ve h : F — R fonksiyoneli her x € F i¢in f(x) < p(x)
esitsizligini saglasin.

kurahyla tanimh ¢ : E — R fonksiyonu siierlineer olup, ¢ < p olmasinin
yaninda, her z € F igin

q(x) < f(z) < p(x)

esitsizligini saglar. T': E — R fonksiyonu Teorem 13.6’nin kanitinda oldugu
gibi tanimlansin, yani
T(z) = inf [p(z +y) — q(y)]
yekR
kuraliyla tanimlansin. Her x € F i¢in f(z) < T'(z) oldugu kolaylikla gosterilir.
Teorem 13.6 geregi, h'nin ¢ < H < p 6zelliginde fonksiyonel genislemesi H :
F — R vardir. Bu kanit1 tamamlar.

Aligtirmalar

1.10. (Sandwich Teoremi) E bir vektor uzay, p : E — R altlineer, A C FE konveks koni,
g : A — R siiperlineer olsun ve her € A i¢in ¢(z) < p(x) esitsizligi saglansin. Her
a€ Avex € F igin

q(a) < f(a) ve f(z) < p(z)
esitsizligini saglayan f : E — R fonksiyonelin oldugunu gosterin.
1.11. E bir vektor uzay, X C E, p : E — R altlineer ve f : X — R, f < p|x esitsizligini

saglayan fonksiyon olsun. Her z,y € X igin,

inf [p(s —azx — by) — f(s) + af(z) +bf(y)] <O

seX
olacak bigimde a,b > 0 sayilar: varsa,
F<pve f<F|x
esitsizligini saglayan F' : E — R fonksiyonelin oldugunu gosterin. (Bu, Fuchsteiner ve
Konig (1978) ve Konig (1982) tarafindan verilmigtir.)

1.12. (Sandwich teoremi asagidaki gibi genellebilir.) E bir vektor uzay, X C E, f : X - R
fonksiyon ve her x € X igin f(z) < p(z) esitsizligi saglansin. Agagidakilerin dogrulugunu

gosterin.
i. glx) = ;(nf>0[p(m + rs) — rf(s)] kuraliyla g : X — R fonksiyonu tanimlanabilir.
seX,r>
ii. g(z) = Se;{r}7f0>0[p(x +rs) —rf(s)] olur.

iii. h:E — R bir fonksiyonel olsun. f < g olmasi igin gerek ve yeter kosgul f < h|x
ve h < p olmasidir. Ayrica X konveks ve f konkav ise g altlineer olur.

iv. X konveks ve f konkav ise FF < P ve f < F|x olacak bigimde F' : E — R
fonksiyonel vardir.

(Bu problem [14]’den alinmistir, problem 3.103)
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1.6 Hahn-Banach Teoremi’nin Bir Bagka Kaniti

Bir onceki boliimde verilen Hahn-Banach teoreminin kaniti iki asamada ve-
rilmigti. Birinci agamada kullanilan yontem Helly’ye aitti. Bu teoremin farkh
bir kaniti, Helly esitsizligi kullanilmadan da verilebilir, bu altbéliimde bu
yapilacak. Kanitta kullanilacak temel argtimanlardan biri, her minimal altlin-
ner fonksiyonun, yani kendisinden farklh ve kiiciik altlineer fonksiyonu olmayan
altlineer fonksiyonun fonksiyonel oldugu kullanilacak®.

Asagida verilen iki teoremin kanit1 okura birakildi.

Teorem 1.9. E bir vektér uzay ve p : E — R altlineer olsun. Asagidakiler
denktir.

i. p bir fonksonel.
ii. Her x € E i¢in p(x) + p(—z) < 0.
ili. Her x € E i¢in p(x) + p(—x) = 0.

Teorem 1.10. E wvektor uzay ve p : E — R sublinear olsun. Verilen w € E
1¢in
quw(x) = sup{p(z + tw) — tp(w) : t > 0}

kuralyla tanimly g, : E — R fonksiyonu, q, < p esitsizligini saglayan altlineer
fonksiyondur.

Altlineer fonksiyon ile fonksiyonel arasinki temel bir iligki verilebilir. Bu
iligkiyi vermeden 6nce agagidaki teoremi kanitsiz olarak verelim.

Teorem 1.11. E bir vektor uzay ve p : E — R altlinner olsun. Her y € E
icin,

py(x) = inf{p(z +ry) —rp(y) : v = 0}

kuralwyla, py : E — R altlineer fonksiyonu tanimlanabilir ve py, < p esitsizligi
saglanar.

E vektor uzay ve p : E — R altlineer fonksiyonu, ¢ < p esitsizligini saglayan
her altlineer fonksiyonu ¢ icin, p = ¢ olma kosulu saglaniyorsa, p’ye minimal
altlineer fonksiyon denir.

Teorem 1.12. Bir altlineer fonksiyonun fonksiyonel olmast i¢in gerek ve yeter
kosul, minimal altlineer olmasidur.

8[3)’de bu kanit icin bilinen en basit denilmekte.
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Kanit: FE bir vektor uzay olsun. p : £ — R minimal altlineer fonksiyonu
verilsin. Teorem 13.8’de ifade edilidigi gibi E’de Her w € F igin, p,, sublinear

pw(z) = inf{p(z + tw) — tp(w) : t > 0}

kuraliyla, egitsizligini saglayan p,, altlinner fonksiyonu tanmimlanabilir. p, mi-
nimal oldugundan p = p,, olur. Ayrica,

p(—w) = pu(—w) < p(—w + w) — p(w) = —p(w)

elde edilir. Buradan da p(—w) + p(w) < 0 olur. Theorem 1.6 geregi de k p’nin
linear oldugu soylenebilir. Tersine, f : E — R fonksiyonel, p : E'— R altlineer
ve p < f esitsizligi saglansin. Her x € F igin,

0 =p(0) < p(z) +p(—x)
esitsizligi kullanilarak,
p(z) < flz) = —f(-z) < —p(—z) < p(z)

esitsizligi ve buradan da p(x) = f(x) elde edilir. = keyfi oldugundan da f =p
olur. Yani, f, minimal altlinner fonksiyondur. O

Bu teoremin kullanilmasiyla agsagidaki teorem verilebilir.
Teorem 1.13. Her altlineer fonksiyonun altinda kalan bir fonksiyonel vardar.

Kanit: E bir vektor uzay ve p : E — R altlineer fonksiyone verilsin. p’den
kiigiik ya da esit altlineer fonksiyonlarin kiimesini L ile gosterelim. Yani,

L={q:Q:E — R altlineer ve ¢ < p}

olsun. p € L oldugundan L bogkiimeden farkhidir. L’yi noktasal siralamaya
gore kismi sirali kiime olarak ele alalim. C' C L, bir zincir olsun. Her z € F
icin,

{a(x) : q € C}

kiimesinin alttan sinirli oldugunu goésterelim. Bunun olmadigini varsayalim.
Bu durumda her n € N igin t,, < —n olacak bi¢imde t,, € C vardir. ¢, altlineer
fonksiyonu

Gn(x) = min{t;(z) : 1 <i < n}
kuraliyla tamimlansimn. (g,) azalan ve her n i¢in g,(x) < —n olur.

0=qn(0) = qu(z + (—7)) < gn(7) + gn(—2) < —n + gu(—2)
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esitsizliginden,
n < gu(—2) < @1 (=)
esitsizligi elde edilir. Bu, ¢1(x) € R olmasiyla celigir. Dolayisiyla
f(z) =inf{t(z): t € C}

kuraliyla f fonksiyonu tanmimlanabilir. f fonksiyonunun altlineer oldugu ko-
laylikla gosterilebilir ve ayrica C’nin altsiiridir. Dolayisiyla, L'nin bir mini-
mal elemani vardir ve iistelik f, ayrica E’de minimal altlineer fonksiyondur.
Teorem 13.9 geregi, f lineer ve f < p olur. O

Simdi Hahn-Banach teoreminin farkli bir kamit1 verilebilir: £, F', p ve f Hahn-
Banach teoreminin ifadesinde oldugu gibi tanimlansin. Her y € F icin

f(=y) < p(-y)
oldugundan, her z € F icin
—p(=z) + f(=y) < —p(=2) + p(—y)
ve dolayisiyla,
—p(=2) < —p(=2) + p(=y) = f(=y)
olur. Bu ve
p(=y) —p(=z) < p(z —y)
olmasi kullanilarak,
—p(—z) <plz —y) + f(y)
estsizlig elde edilir. Bunlarin kullanilmasiyla,
q(z) = inf{p(z —y) + f(y) : y € F}
kuralyla g : E — R fonksiyonu tanimlanabilir.
q=p
ve her x € F icin
q(x) < f(x)

esitsizlikleri saglanir. ¢'nin altlineer oldugu da kolaylikla gosterilir. Theorem
13.10 geregl, f < g olacak bigimde, f € E* vardwr. Ayrica, F’de f < p < f
olmasi nedeniyle, F’de f = f esitligi elde edilir. Kanit tamamlanir. O
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1.7 Mazur-Orlicz Teoremi

Hahn-Banach teoremine denk olan teoremlerden biri, Mazur-Orlicz teoremi
olarak bilinir. Bu altboéliimde bu teorem kanitiyla verilecek. Hahn-Banach Te-
oremi kullanilarak kanitlanacak ve sonrasinda, aslinda denk oldugu gosteri-
lecek.

Teorem 1.14 (Mazur-Orlicz Teoremi [11]). E bir vektor uzay, p : E — R
sublinear, ¢ : T — FE ve a : T — R fonksiyonlar: verilsin. Asagidakiler
denktir.

1. Aggqidaki kosullar: saglayan f : E — R fonksiyoneli vardur.
i f<p.
ii. a < foe.
2. HerkeN, a; e RY, b; e T (1 <i<k) igin,
k

il aia(b) < p( 3 arp(bi)).

n=1

Kanit: ([16]) (1)’den (2)’nin elde edilebilecegi acik. (2)'nin gerceklestigini
varsayalim. Verilen x € F i¢in elemanlar, k € N, a; € R* ve b; € T olmak
uzere,

p(@ + gy ana(bn)) = Yon_y anc(bs)
olan kiime (S(z) ile gosterelim) alttan —p(—z) ile simrhdir. Yani,
—p(—a) < pla+ Xy anal(bn)) — Yy ana(by)
olur. Dolayisiyla,
q(z) = inf S(x)

kurahyla ¢ : £ — R fonksiyonu tanimlanabilir. ¢'nin altlineer oldugu da ko-
laylikla gosterilebilir. Ayrica,

qsp
olup, her t € T i¢in
a(=¢(t)) < p(—e(t) + (1)) — a(t) = —a(t)

esitsizligi elde edilir. Teorem 13.10 geregi f < ¢ olacak bicimde f € E* fonk-
siyoneli bulunabilir. Her ¢ € T icin

f(=¢@)) < qla(t)) < —a(t)
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ve buradan da, her ¢t € T icin

a(t) < fp(t))
esitsizligi elde edilir. Béylece a < f o ¢ olur. Yani (1) saglanir. O

Noktasal olarak iistten sinirh lineer fonksiyoneller ailesinin noktasal sup-
remumum fonksiyonunun altlineer oldugu kolaylikla gosterilir. Bunun tersi,
Mazur-Orlicz teoremi kullanilarak, altlineer ve fonksiyoneller arasindaki iligki
maksimum terimiyle daha iyi anlagilabilir.

Teorem 1.15. Bir vektor uzayda tanwml reel degerli bir fonksiyonun altlineer
olmasi i¢cin gerek ve yeter kosul, bir fonksiyoneller ailesinin noktasal maksi-
mimu olmasidar.

Kanit: F bir vektor uzay ve p : F — R fonksiyonu verilsin. p’nin altlineer
oldugunu varsayalim. e € E verilsin. ' = {t} olmak tizere, ¢ : T — ve
a : T — R fonksiyonlar: sirasiyla,

p(t) = e ve a(t) = p(e)

olarak tamimlansin. Mazur-Orlicz teoreminin denk kosullarindan ikincisi bu
fonksiyonlar icin saglanacagindan

fe < p, p(e) = Oé(t) < fe(‘p(t)) = fe(e)

olacak bi¢gimde f. : F — R fonksiyoneli vardir. Dolayisiyla f.(e) = p(e) elde
edilir. A ={f.:e € E} denilirse, her x € F igin

p(z) = max{f(z): f € A}

elde edilir. Teoremin diger yoni acik. O

Dikkat edilirse Mazur-Orlicz teoreminin kamiti Hahn-Banach teoremi kul-
lamilarak verildi. Aslinda Hahn-Banach Teoremi Mazur-Orlicz teoreminden
kanitlanabilir. Yani:

Teorem 1.16. Mazur-Orlicz ve Hahn-Banach Teoremleri birbirlerine denktir.

Kanit: Hahn-Banach Teoremi kullanilarak Mazur-Orlicz Teoremi kanitlandi.
(Teorem13.11.) Simdi Mazur-Orlicz teoremininin ZF gergeklestigini varsa-
yalim. E bir vektor uzayi, Fy, E’nin vektor altuzayr p : £ — R altlineer
ve fo: Eg — R fonksiyoneli her x € Ey i¢in fo(x) < p(x) esitsizligini saglasin.
p: Ey— F, a: Fy — R fonksiyonlar: sirasiyla

p(t) =t ve a(t) = folt)
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kurallariyla tanimlansin. Bu fonksiyonlar Mazur-Orlicz teoreminin ikinci kogu-
lunu saglar. Dolayisila f < p ve a < f o ¢ kogullarimi saglayan f fonksiyoneli
vardir. f'nin fp’nin bir geniglemesi ve f < p esitsizliginin saglandigi kolaylikla
gosterilir. g

Mazur-Orlicz teoremi kullanilar Sandwich teoremini (Teorem 13.7) kanit1 6yle
verilebilir: Teorem 13.14’de T' = E, her x € T igin p(z) = x ve a(t) = q(t)
alini, Teorem 13.14 kullanilarak kanit tamamlanir.

1.8 Hahn-Banach Genisleme (")zelligi

Bir topolojik uzaymn altuzayinda taniml siirekli her fonksiyonun biitiin uzaya
stirekli geniglemesi olmayabilir. Bu durumun topolojik vektor uzaylarda kargili
su soruyla sorgulanmaya caligilabilir: Bir topolojik vektor uzaym altuzayinda
tanimli stirekli fonksiyonelin biitlin uzaya stirekli fonksiyonel geniglemesi var
midir?

Tanim 1.1. Alt uzayinda tanimh siirekli her fonksiyonelinin {ist uzaya siirekli
fonksiyonel genislemesi olan topolojik vektoér uzayin Hahn-Banach genigleme
ozelligi var denir.

Teorem 1.17. Her konveks uzaiynn Hahn-Banach genisleme ozelligi vardar.

Kanit: FE yerel konveks uzay, F', E’'nin bir altuzay: ve f : F — R stirekli
fonksiyonel olsun. f, F’de sifirn bir komgulugunda sinirlir. (Neden, hangi te-
orem geregi?) E konveks uzay oldugundan her x € U N F igin |f(z)| < 1
olacak bicimde E’de sifirin mutlak konveks komgulugu U vardir. py, U'nun
Minkowski fonksiyoneli olsun. Yani, py : £ — R fonksiyonu

pu(x) =inf{r:r >0,z € rU}
kuraliyla tanimlansin. py siirekli yarinorm olur. Ayrica her x € F igin
[f(@)] < pu(z)
esitsizliginin saglandigi kolaylikla gosterilir. Hahn-Banach teoremi geregi, f'nin
siirekli fonksiyonel geniglemesi vardir ve F' < py egitsizligi saglanir. 0
Bu teoremin kanitinda kullanilan yaklagimla agagidaki teorem kolaylikla kanitlanabilir.

Teorem 1.18. Sifirdan farkl bir topolojik vektor uzayin dual uzayinan sifirdan
farkly olmasu i¢in gerek ve yeter kosul, sifirin uzaydan farkl konveks komsulugunu
olmasidar.
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Bu teoreme kargin dual uzay: sifirdan farkli bir topolojik vektor uzayin
yerel konveks uzay olmasi gerekmez.

Ornekler

1.1. E =1, (0 < p < 1) uzaym yerel konveks olmayan Hahn-Banach genisleme 6zelligi olan
topolojik vektor uzaydir.

1.2. E = Ly([0,1]) uzayr dual uzay: sifir olan uzaydir.

Topolojik vektor uzaylarin 6nemli problem simiflarindan biri, “complemented
altuzay” olup, su bicimde ifade edilebilir: E bir vektor uzay ve F', E’nin kapal
altuzay1 olsun. £ = F @ G olacak bi¢imde kapali G alatuzay: var midir?
Konveks uzaylar icin kismi bir yanit asagidaki gibi verilebilir.

Teorem 1.19. E Hausdorff konveks uzay ve G, E’nin kapaly altuzayr olsun.
E’nin E = F ® G olacak bicimde kapaly altuzayr G vardar.

Kanit: F Hausdorff konveks uzay ve F', E’nin sonlu boyutlu alt uzay: olsun.
B ={x1,...,xn}, F'nin boyutu olsun. Her ¢ i¢in fj : F' — R fonksiyonu

Je(Ooiy rixs) =g

olarak tanimlansin. Her fj, siirekli ve lineer ve dolayisiya E’ye stirekli geniglemesi
fr : £ — R vardir. P: E — FE fonksiyonu

P(z) = 3L, fiz)z;
kuraliyla tanimlansin. P fonksiyonu siirekli ve lineerdir.
G={x—P(x):xz € FE},

FE’nin kapali alt uzayi olup, £ = F & G olur.

1.9 Hahn-Banach Teoreminin Bir Genellemesi

Hahn-Banach teoreminin bircok genellemesi olabilir. Bunlardan biri bu boliimde
verilecek. Her ne kadar bu teorem kitapta kullanilmayacak olunsa da, Hahn-
Banach teoreminin daha yakindan tanmmasimi saglayacaktir®.

Teorem 1.20 (Agnew-Morse [5]). E, F, f ve p Hahn-Banach Teoreminde
oldugu gibi tanimlansin. A C L(E) ve her A,B € A i¢in AB = BA olsun.
Her A e Avey € F igin

A(F) C F ve f(Ay)) = f(y)

«

9Lax, Fonksiyonel Analiz adli kitabinda bu teorem icin “...is both useful and beautiful”

demekte.
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oluyorsa f’nin f < p esitsizligini ve her v € E igin

F(A(x)) = f(x)
esitliging saglayan lineer genidlemesi f vardar.

Kanit: Once A'mn bir birim operatérii iceren yarigrup oldugunu varsayalim.
C, L(E) vektor uzaymda A’'min konveks tamlanisi olsun. Yani,

C= {2?21 rid; ineN,r; > O,Z?:l r; =1}.
Her z € E icin
{p(C(x)): C € A}

kiimesi alttan simirhidir: Gergekten de, Aq,..., A, € A, r1,...,7 < 0 ve 71 +
... + 7, = 1 olmak {izere her x € F i¢in,

p(iy ridi(—x)) < 30 rip(Ai(=w))) = 30 rip(—z) = p(—2)
olur. Buradan
—p(=z) < —p(32iy ridi(—2)) = —p(— 2o, riAi(x)) < p(3oi, ridi(w))

elde edilir.
Boylece

9(x) = it {p(C(a)) : C € C}

kuralhiyla g : £ — R fonksiyonu tamimlanabilir. I € C oldugundan g < p
esitsizligi saglanir. g’nin altlineer oldugu kolaylikla gosterilebilir. p pozitif ho-
mojen oldugundan, g’de pozitif homojen olur. ¢g’'nin alttoplamsal oldugunu
gostermek igin: x,y € E verilsin. € > 0 i¢in g’nin tanimi geregi,

g9(z) < p(C(z)) < g(z) +eve gly) <p(D(y)) < g(y) +e
olacak bicimde C, D € A bulunabilir. Buradan,

g(x +y) <p(CD(z +y)) =p(CD(x) + p(CD(y)) < p(CD(x)) + p(CD(y)) <
g(w) + g(y) + 2¢

esitsizligi elde edilir. € > 0 keyfi oldugundan da

g(z +y) < g(x) +9(y)

olur. Boylece ¢’nin sublinear oldugu gosterilmis olur. Her z € F' ve C' € C icin

C(z) € F ve
F(C@) = f( i ridi(@) = 2imy rif (Ai(2)) = 205, rif () = f (@)
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olur. Buradan

fly) = f(C(y)) < p(C(y))

elde edilir. C lizerinden infimum alinarak,

fy) < g9(y)
esitsizligi elde edilir. Buna Hahn-Banach teoremi uygulanarak f’nin
f<g

esitsizligini saglayan fonksiyonel genislemesi f elde edilir. Her z € F ve A € A
verilsin. f(z) = f(A(z)) oldugunu gésterelim. Her n € N igin

C,=1ynmtAlec
olur. Ayrica
Cull = A) = 1(1 — A)

oldugunu not edelim. x € E verilsin. g’nin taniminida kullanarak

gz = Az)) < p(Cu(z — A(z)))
= p(Cull = A)(2))
= p(z(z - A"(x))
< Lp(x) + p(~A"(2))]
= ylp(x) +p(-2)]

elde edilir. Buradan, n — oo alirak,
Jim g(z — A(z)) <0
esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla
f((z = A(2))) <0
esitsizligi, yani
flz) < f(A(2))
olur. x keyfi oldugundan, bu esitsizlikte x yerine —x alarak,
f(A(2) < f(=)
elde edilr. Buradan da,
f(A@)) = f(z) <0

elde edilir. Kanit tamamlanir. O

Yukaridaki teorem her ne kadar Hahn-Banach teoreminin genellemesi olsa da,
Hahn-Banach teoremine denktir.
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1.10 Vektor Uzay Degerli Hahn-Banach Teoremi

Temel olarak iki versiyon biciminde verilen Hahn-Banach teoreminin ikinci
versiyonu reel degerli ve siralama iizerinden verilmisti. Bu teorem sirali vektor
uzaylara genellenebilir. Bu boliimde bu tiir genellemeler belirli denklikler tize-
rinden verilecektir. Bunun 6ncesi hatirlayalim: Bogkiimeden farkli sonlu her
altkiimesinin supremumu olan sirall vektor uzaya Riesz uzayi (vektor lattis)
denir. F, bir Riesz uzay1 olmak iizere,

[,y ={z€ F:z<z<y}

bi¢imindeki E’nin altkiimesine sira aralik, ve bir sira araligin altkiimesi olan
her altkiimeye sira sinirli kiime denir. Ustten sinirhi her altkiimesinin sup-
remumu ve infimumu olan Riesz uzaya Dedekind complete Riesz uzayi
denir.

Tanim 1.2. I, Gistten yonli bir kiime, Z, Dedekind tam Riesz uzay ve B(1, Z),
I’dan Z’ye tanmimli sira sinirh netlerin vektor uzay: olsun. Her f € B([I, Z) i¢in,

q(f) = sileu;;gfif(j) ve p(f) = ;gs]ggf(j)

kuraliyla q,p : B(I, Z) — Z fonksiyonlar1 tanimlansin. Her f € B(I, Z) igin,

q(f) < LIM(f) < p(f)

esitsizligini saglayan LIM : B(I,Z) — Z fonksiyoneline Banach limit denir.

Yukarida verilen tanimda I = N alma durumunda B(/, R) uzaymin Banach
limitine Banach-Mazur limit denir.
Asagida verilen teorem ve kanit [20)’in 12.34. kismindan alimmigtir.

Teorem 1.21. ' E bir vektor uzay, F, E nin vektor altuzayr ve Z Dedekind
tam swraly vektor uzay olsun. Asagidakiler denktir.

i. I, yonli kime olmak dzere sira sinarl netlerin Riesz uzayr B(I, F) 'nin
Banach limiti vardar.

ii. p: E — Z konveks fonksiyon, f : F — Z, her x € F i¢in f(x) < p(z)
esitsizligini saglayan fonksiyonel ise, f'nin g < p esitsizligini saglayan
fonksiyonel genislemesi g : E — Z vardar.

ili. p: E— Z altlineer, f : F — Z, her x € F i¢in f(x) < p(x) esitsizligini
saglayan fonksiyonel ise, f'nin g < p esitsizligini saglayan g : E — R
fonksiyonel genislemesi vardar.

0By teorem ve kanit [20]’in 12.34. kismindan alinmigtr.
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iv. p: E — Z konveks fonksiyon ise her x € E i¢in p(x) = max;cs p;(x)
olacak bi¢imde afine fonksiyonlary ailesi (p;) vardr.

v. p: E — Z altlineer fonksiyon ise her x € E i¢in p(x) = max;es pi(z)
olacak bigimde afine fonksiyonlar: ailesi (p;) vardur.

vi. C C E konveks kiime olmak tizere, p : E — Z konkav ve p : C — Z
konveks fonksiyonlary her x € C i¢in q(x) < p(x) esitsizligini saglasin.
Her z € C igin q(z) < f(x) < p(x) esitsizligini saglayan afine fonksiyon
f:C — Z vardar.

Kanit: Kanmit verilirken siklarda verilen bicimiyle semboller hakkinda bir
aciklama yapilmadan kullanilacaktir.

i1 = 441: Her altlineer fonksiyonun bir konveks fonksiyon olmasi nedeniyle is-
tenilen acik.

i1 = iv: kg € F verilsin. q¢ : £ — Z fonksiyonu

q(z) = p(z + x0) — p(wo)

kuraliyla tanimlansin. g fonksiyonun konveks oldugu kolaylikla gosterilebilir.
F = {0} alarak, varsayim geregi, g < ¢ olacak bi¢imde ¢g : E — Z fonksiyoneli
bulunabilir. Ayrica,

fuo(2) = g(x — 20) + p(20)

kuraliyla tanmiml f,, : E — Z fonksiyon afine olup, fz, < p olup, fu,(z0) =
p(zo) olur. Bu istenileni kanitlar.
iii = i: E = B(I, Z) diyelim. f € F neti,

supinf f(j) = inf sup f(j)
iel 127 el >0

estligini saglhyorsa, f’ye yakinsak diyelim, ve bu durumda

lim(f) = supinf f(j) = inf sup f(j)
icl 12J i€l j>;

yazalim. E’nin yakinsak netlerinin kiimesi E’nin bir vektor altuzay olup, F'ile
gosterelim. F’den Z’ye f — lim(f) kuraliyla tanimh lim : F' — Z fonksiyonun
bir fonksiyonel oldugu kolaylikla gosterilebilir. Ayrica,

p(f) = gszg) f()

kurahyla p : F — Z fonksiyonu tanimlanabilir. p, bir altlineer olup, her f € F
icin,

lim(f) < p(f)
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esitsizligi saglanir. Varsayim geregi, lim fonksiyonelinin, her f € E igin

LIM(f) < p(f)

esitsizligi saglayan fonksiyonel genislemesi LIM : E — Z fonksiyoneli vardir.

LIM bir Banach limittir.

iv = v: Her altlineer fonksiyonun bir konveks fonksiyon olmasi nedeniyle iste-

nilen agik.

v = i p(f) = 12;8;1[) f(4) kurahyla tammh p : B(I,Z) — Z fonksiyonu
i>j

altlineer olur. Varsayl_m geregi,
LIM(0) = p(0)

olan, LIM < p esitsizligini saglayan, affine LIM : B(I,Z) — Z fonksiyonu
vardir. LIM(0) = 0 olmasi nedeniyle, LI M bir fonksiyonel olur. Ayrica,

—LIM(f) = LIM(=f) < p(=f)
esitsizligi kullanilarak,

sup inf f(j) < LIM(f)

iel 12

esitsizligi elde edilir. Boylece, LIM fonksiyonelinin bir Banach limit oldugu
gosterilmig olur.

i = 4i: Her S C F icin agagidaki kogullar: saglayan g : E — Z fonksyoyonlarin
kiimesi Fjg ile gosterilsin.

i. Her z € E igin —p(—z) < g(x) < p(z)
ii. g'nin span(F U S) altuzayma kisitlanigi fonksiyonel.
iii. Her z € F i¢in g(x) = f(x)
Her S igin Fg kiimesi bogkiimeden farkhidir.
I'={(9,5): g€ Fs},
(91,51) < (92,52) & S1 C S

siralamasina gore yonli kiime olarak alinsin. Varsayim geregi B(I, Z)’nin en
az bir Banach limiti vardir. LIM, bir Banach limit olsun. Her x € F icin,

Hx((g7 S)) = g(l‘)

kuraliyla H,, : I — Z fonksiyonu tanimlanabilir. Her ¢ € I igin

—p(—z) < Hy(i) < p(x)
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oldugundan, H, € B(I, Z) olur.
foo(x) = LIM(F,)

kuraliyla foo : £ — Z fonksiyonu tanimlanabilir. Her e € Z igin, € fonksiyonu
€(i) = e kuraliyla tamimh € € B(I, Z) olmak {izere, her i € I ve z € E i¢in

Hy, < p(x)

olmasi nedeniyle,

foo(@) = LIM(Hz) < LIM (p(z)) = p(=)

olur. Ayrica, x € F ve i € I igin,

Fo(i) = fo(z) ve foo(z) = fo(z) = LIM(fo(x))

oldugu aciktir. Yani, fo, fo fonksiyonelinin geniglemesidir.

foo fonksiyonunun bir fonksiyonel olmasi kaniti tamamlayacaktir. x,y € E
verilsin ve S = {z,y} diyelim. Fg bogkiimeden farkli oldugundan, i = (g, S) €
Fg segebiliriz. a, § € R verilsin.

glazx + By) = ag(z) + Bg(y)

olamasindan,
Heuppy(1) = aHy (i) + BHy (i)

elde edilir. LIM fonksiyonunun fonksiyonel olmasida kullanilarak,

foo(O(-r + By) = afoo(x) + ﬂfoo(y)

estligi elde edilir. Yani, fo, fonksiyoneldir. Teoremin ifade bigimine uygun ol-
mast acisindan f,, = g alinarak kanit tamamlanir.
1 = vi: Kanit, i¢ asamada verilecek.

E bir vektor uzay, C C E konveks, g : C' — Z konveks fonksiyon, e : C — Z
konkav fonksiyon olmak iizere, e < g esitsizligi saglansin.

Kanit1 once

inf{g(z) —e(z):2€C} =0

esitliginin saglandigini varsayarak verelim. Sonrasinda genele kolaylikla gegilebilir.
(Neden?)

M, e < f < g esitsizligini saglayan konveks f : C — Z fonksiyonlarin
kiimesi olsun. g € M oldugundan, M bogkiimeden farklidir.

a. Her f € M ve r+s =1 egitligini saglayan r, s € (0, 1) sayilarina karsihik
p < f ve her z,y € C igin,
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rp(x) + sp(y) < p(rz + sy)
esitsizligini saglayan p € M vardir:
asagida verilen bicimde fy = f olmak tizere, M’de

fozhfhz.>2f>..

olacak bigimde bir (f,) dizisi olusturulacak. fo = f € M alalim. n € N olmak
uzere,

olacak bicimde f; € M fonksiyonlar1 verilsin. e konkav ve e < f, olmasi
nedeniyle, her z,y € C icin,

e(z) < plfulra + sy)]

esitsizligi saglanir. Dolayisiyla,
fn-‘rl(‘r) = yuelg %(fn(rx + Sy) - Se(y))

kuraliyla fonksiyon f,11 : C — Z tanimlanabilir. e < f, 1 esitsizligi de
saglanir. Ayrica, f, fonksiyonunun konveks ve e fonksiyonu konkav olmasi
nedeniyle f,+1 fonksiyonunun da konveks oldugu biraz ¢abayla gosterilebilir.
fn < g ve f, konveks oldugundan, her x,y € C igin,

Lzt =) < () + 3 (fal) =€) < ful@) + 3 (0() — ()

esitsizligi elde edilir. Bu egitsizlikte y’yi sabit tutup x tlizerinden infimum
alinarak ve

inf (g(z) — e(2)) =0

olmasi da kullanilarak,
frt1 < fn
esitsizligi elde edilir. Ayrica f,11 € M olur.
p(x) = inf f,(x)
kurahyla p : C' — Z fonksiyonu tanmimlanabilir. p € M oldugu aciktir.

p(z) = inf L(p(rz + sy) — se(y))

esitligi saglanir.
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p<f

ve her z,y € C igin

rp(x) + sp(y) < p(ra + sy)
esitsizligi saglanir ki, bu istenilendir.
b. feMve (ri,x1),...,(rj,zy) € (0,1) x C verilsin. Her y € C ve 1 < j <
J icin

q(y) < f(y)

ve

q(rjz;+ (L =rj)y) = rjq(z;) + (1 —rj)q(y)
esitligini saglayan ¢ € M vardir:
verilen sonlu diziyi Her £k € N ve 1 <17 < J i¢in,

Tkj+i = Ti C€ T j+i = T4

olarak tanmimlayarak (0, 1) xC kiimesinde ((7;, z;)) dizisini tanimlayalim. Asagida
verilen 6mtemle, M’de

fizpr=>fo=zp2> ..

esitsizligi saglanacak bigimde M’de (f,) ve (p,) dizileri goyle tanimlansin:
fi = f alarak, p € M, (a)’da belirtilen bigimde tamimlansin. n > 1 olmak
tizere f, € M verilsin, ve p,, (a) da oldugu gibi tamimlansin. yani, f, > p,, ve
S$p = 1 — 1, olmak lizere her x,y € C icin,

pn("“n-r + Sny) > Tnpn(x) + Snpn(y)
esitsizligi saglansin.
fr1(y) = i[pn (rnan + snY) — Tnpn(@n)]

kuraliyla f,+1 : C — Z fonksiyonu tanimlanabilir. f,,+; fonksiyonu konveks
olur, e < fj, 11 esitsizligini saglar. diger taraftan p, konveks oldugundan f,,+1 <
pp, olur. Béylece f,,11 € M olur. Her x € C igin,

inf fn(x) = inf Qn(x)
n n
oldugunu not edelim. ¢ : C' = Z fonksiyonu,

Q(x) = i%f fn(x)(: i%f Qn($))
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kuraliyla tanmimlansin. 7 € N sabit verilsin. Her k € N igin,
ng = j +kJ
olarak tanmimlansin. Bu durumda,
Ty = T, Sny, = S5 V€ Ty, = T
oldugunu not edelim.

ply) = inf Jre1(y)

= Sij[q(rjxj + s;y) — ri9(z;)]

estligi elde edilir. Boylece (b) gosterilmis olur.
Simde (b) kullanilarak teorem tamamlanabilir: @) C (0,1) x C kiimesi ve-
rilsin. Her (r,z) € Q ve y € C' igin

q(rz + (1 =r)y) = rq(z) + (1 —7r)q(y)

esitsizligini saglayan ¢ € M’nin olabilecegi (b) de gosterildi. Bu 6zellikteki
(Q, q) ikililerinin kiimesini A ile gosterelim.Her (@, q) € A i¢in

m((Q,q)) = q(x)

kuraliyla 7, : A — Z fonksiyonu tanimlanabilir. 7,(A) C [e(z), f(z)] olur.
Boylece m, € B(A, Z) olur. A,

(@ c(Tt)eQCT

siralamasina gore yomli kiimedir. Varsayim geregi Banach limit LIM : B(A,Z) —
Z vardir. f: C — Z fonksiyonu,

f(z) = LIM (7y)
kuraliyla tanimlansin. Her z € C igin
e(z) < f(z) < g(x)

esitsizligi saglanir. f'nin afine oldugunu gostererek kanit tamamlanacak. x,y €
C ve r € (0,1) verilsin. (r,z) € @ olacak bigimde (@, q) € A segilebilir.

q(re+ (1 —r)y) =rq(z) + (1 —r)q(y)
olmasi nedeniyle,

Wrw-l—(l—r)y(Qa y) = TWm(Q7 y) + (1 - T)Wy(Q7 y)

olur. Buradan da
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flra+ @ —=r)y) =rflz)+ 1 -r)f(y)

elde edilir. Yani, f afine olur.
vi =1i: q,p: B(I,Z) — Z fonksiyonu, sirasiyla,
q(f) = supinf (i) ve p(f) = inf sup f(i)
iel 321 i€l j>;

kuraliyla tanimlansin. ¢ konkav ve p konveks oldugundan, varsayim geregi her
f € B(I,Z) iin,

q(f) < H(f) <p(f)

esitligini saglayan H fonksiyoneli vardir. Tanim geregi, H Banach limit olur.

1.11 Genisleyebilir Norm Uzay

Hahn-Banach teoreminin birinci versiyonunu genellemeyi amaclayarak su so-
ruyu soralim: Z bir normlu uzay olsun. Verilen her F norm uzay i¢in, F', E'nin
altuzayi ve h : F' — Z siirekli operatorii verildiginde, h’nin

[ H [ = [[n]]

esitligini saglayan siirekli ve genislemesi olan H : F — Z operatorii var midir?
Bu giizel sorunun yanitinin evet olamasi icin gerekli ve yeterli kosul, bir K
Stonean uzay1 (yani acik her kiimenin kapanigi agik olan kompakt Hausdorff
uzay) i¢in Z = C(K) olmasidir. Bu noktada daha detayli soru sormayin, su
anda konumuz o degil.

Iki tanim verelim.

Tanim 1.3. Z bir norm uzay olsun ve su kosulu saglasin: E bir norm uzay, F’
FE’nin altuzay1 ve h : F' — Z siirekli fonksiyonel oldugunda h’nin geniglemesi
ve ||H|| = ||h|| estligini saglayan siirekli H : E — Z operator vardir. Bu
durumda, Z’ye genigleyebilir uzay denir.

Tanim 1.4. F' normlu uzay olsun ve su ozelligi saglasin: F'; E’nin normaltu-
zayl ise normu bir olan P : F — FE projeksiyonu vardir. Bu durumda F’ye
projeklenebilir uzay denir.

Teorem 1.22. Genisleyebilir norm uzay Banach uzayidar.

Kanit: Z genisleyebilir uzay ve F, Z’nin tamlanis1 olsun. Birim operatorin
I:7Z — Z (1(z) = ) genislemesi ve ||I|| = ||I]| esitligini saglayan I : E — Z
operator vardir. Buradan Z = E oldugu kolaylikla gosterilebilir. (izometrikli
izomorfik uzaylar anlaminda, anlamigimizdir!) O

Teorem 1.23. Her genisleyebilir uzay projeklesebilir uzaydar.
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Kanit: 777
Genigleyebilir uzay yapisinin Hahn-Banach teoremi ile iligkisini anlamak
icin agagidaki 6nsava ihtiyacimiz var. Once bir tanim:

Tanim 1.5. E bir Banach uzay1 olmak iizere, C, E’'nin kapali kiireler olan bir
aile ve C'nin verilen keyfi iki elemaninin arakesiti bogkiimeden farkli oldugunda
C’nin arakesiti bogkiimeden farkh oluyorsa, E’ye ikili arakesit 6zelligi olan
uzay denir.

Onsav 1.24. F, ikili arakesit ozelligi olan Banach uzayr olsun. E bir normlu
uzay, N, E’nin kapaly altuzayr ve A : N — F siirekli operator olsun. w €
E\ F olmak iizere, ||A|| = ||B|| olacak bi¢imde A’nin genislemesi olan siirekli
operator B : '+ Rw — F vardr.

Kanit: Her y € F igin, w ile A~!(y) uzay1 arasidaki uzaklk, d(w, A~'y) olmak
lzere,

p(y) = ||Alld(w, A~ (y))
kurahyla p : F — R fonksiyonu tanimlansin. Yani,
p(y) = 1Al inf{|lw — ]| : 2 € A7} (y)}
olsun. p(y) > 0 oldugunu not edelim. y1,y2 € F olmak iizere,
x1 € A7 (y) ve xg € A7 (ya)
verilsin.
1 = vell < [|All[lz1 — w] + ||A[|[lz2 — wl| < p(y1) + p(y2)

esitsizligi elde edilir. Her y € F' ve r > 0 igin, y merkezli r yaricapl kapali
kiime B(y,p(y)) olarak gosterilmek tizere,

C={B(y,p(y)) : y € A(N)}
olarak tammmlansin. Her y1,y2 € A(N) igin,

lly1 — val| < p(y1) + p(y2)

olmas1 kullanilarak, C’nin keyfi eki elemaninin arakesitinin bogkiimeden farkli
oldugu gosterilebilir. F’nin ikili arakesit 6zelligi oldugundan,

yoeﬂc

segilebilir. Yani, her y € A(N) igin,

llyo — vl < p(y)
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olacak bicimde yy € F' vardir. Dolayisiyla, her z € N i¢in
|A(z) = oll < p(A(x)) < [|Alf[lw — ||
esitsizligi elde edilir. x € N ve r € R igin,
B(x +rw) = A(z) + ryo

kuraliyla B : N + Rw operatorii tamimlanabilir. B bir operatér ve A’nin
geniglemesi olup, ayrica,

1B(z +rw)|| < [[A]llJz + 7wl

oldugu kolaylikla gosterilebilir. Buradan, B’nin siirekli oldugu ve ||B|| < ||A]]
esitsizligi elde edilir. ||A|| < ||B]| oldugu da aciktir ve dolayisiyla, ||A|| = || B]|
esitligi elde edilir. Kanit tamamlanir. O

Simdi asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 1.25 (Nachbin [12]). Bir Banach uzayin genisletilebilir olmasu igin
gerek ve yeter kosul, ikili arakesit 6zelliginin olmasidar.

Kanit: F', Banach uzay verilsin. E’nin ikili arakesit 6zelliginin oldugunu var-
sayalim. E bir normlu uzay, N, E’nin altuzay: ve A : N — F siirekli oleretor
olsun. S, elemanlar:

i. N, M’yi kapsayan E’nin altuzayi
ii. K : N — F siirekli operator, A'nin genislemesi ve ||A|| = || K||
kosullarim saglayan (N, K) ikililerinden olugsun. S kiimesini
(N1, K1) < (N2, K2) < N1 C N ve her z € Ny igin K (z) = Ka(z)

siralamasina gore kismi sirali kiime olarak ele alalim. S’de her zinicirin bir st
siirinin oldugu gosterilebilir. Zorn lemmanin uygulanmasiyla, S’de (N, Axo)
maksimal elemani bulunabilir. Onsan 13.23 kullanilarak, Ny, = F oldugu da
gosterilebilir. Boylece E’nin genisletilebilir oldugu gosterilmis olur.

Simdi F’nin genisletilebilir oldugunu varsayalim. Her i € [ i¢in, B(x;,7;),
x; merkezli r; yarigali kapal kiireyi gostermek igin

C= {B(wi,m):iEI}

kiimesi verilsin ve C’nin keyfi iki kiimesinin arakesitinin bogkiimeden farklh
olsun.

N B(xi,ri) =10

il
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oldugunu varsayalim. For x € {z; : i € I} icin,

r(z) =inf{r; : x; = z}
olarak tanimlansin. r(x) > 0 olur. (Neden?) Dolayisiyla her z,y € {z; : i € I}
icin,

|z —yll <r(@) +7(y)
esitsizligi saglanir.

T ={B(zi,r(z;): 1€ 1}

olarak tammlsin. 7 'nin keyfi iki elemaninin arakesiti bostimeden farkli (Ne-
den?) olmasmin yaninda,

NT =10
olur. (Neden?) z¢ € S verilsin. Her y € F'\ {x; : i € I} igin
r(z) = ly — ol + r(xo)

olarak tamimlayarak, r fonksiyonu F’ye genigletilebilir. Genisletilen bu fonksi-
yonu yine r ile gosterelim. Her y € F' igin r(y) > 0 olur.

K=U{By,r(y) :yeF}

olarak tanimlayalim. nin keyfi iki elemaninin arakesiti bogkiimeden farkl ve
her z,y € F' icin

|z —yll < r(z) +r(y)
olur. Ustelik,
NK=10
olur. Asagidaki kosgullari saglayan p : ' — R fonksiyonu vardir. (Neden?)

i.p<r.

—e

i. ||z =yl < pla) + p(y).

—-

iii. [p(z) —p(y)| < [lz —yl|-
iv. p konveks.
Ayrica,

v. Her y € F igin p(y) > 0: p(yo) < 0 olacak bigimde yy € F olsaydi, her
y € F igin,
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r(y) = p(y) = p(y) + p(yo) = [ly — vol|

olurdu ki, bu durumda
Yo € ﬂ K=0

celigkisi elde edilirdi.

Bunun yaninda agagidaki kogrllari saglayan bir Z normlu uzayi vardir (Ne-
den?):

i. F, Z’nin altuzayidir.
ii. Z = span(F U{zp}) olacak bicimde zyp € Z \ F vardur.
iii. Her z € F i¢in p(x) = ||z — w]|.

I : F — F birim operator olsun. F' genisgletilebilir uzay oldugundan I'nin
normu bir olan fonksiyonel genislemesi P : Z — F vardir. P, Z'den Z’ye
tamimh P(Z) = F olan bir projeksiyon olur. yo = P(zp) diyelim. Her z € Z
icin,

1P(2) = wol| = [|[P(P(2)) — 2ol < [|P(2) — ol|
esitsizligi gergeklesir. Ayrica, P(Z) = F olmasi nedeniyle, her y € Y igin,

Iy = woll < [ly = 20ll = p(y)
esitsizligi elde edilir. Buradan,
yweNK=0
celigkisi elde edilir.

Aligtirmalar

1.13. Teorem 13.25’in kanitinda beg kez “Neden?” sorusu soruldu. Bunlarin yaniti ¢ok kolay
olmasa da, yanitlamaya ¢aligin. Bu konuda detayl bilgiye [14]’den (8.8) ulagilabilir.

1.14. K, kompakt Hausdorff uzay olmak tizere, F = C(K) uzayin Riesz uzay1 ve norm uzay
(supremum normuna gore) olarak ele alalim. E’nin bir altkiimesinin sira aralik olmasi
igin gerekli ve yeterli kogulun, kapali kiire olmas1 oldugunu gosterin.

1.15. Bir K kiimesinden R’ye tanimh sinirh fonksiyonlarin kiimesini B(X) ile gosterlim. sup-
remum normu ile donatilmig B(X) uzaymin genigletilebilir oldugunu gosterin.

1.16. K, kompakt Hausdorff uzay olsun. E = C'(K) uzay1 (Riesz ve supremum normuna gore
norm uzay) Dedekind tam ise, genigletilebilir uzay oldugunu gosterin: S, E’nin kapali
kiirelerinin bir kiimesi ve ikigerli olarak arakesitleri bogkiimeden farkli olsun.

S=A{lfigi] :i € I}
bi¢imindedir. Her ¢,5 € I igin [fi, gs] N [f;,g;] kiimesi bogkiimeden farkli oldugundan,
fi < gi oldugu gosterilebilir. Dolayisiyla,
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1.17.

1.18.

1.19.

1.20.

1.21.
1.22.

1. Hahn-Banach Teoremi
g=supg; <inf f; = f
iel jel

olmak tizere,

9, /1CNS

olur. Teorem 13.26’dan istenilen elde edilir.

n > 2 dogal say1 olmak iizere, normu Oklid normu olan R™ norm uzaymnmn genisletilebilir
olmadigini gosterin.

co uzayinin genigletilebilir olmadigin1 gdsterin.

F bir norm uzay olsun ve su kosulu saglasin: F', E’nin bir norm altuzay: ise P(E) = F
olan siirekli projeksiyon P : E — FE vardir. Bu kosulu saglayan F' norm uzayaina
projeklenebilir uzay denir.

Genigletilebilir bir uzayin kapali altuzayimin genisletilebilir olmas1 gerekmedigine iligik
ornek verin.

Bir norm uzayin dualinin genigletilebilir bir uzayin norm altuzayi oldugunu gésterin.

Genigletilebilir bir uzay: projeklenebilir altuzayinin genisletilebilir uzay oldugunu goste-
rin.
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