1. 1kili Sitem ve Dual Sistem

E bir topolojik vektor uzay ve E’, E uzaymin topolojik duali olsun.
<> (x, f) =<z, f>
yazmak siiretiyle,
<z, f>=f(z)
kuraliyla <, >: E' x E' — R fonksiyonu tamimlanarak,
(E,E',<,>)

ticliisii elde edilebilir. Bu {icliiniin temel ozelligi, £ ve E’ uzaylarimin vektor
uzay olmalar1 ve <, > fonksiyonunun ikili fonksiyonel olmasidir. Olusturulan
bu tgli (ikili sistem olarak adlandirilacak) tizerinden topolojik vektor uzay
kavraminin bircok 6zelligi daha genis bir cerceve iizerinden anlagilabilir. Ornegin,
ayni vektor uzay ilizerinde tanimli topolojik dualleri egit olan konveks topolo-
jilere gore konveks kiimelerin kapaniglariin esit oldugu gosterilebilir. (Teorem
16.4.) Dahasi, bu tiir iigliiler tizerinden konveks uzay kavrami genellenebilir.

Yukarida verilen ikili sistem, E topolojik vektor uzayr yerine keyfi bir
vektor uzay E, E’ yerine yine keyfi bir vektor uzay F alinarak ve <, >: ExXF —
R ikili fonksiyonel olmak tizere, (E, F, <, >) ti¢liisiine genellenebilir ve bu ticli,
ikili sistem olarak adlanirilir ve genel olarak < FE, F > ile gosterilir. <, >
fonksiyonuna bu ikilinin dualitesi denir.

Bu boliimde bahsedilen ikili sistem tizerinden inga edilen konveks uzay
kavram detayh olarak caligilacaktir. Uretilen bu topolojiler genel olarak po-
lar topoloji olarak adlandirilir. Birgok cesit polar topoloji iiretilebilinmesine
kargin, bunlardan

i. zayif topoloji,
ii. Mackey topoloji,

iii. kuvvetli topoloji,
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olarak adlandirilan polar topolojilerle 6zel olarak ilgilenilecektir. Bu topolojiler
arasindaki iligkiler belirlenirken uzayin,

i. smirls,
ii. eg stirekli,
iii. zayif kompat

olarak adlandirilan altkiimeleri ve bunlar arasindaki iligkiler temel ogeler ola-
cak. < F, F > ikili sistemine gore tanimlanan bu topolojiler, zayif, Mackey ve
kuvvet topolojiler sirasiyla o(E, F), 7(E, F') ve B(E, F') olarak gosterilir, ve
aralarindaki temel iligki,

o(E,F)CT(E,F)CpB(E,F)

olup, bunlar arasindaki iligkiler detayl olarak gahsilacaktir. Ayrica, (E, 7), to-
polojik duali F’ye “egit” (Tanim 16.14 sonrasinda yapilan agiklama anlaminda)
olan bir konveks uzay ise, 7 topolojisinin bir polar topoloji oldugu (Teorem
16.14) ve

o(E,F)CcrtCr7(E,F)CB(E,F)

kapsamasimin saglandigi gosterilecektir. (Teorem 16.16.)

Konveks uzaylara polar topolojiyle yaklagim bir ¢ok acidan fonksiyonel
analize modern bir yaklagim olarak degerlendirilmektedir.

Fonksiyonel analizin 6nemli teoremlerden biri olan Alaoglu Teoremi 16.7°de
verilecektir. Alaoglu teoreminin kullanilmasiyla bir topolojik vektor uzayin
birgok yapist kolaylikla anlagilabilir. Ornegin, yukar1 paragrafta verilen to-
polojilerin kapsama iligkisinin bir kisminin dogrulugu bu teorem kullanilarak
gosterilir. Ayrica, bu teorem aracihigiyla her normlu uzaym C(K) tiiriinde bir
Banach uzayin kopya altuzay: oldugunun gosterilebilmesinin yani sira, her Ha-
usdorff konveks uzaym bir yerel kompakt Hausdorff uzay K icin, C'(K) tiirtinde
bir konveks uzayin kopya altuzay1 oldugu da gosterilebilecektir. Alaoglu te-
oremi kullanilarak, bagka bir¢ok geyin yaninda, tiimiiyle diizenli Hausdorff
uzayin Stone-Cech kompaktlamasimin bilinen klasik yontemlerden farkli bir
ingas1 verilebilmektedir. Bunlar, daha sonraki boliimlerin konusu olabilecektir.

Fonksiyonel analizin bir bagka énemli teoremi Mackey-Arens teoremi (Te-
orem 16.6) olarak bilinmekte olup, bu teorem fonksiyonel analize modern bir
yaklagim olarak ele alinan ikili sistemin merkezinde olan bir teorem olarak
yorumlanmaktadir. Bu teorem bu boliimde ifade edilip, kanit1 verilecektir.

Bir topolojik vektor uzayda sinirli her kiimenin siirekli her fonksiyonel
altindaki goriintisiintin sinirli oldugu kolaylikla gosterilebilmesine karsin, bu-
nun tersi genelde dogru olmasa bile konveks uzaylar igin dogru oldugu goste-
rilebilecektir. Daha teknik bir ifadeyle, dualleri esit olan iki konveks uzayda
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sinirh kiimelerin ayniligi, yani birine gore smirli olan bir kiimenin digerine
gorede sinirli oldugu gosterilecek. Bu, Mackey teorem (Teorem 16.22) ola-
rak bilinir. Bunun bir sonucu olarak, bir norm uzayda bir kiimenin norm sinirh
olmasi icin gerek ve yeter kosulun, noktasal sinirli olmasi oldugu gosterilebilir,
Banach-Steinhauss teoremi olarak bilinen bu teorem ayni zamanda fonksiyonel
analizin genclik teoremlerinden biri olarak bilinir.

Ayrica, polar topolojiler arasinda tanimli operatorlerin siirekliligi konu-
sunda temel sonuclar, bir sonraki boliimiin konusu olacaktir.

Bu béltimde verilen teoremlerin uygulamalarina pek yer verilmeyecek olunsa
da, sonraki boliimlerde yeri geldiginde verilecektir.

1.1 1kili Sistem

FEq, ..., E,, n tane vektor uzay olsun. Bu uzaylarin carpim vektor uzayma F
diyelim, yani,

E=F x..xE,

olsun. F' : E — R fonksiyonu verilsin. Her a = (a1, ...,a,) € Eve 1 < j<mn
icin,

Fj,a($) = F(al, ey A1, T, Aj41, ...,an)

kuraliyla tammh Fj, : E; — R fonksiyonu lineer ise, F’ye n-fonksiyonel
denir.

Tanim 1.1 (Dieudonné [4]). E ve F iki vektor uzay ve <,>: E' x F' — R bir
2-fonksiyonel olsun. (F, F, <, >) {igliistine ikili sistem ve, <, > fonksiyonuna
bu sistemin dualitesi denir!.

Aksi bir durum belirtilmedigi stirece “< FE,F > bir ikili sistem olsun”
denildiginde belirili bir <, > dualite ile dontatilmig (E, F, <, >) tgliisii kaste-
dilecektir. < F, F' > bir ikili sistem oldugunda, < F, E >, dualitesi

(y,z) =<z, >

olan bir ikili sistem olur.

Verilen E ve F' vektor uzaylar i¢in < E, F' >’yi ikili sistem yapan bircok
dualite tanmimlanabilir. Bu dualiteler genel vektor uzaylarin 6zelligi lizerin-
den tanimlanabilecegi gibi, verilen vektor uzayin kendi ozelligi iizerinden de
tanimlanabilir. Baz1 temel ikili sistem Ornekleri agagidaki gibi verilebilir.

Ornekler

!Bu kavram bagimsiz olarak “regular linear systemwas” adiyla 1945 yilinda Mackey [8]
vermistir.
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1.1. E= PR ve F =P R direkt toplam vektor uzaylari ve A C I, B C J bog kiimeden
iel j€J
farkli olsunlar. Asagida E x F’den R’ye tanimli fonksiyonlar birer dualite olup, bunlara
gore < E, F' > birer ikili sistemdir.

i <fig>= X f(i)g(y).

(i,j)EAXB
ii. a: A — B bir fonksiyon olsun olmak iizere,
< frg>= 2 f(D)g(a(z)).
i€A
1.2. FE bir vektor uzay ve F'; E’'nin cebirsel dualinin altuzay1 olmak tizere, < F, F' >, dualitesi
<z, f >= f(z) kuraliyla tanimli <, > fonksiyon olan bir ikili sistemdir.
1.3. p,g>1ve % + % =1 olsun. E = L,(p) ve F = Ly(p) uzaylar: tizerinde

< f.g>= [ fgdu
kuraliyla tanimli fonksiyona gére < E, F' > bir ikili sistemdir.
1.4. <lp,lg>, (1 <p,qg€eR, %Jr% = 1) dualitesi < z,y >= > znyn olan bir ikili sistemdir.
1.5. E topolojik vektor uzay, E’, E’nin topolojik duali olmak iizere, < E, E' >, dualitesi
<z, f >= f(z) kuralyla tamimh fonksiyona gore bir ikili sistemdir. Bu, Ornek 1.2'nin

6zel bir halidir. < E, E’ > ikili sistemine E uzaymin 6z dual ikilisi ve dualitesine de
6z dualite denilebilir.

< E, F > bir ikili sistem olsun. Sifirdan farkli her y € F igin
<z, y>#0

olacak bicimde x € F varsa, E, F’nin noktalarimi ayiriyor denir. Benzer
bigimde sifirdan farkli her x € F igin < z,y >%# 0 olacak bigimde y € F' varsa
F', E’nin noktalarini ayiriyor denir.

Teorem 1.1. < E, F > bir ikili sistem olsun. F', E nin noktalariny ayiriysa,
E, RY vektor uzayinin kopya altuzay: olur.

Kanit: 7(y)(z) =< z,y > kurahyla tanimh 7 : F — R fonksiyonu izomor-
fizmadir. Bu, kanit1 tamamlar. O

< E,F > bir ikili sistem oldugunda, “aym dualite” ile < F,E > ikilisi de
bir ikili sistem oldugundan, yukaridaki teorem tersi de, dogrudur. Yani, F,
F’nin noktalarimi ayiriyorsa, F, R uzaymim kopya altuzay: olur.

Tanim 1.2. < E| F > bir ikili sistem olsun. £, F'’nin noktalarini ve F', E'nin
noktalari ayiriyorsa, < E, F >’ye dual sistem denir.

Ikili sistemin gosterimi ile ilgili bir agiklama: Ikili sistem kavraminm temel
ornegi, X bir topolojik vektor uzay ve X’, X nin topolojik duali olmak tizere,
dualitesi < z, f >= f(x) olan < X, X’ > oldugundan, ikili sistem yaygm ola-
rak < E, E’' > ile gosterilebilir. Burada, E’, F lizerinde tamimlanan bir vektor
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topolojinin topolojik duali anlaminda degildir. Diger taraftan, bu ikili sistem
tizerinden topolojik duali E’ vektor uzayima izomorfik olacak bicimde E’de
bir vektor topoloji tammmlanabilir. Dolayisiyla, bu, ikili sistemin < E, E’ > ile
gosterilmesinin bir hakli nedeni olarak goriilebilir.
Alistirmalar
1.1. E ve F iki vektor uzay, f € F* ve m : E — F bir homomorfizma olsun.
<,y >= f(n(z))

kuraliyla bir £ x F' — R dualite tanimlanabildigini gosterin.

1.2. E ve F iki vektor uzay ve 7 : E — R bir homomorfizma olsun. < E, F >’nin

<,y >=n(z)(y)

kuraliyla tanimli fonksiyona gére bir ikili sistem oldugunu gdésterin.

1.2 1Ikili Sistemin Zayif Vektor Topolojisi

Bir ikili sistem tizerinden bir¢ok fakli vektor topoloji tanimlanabilir. Bunun
icin, Once ingasi son derece kolay ve zayif topoloji olarak adlandirilan bir vektor
topoloji, ve sonrasinda bunun tizerinden farkl vektor topolojiler tanimlanabilir.

Tanim 1.3. < E,F > bir ikili sistem olsun. Her y € F i¢in p, : E — R
yarmormu,

py(e) = | <,y >|

kuraliyla tanimlansin. E uzayinda {p, : y € F} yarmorm ailesi tarafindan
iiretilen vektor topolojiye, < E, F' > ikili sisteminin zayif topolojisi denir.

< E,F > ikili sisteminin zayif topolojisi o(FE, F) ile gosterilir. E ve F
uzaylarini ne oldugun ne oldugu anlagiliyorsa bu topolojiye w-topoloji olarak
da ifade edilebilir.

Asagidaki teoremin kamti okura birakildi.

Teorem 1.2. Ikili sistemin zayf topolojisi bir vektor topolojidir.

Verilen bir < E, F' > ikili sisteminin zayif topolojisi o(E, F') i¢in agagidakiler
kolayikla gosterilebilir.

i. (zq), E’de bir net ve x € E verilsin. o(E, F') topolojisine gore x, — x
olmasi igin gerek ve yeter kosul, her y € F icin

< Toy >o< T,y >

olmasidir.
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o(E, F) topolojisinin Hausdorff olmasi i¢in gerek ve yeter kogul, F'nin
E’nin noktalarini ayiriyor, olmasidir. Ayrica bu,

f@)(y) =<,y >
kuraliyla tamimli f : E — F* fonksiyonun birebir olmasina denktar.

A C E altkiimesinin o(FE, F') topolojine gore sinirli olmasi igin gerek ve
yeter kogul, her y € F igin {< a,y >: a € A} kiimesinin siirh olmasidir.

o(E, F) vektor topolojine sifirmm komsguluk alttabani

{{z:py(z) <€} :ye Fe>0}

olur. Ayrica,

e{z :py(x) <1} ={z : py(x) < €}
olur.

y € Figin y* : E — R fonksiyonu y*(z) =< z,y > kurahyla tanimlansin.
o(E,F), her y € F icin y* konksiyonelini siirekli yapan en kiiciik topo-
lojidir.

7 : E — RF fonksiyoneli () =< z,y > kuraliyla tammlansin. o(E, F),
A’y1 siirekli yapan en kii¢lik topolojidir.

F, E'nin noktalarm ayiriyorsa, o(E, F), RF uzayinda tammh carpim
topolojisinin kopya alt topolojisidir.

Bir ikili sistemin zayif topolojisine gore siirekli fonksiyoneller, agagidaki te-
oremde oldugu gibi net bicimde anlagilabilir.

Teorem 1.3. < E,F > ikili sistem olsun. f : E — R fonksiyoneli i¢in
asaqrdakiler denktir.

i.

ii.

f, o(E, F) topolojisine gore streklidir.

f(x) =< z,y > olacak bi¢imde y € F vardar.

Kanit: it = ¢ oldugu acik.
i = 4i: fnin siirekli oldugunu varsayalim. f~1([—1,1]) sifirin komsulugu ol-
mas1 nedeniyle,

f{z: sup [ <w,y; >[<1}) C[-1,1]
1<i<n
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olacak bicimde y; € F elemanlar1 bulunabilir. Her 7 icin f; : £ — R fonksiyo-
neli

filz) =< ,y; >

n

kuraliyla tamimlansin. z € [ fi(x) ise, her 1 <i <nve k € Nigin f;(kx) =0
i=1

olacaginan

| <nz,y; >|=0

ve dolayisiyla, | f(nx)| = 0, ve buradan da f(x) = 0 gikar, yani
n
N kerf; C kerf
i=1
oldugu gosterilmis olur. Aligtirma 8.79 geregi,
n
f=>rifi
i=1
olacak bigimde r; € R sayilar1 vardir.

Y="r1Yy1+ ... + ™Yn

alinarak, her x € E igin

f(.%') =<,y >
esitligi elde edilir. O

Aligtirmalar

1.3. (E, ) bir topolojik vektor uzay olsun. o(E, F) C 7 oldugunu gosterin.
1.4.

1.5. X bet vektor uzay ve, E ve F, X* uzayimn X’in noktalarimi ayiran altuzay olsun.
o(X,E) C o(X, F) olmas! i¢in gerek ve yeter kogsulun £ C F oldugunu gosterin.E ve F'
iki Hausdorff konveks uzay ve T': E — F siirekli operator olsun. gosterin.

i. Hery' € F'iciny' o T € E'.
ii. T, o(E,E') ve o(F, F") topolojilerine gore siireklidir.
1.6. E bir vektor uzay ve fi,..., fn € E* verilsin. F' = [ kerf; olmak lizere agagidakilerin
i=1
dogrulugunu gosterin.

i. T([z]) = (fi(x), ..., fa(x)) kuraliyla tanimli T : E/F — R"™ operatorii bir izomor-
fizmadar.

ii. E/F bolim uzay1 en fazla n boyutludur.

iii. E’nin sonsuz boyutlu olmas: i¢in gerek ve yeter kogul F’nin sonsuz boyutlu ol-
masidir.
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1.7. < E, F > bir dual sistem olsun. Bir 6nceki aligtirmay1 kullanarak asagidakilerin denkligini
gosterin.
i. E sonsuz boyutludur.
ii. (F,0(F,F)) konveks uzaymda sifirn her komsulugu E’nin sonsuz boyutlu bir

vektor altuzayini kapsar.

1.8. E, topolojik duali sonsuz boyutlu olan topolojik vektor uzay olsun.
NLU={0}

olan her U C E kiimesinin o(E, E’) topolojisine sifirin bir komgulugu olamayacagini

gosterin. Bunun bir sonucu olarak, F sonsuz boyutlu bir norm uzay ise E’nin sifir1 igeren

bir agik kiiresinin sifirm o(E, E’) topolojisine gére komgulugu olamayacagini gosterin.
1.9. E Hausdorff konveks uzay ve F, E’ uzaymin altuzay: olsun.

—o(E',E)

F =F

olmasi icin gerek ve yeter kogulun, F’nin E’nin noktalar1 ayirmasi oldugunu goésterin.

1.10. E bir norm uzay olmak iizere, E’nin norm topolojisinin zayif topolojisine egit olmasi
i¢in gerek ve yeter kogulun, sonlu boyutlu olmasi oldugunu gésterin.

1.11. < E, F > bir dual sistem ve M, E’nin altuzay: olsun. o(E, F') topolojisinin M’ye inder-
genmis topolojisinin o (M, M") topoloji oldugunu, yani

i(z) = x kuralyla tamimli i : (M,0(M,M')) — (E,o(E,E"))

operatoriiniin homeomorfizma oldugunu gosterin.

1.3 Konveks Uzayin Ikili Sistemle Tutarlilig:

Bir topolojik vektor uzayi iizerinde tanimlanan vektor topolojiler farkli olma-
larina karsin, topolojik dualleri esit olabilir. Dualleri esit olan topolojik vektor
uzaylar1 simmiflarken merkezde olan vektor topoloji zayif topoloji olacaktir, bir
bagka degisle karsilagtirma zayif topolojiye gore yapilacaktir. Zayif topolojinin
zay1fligi okuru yaniltmasin!

Tanim 1.4. < E, F > bir ikili sistem olsun ve F', E’nin noktalarini ayirsin.
Ayica, 7, E uzayinda bir vektor topoloji olsun. Her y € Ficin f, : £ — R
fonksiyoneli

fylz) =<z,y >
kuraliyla tanimlansin.
E ={fy,:yeF}
ise 7 vektor topolojisine ikili sistem < E, F' > ile tutarli topoloji denir.
Genel olarak, 7 topolojisi < F, F' > ikili sistemiyle tutarl ise,

(E,7) =F
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yazilir. Her topolojik vektor uzayin 6z ikili sistemiyle tutarli oldugu agik.
Bir (E, 1), < E, F > ikili sistemiyle tutarh ise

o(E,F)CT

olacagindan, her A C FE i¢in

con(A)" c con(A)U(E’F)

olacaktir. 7 topolojisinin bir konveks topoloji olma durumunda, bu kapsamanin
diger yonii de dogrudur. Yani konveks uzayda bir konveks kiimenin kapanigi
uzayin topolojik duali {izerinden belirlenebilen bir durumdur. Agagidaki te-
oremin kanit1 Teorem 15.22’in bir sonucu olarak, konveks kiime kapanig
teoremi olarak adlandirilan agagidaki teorem verilebilir. Teoremin kanitinin
detaylar1 okura birakildi.

Teorem 1.4. 7, < E, F > ikili sistemiyle tutarl konveks topoloji olsun. Ve-
rilen A C E konveks kiimesinin o(E, F')-topolojisine gore kapali olmasy igin
gerek ve yeter kosul, T topolojisine gére kapals olmasidur?.

Bagka bir ifadeyle bu teoremin dedigi sudur: (E,o(E, F)) = (E, 1)’

o(E,F)

T

con(A) = con(A)
esitligi saglanir.
Bos olmayan bir X kiimesi icin R¥X = I] R garpim uzaymin bir altkiime-
zeX

sinin siirh olmasiyla kapaniginin kompakt olmasi denktir. Diger taraftan,
< E, F > ikili sistem ve F', E’nin noktalarin ayiriyorsa, o(F, F') zayif topolo-
jisi RF' carpim uzaymin topolojisinin alt kopya topolojisi oldugu kullanilarak,
asagidaki teoremin kanit1 kolaylikla verilebilir. Detaylar okura biralmigtir.

Teorem 1.5. < X,Y > ikili sistem ve F', E’nin noktalarine ayrrsin. B C B
icin asagrdakiler denktir.

i. B, o(E, F)-smnarhdar.
ii. Hery e F i¢in {< b,y >y € F} CR sumrhdur.
iii. B, o(E,F) topolojisine gore timiyle sinarldar.

iv. EU(E’F)—kompakttzr.

2Bunun sonucu olarak bir norm uzayda bir koveks kiimenin kapamgiyla zayif topolojisine
gore olan kapanigi egittir. Bu, norm uzaylar i¢in 1933’de Mazur ([9]) tarafindan verilmigtir.
Genel hali Bourbaki [3] tarafindan verilmigtir.
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Alistirmalar

1.12. < X, X’ > ve < Y,Y’ > iki dual sistem olsun. 7' : X — Y bir operatorii verilsin.
X' uzaymm X* uzaymin kopya altuzayr ve Y’ uzaymm Y* uzayinin kopya altuzayi
oldugunu not edelim. Gerekirse “kopya altuzay1” yerine “altuzay” olarak ele alarak,
T :Y* — X™ operatorii

T(f)(z) = f(T(z))
olarak tanimlayalim. 7" = T*|y+ olarak tanimlansin. Asagidakilerin denkligini gosterin.
i TH(Y") c X',
ii. T:(X,0(X,X")) = (Y,0(Y,Y")) stireklidir.

1.13. < X, X' > ve < Y, Y’ > iki dual sistem, ve T : (X,0(X,X")) — (Y,0(Y,Y")) stirekli
olsun.

T'(f)(x) = f(T(x))
kuraliyla 7" : Y’ — X' operatorii tanimlanabilir. (Neden?) T : (Y',0(Y',Y)) —

(X', 0(X’, X)) siirekli oldugunu gosterin. (X’ uzaymi X* uzayinin altuzayi ve Y’ uzayini
Y™ uzaymin altuzay1 olarak ele aliniyor. Alimmadig1 durum i¢inde uygun bir ayar gekilebilir.)

1.4 Polar

< E,F > bir ikili dual olmak tizere, A C E kiimesinin annihilator kiimesi,
“Fredholm alternative” olarak bilinen bir kavramla baglantili olarak birbirin-
den bagimsiz bicimde Dieudonne (1942) ve and Mackey (1945) tarafindan

At ={ye F:< Ay>=0}

olarak tanimlanmig olup, bununla iligkili olarak bir kiimenin polar: asagida ve-
rilen tanimda tanimlanmigtir. Bu tanimlamanin arkasindaki gerekgelerin neler
olabilecegi ile ilgili yaklagimlar: okura birakarak, tanimi verelim.

Tanmim 1.5. < E, F > ikili sistem olsun. A C F kiimesinin polari,

A°={ye F:sup|<zy>|<1}
z€A

olarak tanimlanir. Benzer bicimde B C F' kiimesinin polari,

A°={ye F:sup|<uz,y>|<1}
z€A

olarak tanimlanir.

< E, F > bir ikili sistem olmak {izere, A, B C F kiimeleri i¢in agagidakilerin
dogrulugu kolaylikla gosterilebilir.

i. 0°=E. (0 C E olarak).

ii. AC Bise B° C A°.
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iii. Her r > 0igin (rA)° = - A°.

iv. A° mutlak konveks ve o(FE, F')-kapali.

v. A, o(E, F) smurh olmas: icin gerek ve yeter kogul, A° kiimesinin F’de
emen olmasidir.

vi. A emen ise A°, o(F, E) smurh.
vii. Her A C F i¢in A C A°°.
viii. Her A C F igin A° = A°°°.
Ayrica, (A;), E’nin alt kiimelerinin bir ailesi ise,

. (142 = A,
X. (U Ai)o C UAiO.

xi. I sonlu ise (|JA4;)° = A:°.
1 (2

< E,F > ve < F,G > ikili sistemlerine gére A C E kiimesinin bipolar
kiimesi, A'nin < F, F' > ikili sistemine gore olan A° C F kiimesinin < F,G >
ikili sistemine gore polar1 olarak tamimlanir, ve cekinmeden A°° ile gosterilir.
A C F kiimesinin < E, F' > ikili sistemine gore bipolar kiimesinden kast edilen
< E,F > ve < F, E >ikili sistemine gore olan bipolar kiimesi olacaktir.

Son derece kullanigh teoremlerden biri bipolar teoremi olarak bilinen
asagidaki teoremdir.

Teorem 1.6 (Bipolar Teoremi, Dieudonné [7], Dieudonné ve Schwartz [6]).
< E, F > ikili sistem olsun ve, ', E 'nin noktalarini ayprsin. A C E kiimesinin
o(E, F)-kapaly mutlak konveks tamlanigi A°° kiimesine egittir.

Kanit: B, A’nin kapali mutlak konveks o(F, F')-kapali mutlak konveks tam-
lanig1 olsun. Yani, B, A’yi kapsayan o(FE, F')-kapali mutlak konveks kiimele-
rin arakesiti olsun. A°°; A kiimesini kapsayan o(FE, F')-kapali mutlak konveks
kiime oldugundan, B C A°° olur. a € A°° ve a ¢ B olacak bi¢cimde a € F
oldugunu varsayalim. Teorem 15.20 geregi {a} ve B daha kuvetli ayrilabilir.
Dolayisiyla,

sup | <z,y>|<r<|<a,y>|

zeB
olacak bi¢imde y € F ve r > 0 vardir. Ustelik r > 0 secilebilir (Neden?) ve
r = 1 alinabilir. Buradan y € A° elde edilir. Diger taraftan

1<|<a,y>|
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oldugundan, a ¢ A°° olur. Bu ¢eligkidir. Kanit tamamlanir. O

Aligtirmalar

1.14. E bir norm uzay ve E’, E’nin norm duali olmak iizere agsagidakilerin dogrulugunu goste-
rin.

i E' vektor uzayinda

lfll = sup [f(z)]

[lzl|<1
kuraliyla tanimli fonksiyon bir normdur.
ii Her z € F icin

2|l = sup [f(z)]
l1711<1

olur.
iii < E,E" >, dualitesi < x, f >= f(x) olarak tanimlanan bir dual ikilidir.
iv U, E uzaymin kapali birim kiiresi ve U, E’ uzaymm kapal birim kiiresi olmak
lizere, U° =V ve V° =U
1.15. < E, F > bir dual ikili olsun. A C E kiimesi i¢in agagidakilerin denkligini gésterin.
i A, o(E, F)-smurhdir.
it p(f) = sup{| < z,f > | : « € A} kurahyla tammh p : F — R fonksiyonu
yarimmormdur.
iii A° C F emen kiimedir.
1.16. < E, F > ikili sistem ve M, E’nin altuzayi olsun.
M°={yeM:< M,y >=0}

oldugunu gosterin.

1.17. < E, F > ikili sistem olsun. A C E kiimesi verilsin. A U {0} kiimesinin o(E, F') kapal
mutlak konvesk tamlaniginin A°° oldugunu gosterin.

1.18. < E,F > ikili sistem olsun, ve (A;), mutlak konveks o(FE, F)-kapali kiimelerin bir

ailesi olsun. ([ 4;)° kiimesinin |J Aj kiimesinin mutlak konveks tamlamigimin o (F, E)-
i€l i
kapanigi oldugunu gosterin.

1.19. < E, F > ikili sistem olmak tizere A C FE verilsin. B, C ve D kiimeleri sirasiyla A’nin
dengeli, konveks ve mutlak konveks tamalanigi olmak tizere,

)O

Ao — Bo — Co — Do — (ZU(EvF)

oldugunu gosterin.

1.20. E bir topolojik vektor uzay ve B, sifirin komsuluk tabani olsun.
B°={B°:BeB}
olmak fizere,
E' =B

oldugunu gosterin. (polar < E, E* > dual sistemine gore aliniyor.)

1.21. < E, F > ikili sistem olsun. A C E kiimesinin annihilatorii
At ={y e E:< Ay >=0}
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olarak tammlanan kiimedir®. Agagidakilerin dogrulugunu gosterin.

i AL, F’nin altuzayidir.

ii A', o(F,F) kapahdir.

iii A vektor altuzay ise AT = A°.

iv. At = [span(A)]°.

iv A, o(E, F) kapal altuzay ise vektor altuzay A+ = A.

1.22. < E, F > ikili sistem olsun. A C F igin
A° ={ye F:<z,y><1}

olarak tanimlansm. A®® kiimesinin A U {0} kiimesinin konveks o(F, F)-kapali tam-
lanigina egit oldugunu gosterin. Ayrica 0 € A ve A, o(FE, F)-kapali ve konveks ise
A = A%9 oldugunu gosterin.

1.23. Polar kavrami su sekilde genellenebilir: X ve Y iki bog olmayan kiimeler olmak {lizere,
her F C p(X) icin,

p(UF) =Up(F)

esitligini saglayan p : (X) — p(Y) fonksiyonuna bir polar fonksiyon denir. Bu
anlamda verilen polar fonksiyonu ile Tanim 16.5’de verilen polar kavrami arasinda
anlagilabilir bir iligki kurun.

1.24. Bir norm uzayin kapali birim yuarainin polarinin norm dualinin kapali birim yuvarina
esit oldugunu gosterin.

1.25. Bipolar teoremi gdyle genellenebilir: < E, E’ > bir dual sistem ve F,E’yi kapsayan (E’)*
uzayinin bir altuzay: olsun. Asagidakilerin dogrulugunu gosterin.

i < E',F > bir ikili sistemdir.
ii A C E kiimesinin < E,E’ > ve < E’,F > ikili sistemlerine gore bipolar1, A
kiimesinin o (F, E')-kapali mutlak konveks tamlanigidir.

1.5 Alaoglu Teoremi

Fonksiyonel analizin en 6nemli ii¢ beg 6nemli enstriimanlardan birinin Alaoglu
teoremi oldugu soylenebilir. Bu teoremin uygulanmasiyla,

i Her norm uzayin bir K kompakt Hausdorff uzay i¢in supremum normuna
gore C'(K)- turiinde bir Banach uzaym kopya altuzay1 oldugu,

ii Her Hausdorff konveks uzayin bir yerel kompakt Hausdorff K igin C(K)
konveks uzayin kopya altuzay: oldugu,

iii Stone-Cech kompaktlama ingasinin yapilabildigi,

gosterilebilir. Bu teoremin uygulamalar: elbette bunlarla siir degil, ancak
biitiin bunlar bile Alaoglu teoreminin cazibesinin sinyallerini verir. Bunlarla
ilgili konular sonraki uygun boliimlerde caligilacak.

*Bu kavram, birbirlerinden bagimsiz olarak 1942 yihnda Dieudonné ve 1945 yilinda Mac-
key tarafindan verilmistir.
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Alaoglu teoremini vermeden 6nce bir geyi yine hatirlayalim: < E, F' > ikili
sistem ve F, E’nin noktalarmi ayirsin. RF vektor uzayim vektor topolojisi
carpim topolojisi 7 olan konveks uzay olarak aldigimizda,

m(x)(y) =<,y >

doniigiimii altinda, 7 topolojisinin F’ye olan indirgenmis topolojinin o(F, E)
oldugu kolaylikla gosterilebilir. Yani, o(F, F'), 7'nun kopya alt topolojisidir.

E bir topolojik vektor uzay ve E’, E’nin dual uzay1 olmak iizere, < x, f >=
f(z) olarak tamimlanan dualiteye gore < E, E’ > bir ikili sistem olur. Hatta
bu, F uzaymin 6z dual ikilisi olarak adlandirilmigta. (Ornek 16.5.) Ayrica, E,
E’ uzaymin noktalarmi ayirir ve dolayisiyla, E/, RF vektor uzaymin dualite
izerinden tanimlanan izomorfizma ile, bir kopya altuzayidir.

Teorem 1.7 (Alaoglu [1]). E topolojik vektor uzay ve V', E’de sifurin bir
komsulugu olsun. V°, o(E', E)- kompakttir*.

Kanit: Her zaman oldugu gibi < E, E’ > ikilisini, dualitesi < z, f >= f(z)
olan bir dual sistem olarak ele aliyoruz. E, E’ uzaymin noktalarmi ayirr.
7 : E' — RF fonksiyonu

m(f)(z) = f(x)

kuraliyla tanimlansin. 7 bir izomorfizma olup, E’ vektor uzaymi R vektor
uzayimin kopya altuzayi olarak gorebiliriz. Ayrica, RE uzayim vektor topolojisi
carpim topolojisi olan topolojik vektor uzay olarak ele alarak agagidakiler
gerceklestigi gozlemlenebilir:

i. V°, RF uzaymmda smirhdir: x € E verilsin. V emen oldugundan = € r,U
olacak bicimde r, > 0 secilebilir. Dolayisiyla,

{lF(@)| - f € U} C [=ra,ma]

olur. Buradan,

U° C H [Txﬂ“x]
zeE

4Bu teorem birbirlerinden bagimsiz olarak Alaoglu (1 Subat, [1]) ve Bourbaki (8 Hazi-
ran, [2]) tarafindan ilan edilmis ve ilk kanit1 Alaoglu 21 Subat 1939’da vermistir. Ayrica, bu
teorem yine birbirlerinden bagimsiz olarak 1940 yilinda Shmulyan ve 1940 yilinda Kakutani
tarafindan da elde edilmigtir. Yine, bu teoremin bir bagka kanit1 Dieudonné 1942 yilinda
vermigtir. Bu teorem yaygin olarak Banach-Alaoglu ya da Bourbaki-Alaoglu teoremi ola-
rak bilinse de, Pietsch’e gore ([10]) “Ascoli-Hilbert-Fréchet-Riesz-Helly-Banach- Tychonoff-
Alaoglu-Cartan-Bourbaki-Shmulyan-Kakutani” olarak ta anilabilir:-) Alaogu teoremi birgok
bilinen fonksiyonel analiz kitaplarinda konveks uzaylar ifade ediliyor olasa da topolojik vektor
uzaylarda gegerli oldugunu vurgulayalim.
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elde edilir ki, bu istenileni gosterir.
ii. V°, RE uzayinda kapahdir: Ack!

iii. V°, R” uzayinda kompaktir: V° smirh ve kapali olmasi nedeniyle, Tyc-
honoff Teoreminin bir sonucudur.

iv. RF uzaymin topolojisi 7 olmak iizere, E’ uzaymda taniml vektor topoloji
o(E', E), T topolojisinin E’ uzayma indirgenen topolojidir.

v. V°, (E',0(E', E)) uzayinda kapalidir: Kolaylikla gosterilebilir.

Yukaridaki gozlemeleden, istenilen kanitlanmis olur. O

Alistirmalar

1.26. E, norm uzay ve duali E’ olsun. B = {z : ||z|| < 1} olmak iizere,

i B’nin norm topolojine gére kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, E’nin sonlu
boyutlu olmasi,

ii B’nin o(FE, E’)-kompakt
1.27. E, norm uzay ve duali E’ olsun. B = {f € E’ : ||f|| < 1} kiimesinin o(FE’, F)-kompakt

oldugunu gosterin.

oldugunu gosterin.

1.6 Polar Topoloji

Verilen bir ikili sistem tizerinden farkli vektor topolojiler tiretilebilir. Her kon-
veks uzay bu tiir liretilen topolojilerden birine kargilik gelir. Bu, konveks uzay-
larin yapisini farkli bicimlerde anlamanin yolunu da acacaktir.

16.4 (iv)’de de ifade edildigi gibi, < E, F > bir ikili sistem olmak {izere,
A C F kiimesinin o(FE, F) simurh olmasi igin gerek ve yeter kogulun, A° C F
kiimesinin emen olmasi oldugunu not edelim.

Asagidaki teoremin kamt1 okura birakildi.

Teorem 1.8. < E, F > bir ikili sistem ve S C @(F), F'nin o(F, E)-sinarh
kiimelerinin bir kimesi olsun. E’de sifirin alttaban komsulugu

S°={A°: AeS}
tarafindan tretilen topoloji, bir konveks topolojidir.

Teoremde gecen topolojiye, S tarafindan iiretilen polar topoloji denir®.
Daha vurgulu bir ifadeyle, bu topolojiye < E, F' > ikili sisteminin bir polar
topolojisi denir. Her A, B € S i¢gin AU B C C olacak bigimde C € S varsa,

SBurada, S’nin elemanalar1 F'nin altkiimelerinden olugmasina karsin, topolojinin E’de
tamimlandigina dikkat edilmelidir.
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{rA°: AeS},
S tarafindan tiretilen polar topoloji i¢in sifirin komsuluk tabani olacaktir.

Teorem 1.9. < E, F > bir ikili sistem ve 7, E’de elemanlar o(E, F)-sinarh
olan bir S C p(F) kiime tarafindan iretilen vektér topoloji olsun.

B={r)A:r>0A4 €S,neN},
i=1

T vektor topolojisi i¢in bir tabandir.
Asagidaki teorem bircok acidan kullamishdir. Kanit1 okura birakilda.

Teorem 1.10. < E, F > bir ikili sistem ve elemanlar o(F, E)-sinurl olan
bir S kiime tarafindan firetilen polar topolojiyi Ts ile gosterelim. Boyle bir S
kiimesi verilsin ve buna bagly olarak asaqrdaki kiimeler tanimlansin.

iSlz{UAi:TZEN,AiES}
=1

ii. So={rA:reR,A e S}.
i, S3={[~1,1]A: A € S}.
iv. 84 ={con(A): A e S}.

—o(E,F)

v. S5 = {4 . AeS).

vi. S = {B : B, bir A € S kiimesinin konveks dengeli kiimesinin o(E, F')-kapanisi}.

TS = T8 =TS = TS3 =TS = TS5 = TSg
esitligi saglanar.

< E,F > ikili sisteminin § C p(F) tarafindan iiretilen polar topoloji 7s
bir konveks topoloji oldugundan, bu topoloji bir yarimmorm ailesi tarafindan
iiretilen topolojidir. Bu yarmorm ailesinden biri su sekilde belirlenebilir: Her
A € S igin,

pa(z) =supf{| <z,y>|:a € A}
kuraliyla tanimlanan p4 : £ — R bir yarinorm olup,

pa(z) =inf{r >0:2 €rA}
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esitligi de saglanir. (p4) yarmorm ailesi tarafindan iiretilen konveks topoloji,
Ts topolojisinden bagkasi degildir.

Kiigiik bir uyari: < E, F' > ikili sistemine gore S, elemanlar1 o(E, F')-smirh
olan kiimelerin bir kiime, S tarafindan tiretilen polar topoloji, F’de tanimli, ve
benzer bigimde S, elemanlar1 o(F, E)-sinir1 olan bir kiime tarafindan iiretilen
polar topoloji, E kiimesinde tanimlidir.

Asagida verilen iki teorem bir polar topolojinin hangi kosullar altinda Ha-
usdorff oldugunu soyle. Kanitlar okura birakilmigtir.

Teorem 1.11. < E, F > bir ikili sistem olsun. 7, E’de S tarafindan iretilen
bir polar topoloji olsun. F =|JS§ ise T Hausdorff olur.

Teorem 1.12. < E, F > bir dual sistem olsun. 7, E’de S tarafindan 1iretilen
bir polar topoloji olsun. T’nun Hausdorff olmast i¢in gerek ve yeter kosul,

o(F,E)

span(lJS) =F

olmasaidar.

Aligtirmalar

1.28. E bir norm uzay, E’, E uzaymm norm dual uzay1 ve E’', E’ norm uzaym dual uzayini
gostersin. Agagidakilerin dogrulugunu gosterin.

i i(z)(f) = f(x) kuraliyla i : E — E” operatorii tanimlanabilir.
ii 4 bir izometridir. Yani, her = € E igin ||i(z)|| = ||z|| esitligi saglanir®.

1.29. Bir 6nceki alistirmada tanimlanan i izometrisine gére, E’yi E” norm uzaymin kopya
altuzay1 olarak ele alalim.

J(E”,E,)

weB:al<1) — (e B": ol <1}

oldugunu gosterin. Bunun sonucu olarak,

EU(E”aE,) — g

oldugunu gosterin.

1.30. < E, F > bir dual sistem olmak iizere, 7, S C p(F') tarafindan tiretilen konveks topoloji
olsun. |J S kiimesinin vektor altuzay tamlams F ise, 7 topolojisinin Hausdorff oldugunu
gosterin.

1.7 Her Konveks Topoloji Bir Polar Topoloji

Verilen ikili sistem tizerinden polar topoloji tanimlanmis ve her polar topoloji-
nin bir konveks topoloji oldugu ifade edilmisti. Bunun tersi de dogrudur, yani
her konveks topoloji bir polar topolojidir.

5; operatérii Hahn tarafindan 1927 yinda tanimlanmstir, [5].
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< E, F > ikili sistem olsun. Bir 6nceki altbéliimde bahsedildigi gibi E’de
elemanlar1 o(F, E)-siurh olan bir § C p(F') tarafindan iiretilen ve polar to-
poloji olarak adlandirilan bir polar topoloji 7s tanimlanabilir. S’nin secimine
gore agagida vektor topolojilerin 6zel bir yeri vardir.

Tanim 1.6. < E, F' > ikili sistem olsun. E’de elamanlar1 o(F, E)-sinirli olan
bir § C p(F') kiime tarafindan iiretilen polar topoloji 7s, sagladig1 6zelliklere
gore agagidaki gibi adlandirilir.

i Zayif Topoloji: S = {{z} : * € F} olma durumunda. Bu durumda
S=o0(E,F) olur.

ii Mackey Topoloji: S, o(F, E) kompakt ve mutlak konveks kiimelerin
kiimesi ise. Bu durumda 75 = 7(F, E) yazlr.

iii Kuvvetli Topoloji:S ={A C F: A,o(F, E)—sirh} ise. Bu durumda
s = B(F, F) yazlir.

Asagidaki teoremin kanit1 agik.
Teorem 1.13. < E, F > ikili sistem olsun.
o(E,F)CT(E,F)CB(E,F)
olur.

Topolojik dualleri egit olan iki konvesk uzayda bir konveks kiimenin ka-
panislariminda esit oldugunu Konveks Kapanig Teoreminden biliyoruz, yani,
(E, ) ve (E,T2) topolojik dualleri esit konveks uzaylar ise, her A C E igin

con(A)" = con(A)"

olur. (Teorem 16.4.) Bu teorem kullanilarak asagidaki teorem verilebilir ama
once egsiirekli kiimenin tamiminmi hatirlayalim: E ve F' iki topolojik vektor
uzaylar olmak tlizere H C L(FE, F) verilsin. F’de sifirin her komsulugu U i¢in

{h(z) :he HzxecV}CU

olacak bigimde E’de sifirin bir V' komslugu varsa varsa, H’ye es siirekli denir.
Es siirekli kiime ile ilgili baz1 temel 6zellikler alistirmalar kisminda verildi.

Agagida verilen teorem igin gerekli olanlardan biri sudur: F konveks uzay
ve H C E' egsiirekli ise o(E’, E) smirh olur. (Neden?)

Teorem 1.14. E bir topolojik vektor uzay olsun. E uzayinin vektor topolojisi
icin asagrdakilerin denkligini gosterin.

i Konvesk topolojidir.
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ii Bir polar topolojidir.

iii B uzaymman esstirekli alt kiimelerinin kiimesi tarafindan tretilen polar
topolojidir.

Kanait: it = ¢ ve ¢4 = i oldugu agik.
i = 4i: 7'nun konveks topoloji oldugunu varsayalim. E’nin sifirin komguluk ta-
bani1 mutlak konveks kapali kiimelerden olusan bir B tabani vardir. Dolayisiyla,

(Xa U(X7 X/))/ = (X’ T)/

oldugundan, Konveks Kapanig Teoremi geregi her B € B igin

BE) B =B

B’
olur. Ayrica, bipolar teorem geregi B = B°° oldugunu not edelim. Her B € B
i¢in, Alaoglu teoremi geregi B°, o(F’, F) kompakt oldugundan, B°, o(E’, E)-
siirhidir. Dolayisiyla,

K={B°:BeB}

tarafindan tretilen polar topolojinin 7 oldugu agiktir.

i = dii: S = {H C E' : H egsiirekli } kiimesinin her elemanim o(E’, F)-
siirh oldugunu not edelim. S tarafindan tiretilen polar topoloji e(E’, E) ile
gosterilsin. H € S verilsin. Her f € H ve x € V i¢in

[f(z)] <1

olacak bigimde sifirin komsulugu V segilebilir. Buradan, V' C H® oldugu elde
edilir, yani H°, F uzaymda sifirin bir komsulugudur. Boylece, ¢(E, E') C 7
oldugu soylenebilir. Simdi, U, E’de sifirin bir komsulugu olsun. B C U olacak
bigimde sifirin konveks kapali komgulugu B segilebilir. B = B°° ve B® € §
oldugundan, U, ¢(E, E’) topolojisine gore sifirin bir komgulugu olur. Boylece,
7 C €(E, E’) elde edilir. Elde edilenlerin birlegtirilmesiyle,

T=¢(E,F)
esitligi elde edilir. Kanit tamamlanir. O

Aligtirmalar
1.31. E bir topolojik vektoér uzay olsun. H C E’ essiirekli ise """ Kkiimesinin egstirekli
oldugunu gosterin.
1.32. E bir topolojik vektor uzay olsun. H C E’ verilsin. Agagidakilerin denkligini gosterin.
i. H eg streklidir.
ii. H C V° olacak bigimde sifirin bir komgulugu U vardir.
iii. H°, sifirin bir komgulugudur.

1.33. E bir topolojik vektor uzay olsun. H C E’ egsiirekli ise P Kiimesinin o(E',E)-
kompakt oldugunu gosterin.
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1.8 Mackey-Arens Teoremi

Birgok 6nemli kaynakta fonksiyonel analizin 6nemli bir sinifi olan konveks
uzaylara modern yaklagimlardan birinin ikili sistem {izerinden oldugu ve bu
yaklagimin merkezinde de Mackey-Arens teoremi oldugu yoniinde yorumlar
bulunmaktadir. Bu altboliimde bu teorem ifade edilerek, kanit1 verilecek.

< E, F > bir ikili sistem ve E, F’nin noktalarini ayirsin. Bu durumda F
vektor uzayindan E vektor uzayma y*(z) =< x,y > kuraliyla y — y* izo-
morfizmas1 tamimlanabilir. 7, F tizerinde bir konveks topoloji ve bu topolojiye
gore E’nin topolojik duali E’ olmak tizere,

(B,7) ={y":yeF}

olmasi “(E,7) = F” ile gosterilecek. Bu gosterim altinda asagidaki tamm
verilebilir.

Tanim 1.7. < E,F > ikili sistem olsun ve E, F’nin noktalarim1 ayirsin. £
vektor uzayinda tammh ve (E,7) = F egitligini saglayan konveks topoloji
T’yva < E, F > sistemine uyumlu konveks topoloji denir.

Fonksiyonel analizin énemli teoremlerinden biri olan bir sonraki teoremi
vermeden once teoremin kanitinda kullanilmak tizere bir kag agiklama yapalim.
E bir vektor uzay ve F', E* vektor uzaymin altuzayi olsun ve F, F’nin nokta-
larini ayirsin. < F, F' >’yi dualitesi

<xy >=y(x)

olan ikili sistem olarak alalim. Ayrica elimizde F' = E* olarak bir bagka ikili
sistem < FE,FE* > oldugunu not edelim. A C E’nin < E,F >’ye gore po-
larin1 A° ile ve 6zel olarak A'nin < E, E > gore polarim1 A® ile gosterelim.
Agagidakiler gergeklesir.

io(E,F)Co(E,E).
i o(E*, E)|r =o(F,E).
iii AC Figin A° = A®
Bu gosterimler ve agiklamalar altinda asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 1.15 (Mackey-Arens). < E, F' > bir ikili sistem ve E, F’nin nokta-
larina ayirsin. E’de tanaml bir konveks topoloji T icin asagidakiler denktir.

i7, <E F > sistemine uyumludur.

ii Elemanlary mutlak konvenks, o(F, E)-kompakt ve bilesimi F' olan bir S C
p(F) altkimesi i¢in T, S nin bir polar topolojidir.
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Kamit: Kanit, gerekirse F yerine {y* : y € F'} alarak F’yi E* vektor uzayinin
kopya altuzay1 olmasinin 6tesinde vektor altuzayi olarak verilecek.

i = #i: Bu varsayim altinda E' = F olarak alabilir. (Neden?) B, E’nin
mutlak konveks kapali sifirin komsuluklarinin kiimesi olsun.

S={B°:BcB)

diyelim. Alaoglu Teoremi geregi her B € B igin B°, o(FE’, E)-kompakt olur.
Ayrica,

E'=US8
olur. Her B € B igin bipolar teoremi geregi, B = B°° oldugundan
B={B*:BeB}={A°: Ac S}

olmasi nedeniyle, E’nin topolojisi S tarafindan iiretilen polar topolojidir.

i1 = i: E’nin topolojisi 7, elemanlar1 mutlak konveks o(F, F)-kapal alan bir
S kiimesi tarafindan tiretilen topoloji olsun ve |JS = F esitliginin oldugunu
varsayalim. Her r > 0 ve B € § i¢in 7B € § oldugunu da varsayabiliriz.

n n
B={NA :neN, A4 eS}={N A :neN A4 S}
=1 =1
olup, B, 7 i¢in sifirin bir komsluk tabamdir. E’, E’nin topolojik duali olsun.
Algtirma 16.21 geregi
El — U Bo
BeB

oldugunu not edelim.

F C E': y € F verilsin. (y = y* olarak ele aldigimiz1 hatirlayalim.) y* € A
olacak bigimde A € § vardir. Dolayisiyla, her z € A° igin

[<ay>|=|<aey >|<1

olmasi nedeniyle y*, A°’de smmrhdir. A°, 7 tolojisinde sifirin bir komsulugu
oldugundan, y*, T topolojisine gore siireklidir. Yani, y = y* € E’ oldugu
gosterilmis olur.

E' C F: E' = |J B® oldugundan verilen her B € B i¢in B®* C F oldugunu
BeB
gostermek yeterli olacaktir. B € B verilsin. B’nin tanimi gergi,

B = ‘01 A? = ‘01 A?

olacak bigimde A; € § kiimeleri vardir. Buradan
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n
B = (U 4
=1

n
elde edilir. Bipolar Theoremi (Teorem 16.20) geregi, B®, |J A; kiimesinin
=1

n

o(E*, E)-kapall mutlak konveks kapamigidir. Diger taraftan, |J A; kiimesinin
i=1

E* kiimesindeki mutlak konveks tamlanigi

n
C={>" riz,:a,eAve > |ri|] <1}
i=1

olup, C' C F olur. Bunun yaninda, A; kiimelerinin herbiri o (F, E')-kompkat
oldugundan, o(E*, E')-kompkat olur. Dolayisiyla, Theorem 777 geregi, C' kiimesi
o(E*, E)-kompkat olur, ve dolaysiyla (o (E*, E) Haudorft!) C, o (E*, E)-kapalidir.
Buradan

B*=CcCF

elde edilerek kanit tamamlanir. O

Yukaridaki teorem kullanilarak Mackey-Arens teoremi asagidaki gibi de ifade
edilebilir. Teoremin kanit1 okura birakildi.

Teorem 1.16. < E, F' > bir ikili sistem ve E, F'’'nin noktalarin ayisin. E’deki
bir konveks topoloji T i¢cin asagidakiler denktir.

iT, <E,F > sistemine uyumludur.

ii o(E,F)CTCT(E,F).

Aligtirmalar

1.34. Bir norm uzayinin norm topolojisinin Mackey topolojisine egit oldugunu gosterin.

1.35. Hausdorff konveks uzayin sonlu boyutlu olmasi igin gerek ve yeter kosulun, zayif topo-
lojisinin Mackey topolojisine esi olmasi oldugunu gésterin.

1.9 Barel Uzay-Kuvvetli Topoloji

Bu altboliimde oncelikle, bir konveks uzayin tanimlanmay: ve ¢alisilmay: hak
eden ve kuvvet topolojisi olarak adlandirilacak konveks topoloji tanimlanacak.
Sonrasinda, bir Hausdorff konveks uzayin topolojisinin hangi kosullarda kuvvet
topolojisine esit oldugununun yaniti aranacak. Bunun icin bir yanit, konveks
uzayimn mutlak konveks, kapali ve emen her kiimenin komsuluk oldugu iize-
rinden verilebilecek. Boylece, konveks uzaylarda makul bir simflama yapilmis
olunacaktir.
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Tanim 1.8. Bir konveks uzayda kapali, mutlak konveks ve emen kiimeye barel
denir.

Bir konveks uzayda bir barel kiimenin bir komsuluk olmasi gerekmese de
baz1 konveks uzaylar icin her barel kiime, bir komsguluk olur. Bu tiir uzaylar
¢ok uzagimizda degil, dizimizin dibinde.

Tanim 1.9. < E, F' > bir ikili sistem ve E, F’nin noktalarini ayirsin. S, E'nin
o(F, E)-smirh kiimelerin kiimesi olsun. E’de § tarafindan iiretilen polar to-
polojiye kuvvetli topoloji denir ve 5(E, F) ile gosterilir. Topolojisi kuvvetli
topoloji olan konveks uzaya kuvvetli konveks uzay denir.

Baz1 ufak tefek hazirlik amacli teoremler sonrasi barel uzaylarla kuvvetli
konveks uzaylarin ¢akistigr gosterilebilir.
Bir konveks uzayda barrel kiimeler asagidaki gibi karakterize edilebilir.

Teorem 1.17. Bir konveks uzaywn barrel olmasy icin gerek ve yeter kosul, her
wx-siaerl kumenin es strekli olmasidar.

Kanit: (E, 1) konveks uzay olsun. E’nn barrel oldugunu varsayalim. H C E’
kiimesi o(E’, E)-sinirhi olsun. H°, mutlak konveks ve o(E, E’)-kapal olmasinin
yaninda emen kiimedir, yani barel kiimedir. Ayrica,

go — e EE) _ FeT

oldugundan, H®, E’de kapalidir. E’nin barel olmasi nedeniyle, H°, E’de sifirin
bir komgulugudur. » > 0 verilsin. Her 2’ € H ve z € rH® i¢in |2/(z)] < r
olacagindan, H'nin egstirekli oldugu gosterilmis olur.

Tersine her wx-siirl kiimenin eg stirekli oldugunu varsayalim. U C E bir
barel olsun. U C E°, w*-simirhdir. Varsayim geregi U° C E’ eg stirekli ve
dolayisiyla, Aligtirma 16.32 geregi, U°°, F uzayinda sifirin bir komgulugudur.
Diger taraftan, bipolar teoremi geregi U = U®° ve dolayisiyla, U sifirin bir
komgulugudur. Boylece, E’nin bir barrel uzay oldugu gosterilmis olur. O

E bir topolojik vektor uzay ve E’, E’nin dual uzay1 olmak iizere, dualitesi
<z, f >= f(z) kuraliyla tamimlanmak tizere, < F, E' > ikili sistemine E’nin
0z ikili sistemi denildigini hatirlayalim.

Teorem 1.18. Bir konveks uzaymn barel olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul,
topolojisinin 6z dual ikilisinin kuvvetli topolojisi olmasidar.

Kanit: (E,7) konveks uzay olsun. Teorem 16.14 geregi,

S={H C E': A eg siirekli }
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olmak tizere, 7, S tarafindan tiretilen polar topolojidir. < E, E’ >, E uzaymnin
0z dual ikilisi olsun.

E’nin barel uzay olugunu varsayahm. H € S verilsin. Her 2’ € H ve her
x € V igin |2/(x)| < 1 olacak bigimde barel komguluk V' bulunabilir. z € E
verilsin. V' emen kiime olsugundan, rz € V olacak bicimde r > 0 bulunabilir.
Boylece, her 2/ € H igin

|2’ (rz)| < r

esitsizligi elde ediir, Buradan, H'nin o(E’, E) siirhi oldugu sdylenebilir. Kuv-
vetli topolojinin tanimindan

T C B(E,E)

oldugu hemen elde edilir. Tersine, A C E’, wx-simurh, yani o(F’, E) sirh
olsun. Teorem 16.17 geregi, A egsiireklidir. Bu gbzlemden,

B(E,E")CT
elde edilir. Ve dolayisiyla,
B(EE) =T

elde edilir. Simdi, 7 = B(F, E’) oldugunu varsayalim. A C E bir barel kiime
olsun. A’nin emen kiime olmasi nedeniyle A°, o(FE’, E)-simirhidir, ve dolayisiyla
A®°, o(E, E')-kapal ve S(E,E’) topolojisine gore sifirmn bir komgulugudur.
Diger taraftan, bipolar teoremi geregi,

A=A =A"PF) = oo
olur. Dolayisiyla, A, kuvvetli uzayda sifirin bir komgulugudur. Kanit tamam-
lanir. O

Teorem 1.19. Barel uzaywn topolojisi Mackey topolojidir.

Kanit: (F,7) barel uzay olsun. < E,E’ >, E uzaymin 6z dual ikilisi ol-
sun. Yukaridaki teorem geregi, 7 = S(E, E’) olur. Ayrica, E, < E, E' > ikili
sistemiyle tutarli oldugundan, Mackey-Arens teoremi (Teorem 16.6) geregi,
7 C 7(E,E') olur. Diger taraftan 7(FE,E’) C S(FE,E’) olmasinda nedeniyle
7 =7(E, E") elde edilir. O

Agagidaki teorem konveks uzaylarin énemli bir sinifi olan tam Frechet uzay-
larim (tam metriklesebilir konveks uzaylar) Barrel uzay oldugu Teorem 16.25'de
verilcektir.

Aligtirmalar
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1.36. E = C([0,1]) vektor uzayini, normu

171 :Ofllf(t)ldt

olan norm uzay olarak ele alalim. F konveks uzayinin Barel olmadigini gosterin.

1.37. Supremum normuna gore,
coo = {f € N¥: {n: f(n) # 0} sonlu}
norm uzayinin norm topolojisinin barel olmadigini gosterin.

1.38. Genel olarak bir konveks uzayda kompakt kiimenin konveks tamlaniginin kompakt ol-
masi gerekmez. Baz1 konveks uzay smiflar1 i¢in durum farkhidir: £ Hausdorff konveks
uzay ve A C E', o(E', E)-kompakt olsun. Asagidakilerin dogrulugunu gésterin.

i A'nimn kapali konveks tamlamsi o(E’, E)-kompakttir.
ii A’nin kapali mutlak konveks tamlanigi o(E’, E)-kompakttir.

1.10 Mackey Teoremi

Bir konveks uzayda bir altkiimenin sinirli olmasiyla, stirekli her fonksiyonel
altinda gortinti kiimesinin sinirhh olmas: arasindaki iligkiyi iligki vardir: Bu
altboliime verilen bir dual iligsksiyle uyumlu konveks uzaylarda siirl kiimelerin
ayni oldugu kanitlanacak. Bunun icin bazi onciil teoremlere ihtiyag olacak.

Teorem 1.20. Bir topolojik vektor uzayda bir barrel kiime her kompakt kimeyi
emer.

Kanmit: FE topolojik vektor uzay olmak lizere, E uzayinda B barrel ve K
konveks kompakt kiime olsun. Once,

Kn(z+V)CnB

kapsamasini saglayan z € K, sifirin komgulugu V' bir n € N oldugunu gostere-
lim: Varsayalim ki bu kapsama gerceklegmesin. Sifirin Vy komsulugu ve verilen
ro € K verilsin.

K (20 + Vo) N (E\ B) £
olur. Dolayisiyla,
1€ KN(zo+Vo)N(E\B)#0
segilebilir. K N (xo + Vo) N (E \ B) bosktiimeden farkli agik kiime oldugundan,
21+ Vi C (z0+ Vo) N (E\ B)
olacak bigimde sifir1 igeren acik V; bulunabilir. Bu sekilde devam ederek,

Tn+ Vy C (21 + V1) N (E\ nB)
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olacak bigimde K’da (x,_1) dizisi ve sifirin agik komsuluk dizisi (V,,—1) elde
edilebilir. K kompakt ve (KN (z,+V;,)), K 'nin kapal azalan dizisi oldugundan,

y€ Q(Kﬂ (n + Va)
bulunabilir. Buradan, her n igin y ¢ B elde edilir. Bu, B’nin emen kiime
olmasiyla celisr. O halde bahsedilen kapsama gergeklesebilir. Yani,
Kn(z+V)CnB
kapsamasini saglayan = € K, sifin komsulugu V' ve n € N segilebilir. Buradan,
(K—xz)NV CnB—-x
elde edilir. K kompakt oldugundan K — x sinirli, ve dolayisiyla,
K—-xcCcrV

olacak bicimde r > 0 bulunabilir. K konveks ve 0 € K — x oldugundan, her
y € K — z igin,
ly=ly+(1-10eK -z

T

olur. Yani,
K—-xCr(K—x)
elde edilir. Buradan,
K—-—zCcr(K—x)NrV Cr(nB—x)
ve buradan da,
K—xCr(nB—z)+x=rnB+(1—r)z

elde edilir. B bir emen kiime oldugundan, (1 —r)z € sB olacak bigimde s > 0
da bulunabilir. Bu veriler altinda da,

K CcrnB+sB = (rn+ s)B
olur. Bu, kanit1 tamamlar. O

Teorem 1.21. Hausdorff konveks uzayda bir barrrel kiime sinwrl konveks ve
tam olan her kiumeyi emer.

Kanit: F konveks uzay, B barrel ve K sinirli konveks ve tam kiime olsun.
FE Hausdorff ve K tam oldugundan, K kiimesinin kapali olacagini not edelim.
Kamt1 0 € K i¢in vermek yeterlidir. (Neden?) B’in K kiimesini emmedigini,
yani K C nB olacak bicimde n dogal sinin olmadigini varsayalim. Bu durumda
her n € N igin
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L K
n2n ¢

olacak bi¢imde K’da (x,,) dizisi bulunabilir. (z,,) dizisi sinirli oldugundan

1

n

T, — 0
olur. 0 € K ve K konveks oldugundan her n igin,
%xn e K
elde edilir. Dolayisiyla,
H={iz,:neN}u{0} CcK

kompakt kiimedir. E konveks oldugundan, Teorem 777 geregi, H nin konveks
tamlanisi con(H) C K timiiyle simirhdir. (Teorem???7.) Ayrica, K'nin kapali
olmasi nedeniyle

con(H) C K

olur. Kapal kiimenin tam olan her altkiimesi tam oldugundan con(H) tam
kiimedir. Tam ve tiimiiyle sirli kiime kompakt oldugundan con(H) kompakt
kiimedir. Teorem 16.20 geregi B, con(H) kiimesini emer. Diger taraftan, bu,
%xn ¢ nB olacak bicimde n olamayacag varsayimiyla geligkidir. Kanmt ta-
mamlanir. O

Bu altboliimiin esas sonucu olarak agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 1.22 (Mackey). Bir dual ikiliye gore uyumlu Hausdorff konveks uzay-
larda swnarly kiimeler aynidar.

Kamit: E bir konveks uzay olsun. Mackey-Arens Teoremi geregi, 7, E’nin
topolojisi ve E’, E'nin duali olmak {iizere,

o(E,E'yCcTCT(E,E)

olur. E’nin si1 her altkiimesinin o (F, E')-simirh oldugu agik. Tersine o(E, E')-
simirh kiimenin 7(E, E')-simirh oldugu gosterilirse kanit tamamlanmig olur.
(Neden?) B C E.7(E,E’) smrh olsun. V', 7(E, E’) topolojisine gore sifirin
mutlak konveks kapali komgulugu olsun. Alaoglu Teoremi geregi V°, o(E’, E)-
kompakt olur. B, o(E, E')-sirh oldugundan o(E’, E)-topolojisine gore B® C E’
barreldir. Teorem 777 geregi, B°, V° kiimesini emer, ve dolayisiyla

Ve crBe
olacak bicimde r > 0 bulunabilir. Buradan,

1 1 poo 0o __
IBclpecye=Vv



30 1. ikili Sitem ve Dual Sistem

elde edilir. Boylece, B'nin 7(E, E’)-sinirh oldugu gosterilmig olur. O

Bu teoremin farkli bir kamt1 farkl bir bigimde verilebilir. (Aligtirma 16.40.)
Bu teoremin uygulanmasiyla agagidaki teorem elde edilir.

Teorem 1.23. Her metriklesebilir konveks uzaywn topolojisi Mackey topoloyi-
sine egittir.

Kamt: (F, 1), metriklegebilir konveks uzay olsun. E’nin dual uzayim E' ile
gosterelim. (U,,), sifirm azalan komsuluk tabani olsun. Once

T(E,E") CT

oldugunu gosterelim. Olmadigimi varsayalim. Bu durumda 7(E, E’) topolojine
gore sifirin komsgulugu olan, ama 7 topolojisine gore sifirin komgulugu olmayan
konveks V' C E kiimesi bulunabilir. Bu durumda,

U, CnV
olack bigimde n € N yoktur. Dolayisiyla her n icin
Ty € Uy ve xp €0V
olacak bigimde (x,) dizisi bulunabilir.
A={z,:neN}
7 topolojisine gore simirhdir. (Hatta 7 topolojine gore z;,, — 0 olur.)
(E,7) = (E,7(E,E")

oldugundan Mackey teoremi geregi (Teorem 16.23) A kiimesi 7(E, E’)-siirhdar.
Dolayisiyla,

AcCnV
olacak bicimde m € N vardir. Buradan,
Ty € MV

geligkisi elde edilir. O halde, 7(F, E') C 7 olmak zorundadir. Kapsamanin diger

yonii Mackey-Arens Teoreminin (Teorem 16.6) sonucudur. Kamt tamamlanir.
O

Topolojisi tam metrikle belirlenebilen konvesk uzaya Frechet uzay denir.
Aggidaki teoremin kaniti igin su bilgi gereklidir: Bir tam konveks uzayda tam
kapali ve tiimiiyle diizenli olan kiime kompakttir.



1.10. Mackey Teoremi 31
Teorem 1.24. Frechet uzay barreldir.

Kanit: (E,7) bir Frechet uzay olsun. (U,), E’de azalan sifirm komsgulugu
olsun. E’nin barrel uzay olmadigini varsayalim. Bu durumda sifirin komsulugu
olmayan B C E barrel kiimesi bulunabilir. Dolayisiyla

U, CnB
olacak bicimde barrel B kiimesi yoktur. Her n igin
Ty € Uy ve x,, € nB
olacak bicimde () dizisi bulunabilir.
Ty, — 0
oldugundan
A={z, :neN}U{0}

kiimesi kompakt olur. Boylece con(A) tiimiiyle diizenlidir. (Neden?) Ayrica

tam ve kapali oldugundan kompakttir. Theorem 16.21 geregi, B, con(A) kiime-
sini emer. Dolayisiyla

con(A) C mB
olacak bicimde m € N bulunabilir. Buradan,
Tm € mB

celigkisi elde edilir. Kanit tamamlanir. O

Aligtirmalar

1.39. Mackey teoremini kullanarak: E bir norm uzay ve E’, E uzaymnin norm duali olsun. 7,
E’ norm uzaymin topolojisi olmak iizere, agagidakilerin dogrulugunu gosterin.

i (E,7) =(E,0(E,E").

ii A C E kiimesinin 7-sinirli olmas: igin gerek ve yeter kosul, A'nin o(E, E')-simirh
olmasidir.

iii (E’,7) uzayinda ||f:]| — O olmasi igin gerek ve yeter kosul, o(E, E')-sinirhi her
A C F igin,
pa(f) =sup|f(z)] =0
z€A

olmasidir.
iv 7 =B(E,E).
1.40. Asagidaki adimlar takip ederek, < X, X’ > dual ikilisi igin Mackey topolojinin farkh

bir kanitini verin. (Ancak bu kanitta, Mackey teoreminin 6zel bir durumu olan (v4i) nin
bilinmesi gerekmektedir.)
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i Her 7(X, X')-smurh kiime (X, X')-siirhdir.
A C X o(X,X")-simirh ve C, bogolmayan,mutlak konveks ve o(X’, X)-kompakt ve
o0
E = |J nC olmak iizere:

n=1
ii F, X’ uzaymm bir altuzayidir.
iii E uzayinda
[|z'|]| = inf{r > 0:2" € rC}
kuraliyla bir yarinorm tanimlanabilir. E’yi bu yarinorm ile donatilmig uzay olarak
ele aliyoruz.
iv C={z' € E:||7]| <1}
v (E,||.||) bir Banach uzay:.
vi Her z € X igin {z'(z) : 2’ € E} smurl.
vii A C E’ oldugu varsayilabilir.

viii Bir norm uzayin bir altkiimesinin sinirl olmasi i¢in gerek ve yeter kogulun noktasal
smirli olmasi, oldugunu bilin! Yani, F' bir norm uzay ve A C F olmak tizere, A’nin
norm smirh olmast igin gerek ve yeter kosul, her f € F' igin f(A) kiimesinin simirh
olmasidir.

ix A noktasal simirhidir.

x A norm siirhdir.

xi rA C C° olacak bi¢imde r > 0 vardir.
xii A, 7(X, X')-sinirhdar.

1.11 Ikinci Dual

Verilen bir < E,F > dual sistemi i¢in E {iizerinde bircok konveks topoloji
tanmimlanabilecegi 6nceki boliimlerede ifade edildi. Ayrica, < F, E > de bir
dual sistem oldugundan F' iizerinde de simetrik bigcimde konveks topolojiler
tanimlamlabilir. F, topolojik duali E’ olan, bir Hausdorff konveks uzay olma
durumunda, E’nin 6z dual sistemi < E, ' > {izerinden F ve E’ vektor uzaylar
tizerine farkli konveks topolojiler tanimlanabilir.

Aksi bir durum olmadig: siirece her norm uzay1 konveks topolojisi norm
topoloji olan konveks uzay olarak ele alindigini tekrarlayalim. F bir norm
uzay ise, E’nin norm duali olarak adlandirilan ve E’ ile gosterilen norm uzay,
Aligtirma 16.29’de oldugu (belki 6ncesinden tanmimlanmigtir) gibi tammlanir.
E’ norm uzaymin E” ile gosterilen norm dualine, E’nin ikinci norm duali E”
denir. Hahn, [5]’de E norm uzaymdan ikinci dualine,

kuraliyla
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doniistimiini tamimlayarak ve bu dontisiimiin bir izometrik déniisiim oldugunu
gozlemleyerek, norm uzay kavramina farkli bir bakis acisimin kapisimi ara-
lamigtir. Bir norm uzayimn ikinci norm dualine yapilan bu gegis, bu kavrami
kapsayacak bigimde konveks uzaylar icin yapilabilir.

Verilen < E, E' > dual sistem tizerinden tanimlanan (E’, 3(E’, E)) konveks
uzaymin duali E” ile gosterilmek tizere, < E’, E” > bir dual sistem olup,
E" vektor uzay tizerine, ¢evresindeki konveks topolojilere uyumlu konveks
topoloji konulabilir.

Tanim 1.10. < E, E' > bir dual sistem olsun.
El/ — (E/,ﬁ(E/,E))

olmak ftizere, konveks topolojisi S(E”, E’) olan E” konveks uzaymma FE’nin
ikinci duali denir.

Dikkat edilirse yukar: tanimda F iizerinde herhangi konveks topoloji tanim-
lanmadan E’nin ikinci topolojik duali tanimlanmig oldu. Bu eksiklik tahmin
edilecegi gibi goyle giderilir.

Tanim 1.11. Bir Hausdorff konveks uzayin 6z dual sistemi tizerinden tanimla-
nan ikinci topolojik dualine konveks uzayin ikinci topolojik duali denir”.

Bir E Hausdorff konveks uzayn ikinci duali, (E’, S(E’, E)) konvesk uzayimin
duali olarak tanimlanir. Her Hausdorff konveks uzay dogal doniistim olarak ad-
landirilacak bir oparator altinda ikinci dualinin kopya altuzay: olabilir.

Tamim 1.12. < E, E' > bir dual ikili ve E”, (E', 3(F, E")) konveks uzayimin
ikinci duali olmak tizere,

kuraliyla tanimh
k:E—FE' i(x)=71
operatériine dogal doniisiim denir® denir.

E, Hausdorff konveks uzay olmak iizere, E’den ikinci duali E” uzaymna
tanimlanan dogal doniigim bir izomorfizmadir. Vurgu agisindan bunu teorem
olarak ifade edelim.

Teorem 1.25. Her dogal déntisum bir izomorfizmadar.

"Bir yanhs alnlagilma durumu sbézkonusu degilse, “ikinci topolojik dual” yerine kisaca
“ikinci dual” denildigi de olur.
8Ingilizce: canonocal maping
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Bir Hausdorff konveks uzaydan ikinci dualine tanimlanan dogal dontisiimiin
hangi kogullar altinda bir homeomorfizma oldugunun yaniti bu altbéliimde ve-
rilecek.

Bir konveks uzayin ikinci duali (vektor uzay olarak) {izerine, tanimda ve-
rilen konveks topolojiden farkli konveks topolojiler de konulabilir. Elbette bu
topolojiler bagbos olmayacak, isimize yarayacak nitelik ve estetikte olacak.
< E,E’ > bir dual sistem, 7, bu sistemle uyumlu konveks topoloji ve bu
sisteme gore E”, E’nin ikinci duali olmak tizere, agagidakiler gosterilebilir.

i.
ii.

iii.

iv.

vi.

vii.

viii.

iX.

< E',E" > bir dual sistemdir.
(E',o(E",E")) = (£, B(E', E))".

A C F' kiimesinin o(E’, E")-siirh olmasiyla S(E’, E)-sinirh olmasi bir-
birlerinde denktir®. (ciinkii bu topolojilere gére E’ uzaymin topolojik
dualleri esit olup, Mackey Teoremi uygulanabilir.)

A C E' kiimesi o(E’, E")-simrh ise o(E', E)-simrhdir. (E, E” uzaymin
kopya altuzayidir.) Bunun tersi belirli kogullar altinda dogrudur, Teorem
777

A C E' ve B C E 7-sinirh kiime olsun. A° kiimesinin B kiimesini eme-
bilmesi igin gerek ve yeter kosul, B° kiimesinin A kiimesini emebilmesi-
dir. (E uzayinda sifirm bir komgulugunun polarimimn S(E’, E) topolojisine
gore sifirin komgulugu oldugunu not edin.)

A C FE’ verilsin. A'nin o(E’, E”)-siurh olmas: igin gerek ve yeter kogul,
A’nin E’deki polar: olan A° kiimesinin 7-sinirli her kiimeyi emmesidir.

E’ kiimesinin her egsiirekli altkiimesi o(E’, E”)-siirhdir.
A C E' mutlak konveks o(F’, F)-kompakt ise o(E’, E")-simirhdur.

U, 7 igin elemanlart mutlak konvesk ve kapali olan sifirin bir komguluk
tabani olmak tizere,

U ={U°:U U}

ve C, T topolojisine gore essiirekli olan E’ kiimesinin altkiimeleri ol-
sun. U° ve C kiimelerinin her elemaninin o(E’, E”)-siirh oldugundan,
bu kiimelerle E” vektor uzayinda polar topolojiler tanimlanabilir. Diger
taraftan, E” vektor uzayinda U° ve C tarafindan iiretilen polar topolo-
jiler egitttir. Bu topolojiyi 7°° ile gosterelim. Yani, her U € U i¢in, U°,
< E,FE’ > ikilisine gore U'nin polan ve U°®, U° kiimesinin < E', E” >
dual sistemindeki polar1 olmak iizere,

9Bu tiir kiimelere ingilizce olarak strongly bounded denir.
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(U U eU}

7°° topolosi i¢in sifirin komsuluk tabani olacaktir.
x. Her U e U igin U*NE =U°=U.
xi. 7°° C B(E", E’) olur.
xii., r={ENV:V e7°°}
xii. 7={ENV:V e€jB(E",E)}.
xiv. Dogal doniigiim i : (E,7) — (E”, 7°°) homeomorfizmadir.

Teorem 1.26. (E, 1) Hausdorff konveks uzays i¢in, yukarida kullanilan goste-
rimler altinda, asagidakiler denktir.

i. 7°°=B(E",E').
ii. E wzaywan o(E', E")-sinarly her altkiimesi esstreklidur.

Kamt: i = ii: A C F', o(E', E”)-sinirh olsun. U C FE, sifirin komgulugu
verilsin. (vi) geregi, A°, U kiimesini emer. U C rA° olacak bicimde r > 0
bulunabilir. € > 0 verilsin. Her f € A ve 2 € £U icin,

[f(x)] < e

olacagindan A° kiimesinin egsiirekli oldugu gosterilmig olur.

it = i: A € B(E", E') verilsin. Tamim geregi, U®* C A olacak bi¢imde o(E’, E")-
siirli olacak bigimde U C E’ bulunabilir. Varsayim geregi U essureklidir.
7°° topolojisinin tanimi geregi (iz), U®, (E”,7°°) uzaymnda sifin bir komsulu-
gudur. U®* C A olmasi nedeniyle de A kiimesi de (E”,7°°) uzaymnda sifirin
bir komgulugudur. Boylece, 3(E”,E") C 7°° elde edilir. Kapsamanimn diger
yoniiniin de dogru oldugu (z7)’da ifade edilmisti. Sonug olarak,

,7_00 — ,B(E”,E,)
esitligi elde edilir. O
Yukarida verilen teorem ve (iz) kullamlarak bir Hausdorff konveks uzaydan
ikinci dualine tamimli dogal doniigtimiin hangi kosullar altinda bir homeomor-

fizma oldugu agagdaki teoremle ifade edilebilir. Teoreminin kanitinin detaylar
okura birakildi.

Teorem 1.27. (E,7) Hausdorff konveks uzay olsun. Asagidakiler denktir.
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i. E' uzayinda o(E', E")-sinwrly her kiime egstreklidir.
ii. Dogal dontistim bir homeomorfizmadar.

Bir konveks uzayin 6nemli bircok 6zelligi ikinci duali tizerinden anlasilabilir.
Asgagida verilen tanimlamalar iizerinden yeri geldigince kitapta calisilacak.

Tamim 1.13. (E, 7) Hausdorff konveks uzay olsun. F uzayma dogal déniigiim
i. orten ise yar1 refleksiv,
ii. orten homeomorfizma ise yari refleksiv

denir.

Aligtirmalar

1.41. (E,7) barrell uzayinda tanimli doniiglimiin homeomorfizma oldugunu gosterin. (A C
E', o(E", E")-sinirh olsun. o(E", E)-siirhdir. Dolayisiyla A° C E bir emen kiimedir.
Ayrica, E barrell ve A° mutlak konveks oldugundan, E’de sifirin bir komgulugudur, ve
buradan A’nin egsiirekli oldugu soylenebilir. Torem 6.27’den istenilen elde edilir.)

1.42. (E,7) Hausdorff tam konveks uzay olsun. A C E’ kiimesinin o(E’, E")-sinirli olmast igin
gerek ve yeter kogulun, o(E", E)-sinirh olmast oldugunu gésterin. A C E’, o(E", E)-
sinirli olsun.

i. A° C E bir barrell kiime.
ii. A° C E, E’nin tam konves sinirli kiimelerini emer. (Teorem 16. 21.)
iii. E’de smrl her kiime tam konveks ve sinirli bir kiime tarafindan kapsanir.
iv. A°, E’nin sinirh her kiimesini emer.
v. A, o(E', E")-smirhdir.
1.43. < E,E’ > dual sistemi icin agagidakilerin denk oldugunu gdsterin.
i. E = E" (dogal doniigiim birebir ve érten anlaminda.)
ii. B(E',E), < E',E > dual sistemiyle uyumludur.
iii. 7, E’de < E,E’ > dual sistemiyle uyumlu konveks Hausdorff uzay ise E’nin 7-
siirh her altkiimesi mutlak konveks o(E, E')-kompak kiime tarafindan kapsanir.
1.44. (E,7) Hausdorff konveks topolojik uzay olsun. Asagidakilerin denkligini gosterin.
i. Dogal doniigim i : (E,7) — (E”,0(E", E’)) birebir ve 6rten homeomorfizm.
ii. Asagidakiler gerceklesir.
a. E’nin sinirh her altkiimesi bir zayif kompakt kiime tarafindan kapsanir.
b. E' uzaymm o(E’, E)-sinirh her altkiimesi egsiireklidir.
c. E' uzaymin o(E’, E")-sinirh her altkiimesi egsiireklidir.
1.45. Hausdorff konveks uzayin refleksiv olmasi igin gerek ve yeter kogulun barrell ve sinirh
her kiimenin zayif kompakt kiime tarafindan kapsanmasi oldugunu gosterin.

1.46. Bir norm uzayin refleksiv olmasi igin gerek ve yeter kosulun kapali birim kiiresinin zayif
kompakt oldugunu gosterin.

1.47. < E,E’' > bir dual sistem olsun.
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k:(E,0(E,E")) — (E",0(E",E"))
dogal doniigiimiiniin homeomorfizma oldugunu gosterin.

1.48. (E,7) Hausdorff konveks uzay olsun. E’nin yari refleksiv olmasi igin gerek ve yeter
kosulun, E'nin o(E’, E)-kapali her altkiimesinin o(E, E’)-kompakt olmasi, oldugunu
gosterin.

1.49. Teorem 16.26 igin bir bagka denk kogulun

iii. Mutlak konveks, kapali ve sinirli her kiimeyi emen kiime sifirin bir komgulugudur.

1.50. Yar refleksiv olup, refleksiv olmayan konveks uzay ornekleri verin.



