SIFIR DERECELI MANTIK: DIZILIM

(Metin Culhaoglu'na ithaf olunur®

- Ayse caligkandr.

- Ayse caligkansa Ahmet ¢aligkandir.
verilerinden,
- Ahmet ¢aligkandir,

¢ikarimini yapan mantik, insanhigi 3000 yildir bu gikarimin etkisi ve dongiisi altinda
birakmigtir. Bu, insanlik i¢in belki de gelmis ge¢mis en biiyiik bir bagarasizliktir.
Oyle ki, bu durum, “insan, canlilarin en aptal olanimi dir?” sorusunu sordurtabilecek
niteliktedir.

Diger taraftan, insanligin en biiyiik bagarilarindan biri, “tanimsiz” bir geyi tanimlama
bagarist gosterip, bu “sey” ilizerine matematigi inga edebilmis olmasidir. Bu, “insan,
canlilarin en zeki olan1 midir?” sorusunu anlamli kilacak diizeydedir. Bu, fiziksel boyut-
tan zihinsel boyuta gecis degil, zihinsel boyuttan fiziksel boyuta gesistir.

Ama insanlik kendini “aptal” ya da “zeki” sinirlarina hapsetmedigi siirece hicbir
sorun yok, olgunluk postunda en aptal olmak ya da en zeki olmak mantiksal acidan
problem olusturmaz.

Yazar olarak edindigim tecriibe sonrasi olugan gozlemlerim matematikle ugragan
bir¢ok insanin kullandigi bir¢ok kavrami formel olarak tanimlamadan matematik ya-
pabildigidir. Bu, bir yoniiyle pratiksel bir gereklilik olmasinin yaninda bir yoniiyle

de giderilebilecek ve giderilmesi gereken bir kambur ve gereksiz bir agirliktir. Ornegin,

YYakin zamanda kaybettigimiz Metin Culhaoglu Tiirkiye sol hareketinin 6nemli diigiince
emekcilerinden biriydi. Yazar icin, Metin Culhaoglu aym zamanda bir mizah ustasiydi, bir 6rnek:
Zamandaglik olsaydi, diinyanin tek ciimlede en cok bilgi veren haber girisi herhalde goyle bir sey
olurdu: Ertugrul Ozkék, eginin adina gondermeyle “Tansu’ya mektuplar” basgliginda newsletter olarak
yaymladigi yazisinda muhaliflere yakin Londra merkezli Suriye Insan Haklar1 Gézlemevindeki bir
habere dayanarak ‘Bahoz Erdal’ kod adli ve Suriye uyruklu Fehman Hiiseyin’in son durumuna agiklik
getirdi.

Ayrica Gulhaoglu 23 Agustos 2020 yilinda “yetmez ama evetgilerle ugragsma agirligi” nin formiiliinii
de vermigti: Su yetmez ama evetgilerin “ling edilmesi” konusu giindemde ya, bu ling edici kesimde
yer alip almadigimi merak ettim. Yaptigim kiiciik bir aragtirma, yetmez ama evetgi lingine katilan
biri olmadigimi kesin kanmitlariyla ortaya koyuyor. Malum referandumdan bu yana 800 kiisur yaz
yazmigim. Bu yazilarin toplam kelime sayis1 527.276. “Yetmez ama evet” ibaresi (3 kelime) bu
yazilarda 28 kere gegiyor, 28’1 3'le garparsak 84 sayisim elde ediyoruz. 84/527.276 = 0.00015 (yetmez
ama evetgilerle ugragma agirhgl). Bu arada hesaplama yénteminde bir yanhsglik yok degil mi?
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matematikte teorem ve kanit gibi bircok temel kavramlarin belirli bir disiplin icerisinde
tanimlari igsellestirilmeden ya da bilinmeden bu kavramlar iizerinden ifadelerin kurul-

masi, kisgi i¢in rahatsiz edici bir durum olabilir. Bunun yaninda, giinliik yagsamda,
24-2=4

oldugunu da zirt pirt tartigmaya agmanin gerekli olmadiginin da farkinda olunulmali.

Gercgekten de bu ifadenin dogrulugu tartigmaya acgildiginda
2913 + 184 = 3097

tane teoremin kullanilmasi gerektigi ifade ediliyor ki, bu, sarap ve askin oldugu bir
diinyada korkung birsey!

Bu yazi, bu bakis acisiyla matematigin iizerine insa edildigi mantik kavraminin ne
oldugunu belirli bir denge igerisinde kisaca ifade etme (zaten konuyu derinlemesine de
bilmiyorum) ya da tartirsma amachdir.

Yazinin anahtar kelimesi “onerme”dir. Onerme, bir “anlam”1 olan belirli kural-
larla dizilmis bir sozciik olarak tarif edilebilir. Burada gecen temel “anlam”lardan
birinin dogru-yanhs ikilisi oldugunu simdiden soyleyelim. Bu ikilide gecen “dogru”
ve “yanlig” kavramlari, varliklarini ve yaraticililiklarini birbirlerinin “zit”lar1 olmasi
iizerinden insa ederler. Bu kavramlarin kendi baglarina bir anlamlari olmayacak olsa
da, ancak bir objeye bir sifat olduklarinda o obje hakkinda tartigma baslatabilecek arac
olacaklardir. Bu anlamda onermeleri degerli yapan sey, degerleri iizerinden tartigilabilir
olmalaridir.

“Seckin”ler insanlarla degil, olaylarla ilgilenirmis. Giiniimiizde daha segkinler olay-
lar1 da asarak sembollerle ilgilenir oldular, yani p, ¢ ve r ve benzeri sembollerle ilgilen-

mekteler. Bu anlamda secgkin insan,
Hasanin babast iyi bir adam olsaydr oglu Hasan’a bir ev alirds
bigiminde “dedikodu” igeren bir ifadeyi

p—4q

formatina ¢evirebilen bir sembol oyuncusudur. Bu noktada p ve ¢’lara sifatlar koymak
gerekir, “q iyi biridir” gibi. Seckin olmanin bagka ytikiimliikleri de var: iyi ve kotiiyti
sembollerle ifade etmek zorundadirlar. Baska tiirlii denklem kurmalar: ve onu ¢ézmeleri
zor olacaktir.

Cok daha seckinlerse sembolleri objelerin temsilcileri olarak kullanirlar. Sanirim

heniiz bu tiir seckinciligin bir otesi heniiz kesfedilmedi.
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Giiniimiiziin matematigi bir semboller hareketliligidir. Bu hareketliligin bir gerisinde
kurallart mantik ve onun bir pargasi olan Sifir Dereceli Mantik ( Onermesel Mantik,
Onermesel Kalkuliis olarak da bilinir?.) olarak bilinen kavramca belirlenen bir yapi
vardir. Mantik ise felsefenin “dirdir”larindan arindirilmig ve kendini daha farkl bir
bigimde ifade eden bir bolgesidir.

Bir sey fiziksel olacagi gibi sadece ve sadece zihinde de olabilir. Bagka tiirli de
olamaz. Yani bir gey, fiziksel sey ve zihinsel sey olarak ikiye ayrilabilir. Bunlar, her
ne kadar birbirlerinden bagmsiz olsalar da etle kemik gibidirler; birbirleriyle tuhaf bir
iligkileri vardir, biri olmadan digeri olmuyor. Bu iki gey arasindaki farkliligi anla-
mak icin ortaya cikan kavrama felsefe deniyor ya da denilebilir. Yani felsefe, seyler
arasindaki diyalog olarak tanimlanabilir. Biraz daha detaylandiralim: Felsefe seyler ile
o seyleri temsil eden seyler arasindaki iligkiyi 6lgmeye caligan bir gseydir (Bir an igin
obje ve gey aym seyler demek geliyor.) Kimbilir, felsefe bir yoniiyle bir tavuk-yumurta
tartigmasidir. Bu durumda goyle bir soru tetiklenecektir: Felsefeyi tavuk-yumurta k-
ilisi tizerinden anlama cercevesinde horoz-yumurta ikilist neye karsilik gelir?

Dikkat edilirse bir yukar1 paragrafta kullanilan-kismen gizli-anahtar kelimelerden biri
“sey”dir. 1552-1599 yillar arasinda yasamig olan Ingiliz sair Edmund Spenser “sey”i,
bir gseyi gosteren bagka birgey olarak tanimliyor. Daha dogrusu, bir baskasi iizerinden
anlamlagtiriyor. Bu yaklagima gore, bir “sey”, biiylik bir olasilikla bir seye bagh ve
bu anlamda bagimsiz degil. Bir bagka anahtar kelime ise “Ol¢gme”dir. En ilkel 6lgme
yontemi iyi-kotii, dogru-yanlis gibi deger ikilileri tizerinden ifade edilebilir.

Yazida yer alan esas anahtar kelime “Onerme”dir. Her onermenin sozciik olarak
dizilimi ve anlami olacaktir®. Bu yazinin kapsami 6nermelerin sézciik dizimi konusunda
olacak. Bunu takip edecek bir sonraki yazinin konusunun, onermelerin anlami iizerine
olmasi planlanmaktadir.

Bu yazida “teorem” ve “kamit” kavramlari hem kavramsal olarak tanimlanmig hem
de her matematik¢inin kullandigi anlamda ifade edilmigtir. Okurlarin bunlar1 ayirt
edebilecek deneyimde oldugu varsayilmistir.

Bu yazinin igerigiyle ilgili Tiirkge olarak yazilmig temel kitap [6]dir.

2hlglizce: zeroth-order logic, Propositional Calculus, Statement Logic, Sentential Calculus, Sen-
tential Calculus olarak ifade edilir.

3ngilizcede sembollerin dizilim kurallaryla ilgilenen alana “syntax” ve onlarm “anlam”1yla ilgile-
nilen kavrama “semantix” denilmektedir.
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1. SEMBOL

Yazida esanlam olarak “sembol” yerine “simge” de kullanilmistir.

Sifir Dereceli Mantik sembollerin belirli kurallar dizilimiyle ifade edilen bir yapidir.
Sembol bir gorsel olup, onunla iligkili temel ifadelerden nelerin kastedildiginin makiil
bir seviyede okurlarca bilindigi varsayilmigtir. Ornegin,

T,Y,T
gorsellerinin herbiri bir sembol olmasina kargin bu sembollerin bir dizilimi olan

TYz

gerektiginde tek bir sembol gibi ele alinabilecegi gibi gerektiginde de yapilan aciklamalara
bagh olarak bir semboller dizilimi gibi de degerlendirilebilecektir. “S bir semboller
toplulugu” ya da benzer bir ifadenin S’nin belirli bir sembollerden olugan bir toplulugunu
temsil eden bir sembol anlaminda oldugu kabul edilmigtir. Bu durumda bir x sem-
bolii, S’ye ait ise x € S yazilabilecek. Benzer bicimde T”de bir semboller toplulugunu
gosteren bir sembol ise 7' C S gosteriminin anlami, 7”ye ait her semboliin ayni za-
manda S’ye ait oldugu anlaminda olacak. Daha fazlasi, iki semboller toplulugunun
bilegimi, arakesiti ve kiime kavraminda tanimlanan benzeri standart gosterimler ve
islemler herhangi bir aciklamaya gerek kalmadan kullanilabilmigtir.

Aslinda semboller belirli objelerin temsilcileri olarak kullanilir ve bir obje birden
fazla sembolle gosterilebilir. Ornegin z ve y ayni objeyi gosteriyorsa

r=Yy

“__»

yazilabilir. Bu gosterimde, okurun esitlik sembolii ye kiime teoride oldugu gibi
derin bir teknik anlam yiiklenmediginin farkinda oldugu varsayalilacaktir.

S ve T iki sembol toplulugu olsun. S’nin her semboliinii 7"nin sadece ve sadece
tekbir semboliiyle eglestiren seye bir fonksiyon denir. Bu, f : .S — T ile gosterilebilir.

Ayrica S’nin elemani s, T'nin elemamn t ile eslesiyorsa,

fls) =t
yazilabilir. Buna benzer farklh gosterimler de kullanilabilir.

Her pozitif n dogal sayis1 i¢in
n=1{1,2,---,n}
kiimesinin ne anlama geldiginin bilindigi varsayilmigtir. Ayrica, 6rnegin
3={1,2,3}
yazilabilecek.
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Tanim 1.1. T bir sembol toplulugu olsun. Bir n € N i¢in n kimesinden T 'ye taniml

her fonksiyona bir T-s6zciik denir.

Bir f:n — T sozcigii,
f=FW)f2)---f(n)

gosterimiyle de ifade edilebilir. Bu durumda n’ye f sozciigiiniin uzunlugu f’ye n-
terimli 7-sozciik ve her ¢ € n i¢in f(i)'ye f sozcligiiniin #’inci terimi denir. n-terimli
T-sozciiklerin toplulugu

sozcuk, (T)
ve T-sozciiklerinin toplulugu

sozcuk(T)
ile gosterilmigtir. Bu durumda,

sozcuk(T) = | sozcuk, (T)

olur.

f:in— S veg:m— T iki sozciik olsun. kK = m + n olmak tizere,

h(k) = f(n) U g(m)
kogulunu saglayan h : k — SUT sozcligiine f ve ¢g’'nin karigim s6zciigii denir. Ayrica,
1<i<j<kicin
(h(i) = f(u) ve h(j) = f(v)) ya da (h(i) = g(u) ve h(j) = g(v)) ise u <v

kosulu saglaniyorsa h’ye f ve g’nin sirali karigimi denir.

Her ne kadar bir sozcligiin tanim kiimesi n bi¢giminde de olsa, bu tanim bolgesi sonlu
bir kiime olarak da alinabilir.

Okurun bir semboller toplulugunun sonlu, sonsuz ya da sayilabilir sonsuz oldugunun

ne anlama geldigini bildigi varsayilmigtir.

2. ALFABE

Verilen bir semboller toplulugu tizerinde anlamli bir “hareketlilik” insa edebilmek
i¢in dig miidahelelere gerek duyulacaktir. Bunun i¢in de bir dile, ve bu dilin insas1 i¢in
alfabeye ihtiyac vardir.

Bir semboller toplulugunun elemanlarini 6zelliklerine gore bazi sifatlarla damgala-
mak anlamli bir girigim olabilir. Her sembole ayni sifati vermek onlara bir ozellik
katmayacaktir. Bunun yaninda, sifatlar ilk elden bir digerinin “zitlar1” olan en az

farkl iki sifattan olusabilir. Felsefi tartigmalarin bazi temel ogelerinin dogru-yanls
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oldugu dikkate alindiginda, amaglanan zitlar: ilk elden bu kavramlar tizerinden ifade
etmek yerinde olabilir. Diger taraftan, dogru ve yanhg giinliik yagamda gorecelilik
icerdiginden, bunun tizerinden ortaya ¢ikabilecek yanlig anlamalar: en aza indirgemek
icin bu sifatlar1 belirli semboller ile gostermek de anlamli olacaktir. Bu ve benzeri

kaygilarla bir semboliin zittini tanim olarak verelim.
Tanim 2.1. - semboliine degili denir®.

Degili, kendi basina bir anlam ifade etmese de bunun iizerinden bir semboliin degili

olarak tammlanabilecek. Ornegin T”de verilen bir p semboliiniin “z1tt1”

(=p)
bi¢iminde inga edilmigtir. Elbette bu insa plansiz ve programsiz bir bi¢gimde yapilmadi,
diyalektik kavramina uygunluk icerisinde bir tartigma ortami yaratabilecek bigiminde
bir amag tasarlandi.

T’ye degili semboliiyle miidahale edilerek gelistirilebilecek tartigma“evet ama yet-
mez” boyutundadir. Bagka miidahalelere de ihtiyac vardir. Olasi1 bir bagka miidahale,
T’nin sembolleri arasinda bir baglanti1 kurma amach olacaktir. Bunun i¢in de bir bagka
sembole ihtiyag olacak.

Asgagida verilen semboliin genel adi, ok isaretidir. Ama temel 6nermesel yapida daha

ozel bir isim verilir.
Tamim 2.2. — semboline kosul eklemi denir.

p ve q, T’de iki sembol oldugunda — kosulluk eklemi

(p—q)
bicimde yerini alacak ve anlamlagtirilacaktir.

Dikkat edilirse T"de verilen p ve ¢ sembolleri i¢in

(=p) ve (p = q)
semboller dizilimi tanimlanmaya caligildi. Burada gegen “(” ve “)” sembollerini de

tanim olarak verelim.

Tanim 2.3. 4”7 semboliine agma parantezi ve “)” semboline kapama parantezi

denir.

4Degili, 1897’de Peano tarafindan ~ semboliiyle ve “p’nin degili,” 1908’de Russell tarafinda ~p
semboliiyle gosterildi. — sembolii Arend Heyting tarafindan 1930’de kullanilmaya baglandi ve stan-
dartlagtu.

5Bu sembol mantikta ilk kez 1922’de David Hilbert tarfindan kullamlmistar.
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T, bir semboller toplulugu olmak tizere, L£(T), p'ler T toplulugundaki semboller

toplulugunu gostermek iizere,

(a -, =D, )
semboller toplulugunu, yani,
LIT)=TU{~,—=tU{(,)}

olarak gosterilmistir.
Tanim 2.4. L£(T) 'ye bir sifir dereceli mantiksal alfabe denir.

Cok farkli alfabelerden bahsedilmeyeceginden, sifir dereceleli mantiksal alfabeye
kisaca alfabe denilebilir. £(7")’'nin, T’ye bagh olduguna dikkat edelim. Virgiil sembolii
sayllmayacak olursa £(7T'), 5 sembolden olugmakta gibi goziikse de degildir, ¢iinkii 7"nin
tek bir p semboliinden olugmasi gerekmez. Genellikle T’de istenilen ¢oklukta sem-
bol olmasi beklenir ve bu beklenti sayilabilir sonsuz sembolden olustugu varsayimiyla

sinirlanir. Bu durumda 7T’nin sembollerinin sadece ve sadece

P1,D2," "
sembollerinden olugtugu kabul edilir. Ve bu durumda da £(7T), “” semboliinii yok

sayarsak,

(7ﬁ7_>7p17p27 e 7)
sembollerden olugan bir sembol toplulugu olacaktir. Ayrica, £L(T') gosteriminde T"ye

ait en az bir semboliin oldugu varsayilacak.

3. ONERME

Oncelikle not edelim: Bir énerme sembollerle temsil edilen zihinsel bir objedir. Bir
onerme farkli sembollerle gosterilebilir. Bunun yaninda “p bir onerme olsun” de-
nildiginde kastedilen p’nin bir onermeyi temsil ettigi anlaminda olacaktir.

Degili ve kosul eklemini kullanarak, semboller toplulugu “onerme” adi altinda genis-

letilmigtir.
Tamim 3.1. £(T) alfabesinde T nin her semboliine bir temel énerme denir®.

Temel onermeler, baglangic onermeler gibi degerlendirilerek bir 6nerme agagidaki

gibi dongiisel olarak tanimlanir.

6Bu ifadede bir hata yapiliyor: Bir énerme gésterilebilir bir obje degildir, ancak baz1 sembollerle
temsil ettirilebilir. “p bir 6nerme olsun” derken denilmek istenen “p, bir 6rmeyi temsil etsin” an-
lamimdadir, yani “p bir 6nerme vekili olsun”dur. Tipki E = mc? formiiliinde ¢'nin 151k hiz1 olmayip,
151k hizini temsil etmesi gibi.
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Tamim 3.2. £(T) alfabesinde bir bnerme asagidaki gibi “tansm”lanar’.

i. Her temel onerme bir onermedir.
ii. p bir onerme ise (—p) bir dnermedir.
iii. p ve q iki onerme ise (p — q) bir onermedir.

iv. Bir énerme yalniz ve yanliz (i), (ii) ya da (iit) 'deki gibidir.
Tanmmlamada yer alan a¢ma parantezi “(” ve kapama parantezi “)” &nermelerin

ifade bigimlerinde yanlg anlagilmay1 engelleyen semboller olarak kullanildiginin okur

farkinda olmahdir. Eger bu parantezler kullanilmasaydi, p, ¢ ve r 6nermeleri igin,

p=(g—=r))vellp—=9) =)

onermeleri ayni onermelermis gibi yanlig degerlendirmeler olabilirdi. Bunun yaninda,
onermelerin gosterimlerinde bir yanlig anlagilma durumu séz konusu olmayacaksa bazi
kisaltmalar yapilabilir. Ornegin, verilen p ve ¢ énermeleri igin,

- (=p) = -,

-p=a)=p—uq

-((p) 2 @) =—p—q
yazilabilir.

L(T) alfabesindeki biitiin 6nermelerin toplulugu
onerme(L(T))®
ile gosterilsin. Bu,
onerme(L(T)) =T U{(-p) : p € onerme(L(T))} U{(p — q) : p,q € onerme(L(T))}
bi¢iminde ifade edilebilir. Ayrica,
T C onerme(L(T))
olduguna vurgu yapalim. Bunun yaninda,
onerme(L(T)) C sozcuk(L(T))

olmasa da buna benzer anlamda bir sey olabilecegini ifade edelim.
Teorem 3.3. onerme(L(T)) nin sembol sayisi sonsuzdur.
Degili,
onerme(L(T)) — onerme(L(T)), =(p) = (—p)
ve kosul eklemi

"Onerme kavrami farkh bigimlerde ifade edilebilir. Bununla ilgili bir kaynak [5]’dir.
8Bu gosterim yerine onerme(L(T)) hatta onerme(T) yazlabilirdi, ama vurgu agsmdan
onerme(L(T')) gosterimi tercih edildi.
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onerme(L(T)) x onerme(L(T)) — (L(T)), — (p,q) = (p — q)
kurallariyla tanimlanan fonksiyonlar olarak goriilebilir.
L(T) alfabesinde verilen F' C onerme(L(T)) i¢in
X<F) = {(>>7_‘7_>}UF

olarak tamimlanacak ve gosterilecektir. Asagidaki tanim ileride kullanigh olacaktir.

Tamim 3.4. F' C onerme(L(T)) verilsin.
< F >= onerme(L(T)) N sozcuk(X (F))

olarak tamimlanir ve gosterilir.

Dolayisiyla, < F' >’ye ait her onermenin acgiliminda bulunan 6nermeler sadece ve
sadece F’ye ait olacaktir. Yani, f €< F' > ve f(i) € onerme(L(T)) ise f(i) € F olmak
zorundadr.

Asagidaki teoremin kaniti1 okura birakildi.

Teorem 3.5. L(T') alfabesinde onerme(L(T)) nin sonlu alt topluluklarinin toplulugu
F ile gosterilsin.

onerme(L(T))= U < F >
FeF
olur.

Bunun yaninda, bir énermenin uzunluk kavrami tanimlandiktan sonra
onerme(L(T)) =< T >

oldugu gosterilecek.

4. ALTONERME

Bir onermenin altonermesi asagidaki gibi tanimlanabilir.

Tamim 4.1. L£(T) alfabesinde,

i. Her onerme kendi kendisinin bir altonermesidir.
ii. p dnermesi (—p) dnermesinin bir altonermesidir.
iii. p ve ¢ dnermeleri (p — q) dnermesinin bir alténermesidir.

iv. Bir onermenin altonermesinin altonermesi bir altonermedir.

Bu tanimla bir altonerme soyle de okunabilir:
P = 51515, € sozcuk(L(T))

onermesi verilsin. 1 < k£ < m < n olmak iizere,
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bir 6nerme ise, ¢, p’nin bir altonermesidir.

Tanim 3.4 ve Teorem 3.5 dikkate alinarak asagidaki tanim verilebilir.

Tamim 4.2. L(T) alfabesinde F' C onerme(L(T)) olmak tzere, f :n — X(F), f €<

F > onermesi verilsin. f(n)’e ait her énermeye f’nin asil altdbnermesi denir.

Her 6nerme p € onerme(L(T)) igin

P =5152-""3p
olacak bigimde {(, ), =, —} semboller topluluguna ait olmayan her s; bir énerme olup,
bu onermeler p onermesinin bir asil altonermesidir.
Bir 6nermenin hicbir asil altonermesi bir temel 6nerme olmayabilir. Bunun yaninda
her onermenin her asil altonermesinin sadece ve sadece temel 6nermelerden olugan bir

onermeye “denk” (tammlanacak) oldugu kanitlanabilir.

5. ONERMENIN UZUNLUGU

S, bir semboller toplulugu olmak iizere n € N icin bir f : n — S sozciigiiniin uzun-
lugu n olarak tanimlanmisti. Benzer bir tanimlama 6nerme iginde verilebilir. Ancak,
onermenin tanimindaki dongii nedeniyle bir onermenin uzunlugu da dongiisel olarak
da tanimlanabilir. Bir énermenin uzunlugunun tanimlanmasi sonrasi, onermelerle ilgili
teoremler ve kanitlarinda tiimevarim yonteminin uygulanmasinin yolu acgilacaktir.

Dogal sayilar iizerinde tiimevarim su bigimde ifade edilir.

Teorem 5.1. f, N'den {0, 1} kiimesine bir fonksiyon olsun. f =1 (yani her n € N
icin f(n) = 1) olmast i¢in gerek ve yeter kosul, f(1) =1 ve her m € N i¢in f(m) =1
oldugunda f(m + 1) =1 olmasidar®.

Bu teoremde f(n) = 1 olmasi n’inci basamaktaki belirli bir olayin gergeklesmesi
olarak degerlendirilir.

Asgagidaki teoremin kaniti1 okura birakildi.

Teorem 5.2. L(T) alfabesinde asagidaki kosullary saglayan bir |.| : onerme(V) — N

fonksiyonu vardwr: p bir temel onerme olmak tuzere, p,q ve r onermeleri i¢in,
-1(p) = Ip|
gosterimi kullanilmak “zere,

YKamnity, dogal sayilarin iyi sirali 6zelligine, yani dogal sayilarin bog olmayan her altkiimesinin en
kii¢iik eleman1 vardir, denkligi iizerinden verilir.
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- |p| = 1.
- [(=g)| =3 +q].
- (g —=7)| =3+ g +|r|.

Teoremde gegen u’ya onerme(L(T))nin uzunluk fonksiyonu ve her énerme p €
onerme(L(T)) i¢in u(p) sayisina p 6nermesinin bir uzunlugu denir. Bu teoremin bir

uygulamasi olarak agagidaki teorem kanitlanabilir.

Teorem 5.3. L(T) alfabesinde
onerme(L(T)) =<T >
olur™.

Kanit. Tanim geregi
< T >C onerme(L(T)).
A={neN:peonerme(L(T)),|p|<n=pe<T >}

olarak tamimlansin.
n=11<k<n, p e onerme(L(T)) ise p bir temel Snerme, yani p € T ve
dolayisiyla p €< T > olur. Sonug olarak 1 € A.

n € A oldugunu varsayalim.
p € onerme(L(T)) ve |p| <n+1

olsun. p < n ise n € A oldugundan, varsayim geregi p €< T > olur. [p| = n+1
oldugunda, p bir temel onerme olamaz, dolayisiyla, iki durum s6z konusudur.

Birinci durum: p, bir ¢ 6nermesi i¢in (—¢) bigiminde olacaktir. Bu durumda |¢| < n
olur ve varsayim geregi ¢ €< T > olur. Ve dolayisiyla, p €< T > olur.

Ikinci durum: p, bazi ¢ ve r 6nermeleri icin (¢ — ) bigiminde olacaktir. Bu du-
rumda, |g|, |r| < n olacagindan, varsayim geregi q,r €< T > olacaktir. Dolayisiyla,
p €< T > olur.

Boylece n + 1 € A olur. Timevarim geregi A = N olur. Her énermenin dogal say1

olan bir uzunlugu oldugundan teorem kanitlanmig olur.

6. AKSIYOM

Bir yapinin bir aksiyomu, o yapinin bir kurucu ogesidir. Yapinin diger biitiin 6geleri

bu yapimin aksiyomlar: tizerine insa edilir. Ornegin, bir aile yapisinin kurucu ogeleri

“w__"

0By satirda kullamilan sembolii Onermenin farkli sembollerle temsil edilebilir olmas:

anlamindadir.
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anne ve babadir ve dolayisiyla onlar o yapimin aksiyomlaridirlar. (Fena bir 6rnek
olmadi.) Fiziksel bir yapmin aksiyomlarimin fiziksel yasalarla “uyumlu” olmasi bek-
lenirken, zihinsel bir yapinin aksiyomlarinin bir yoniiyle bir ¢aresizlik inanci bi¢iminde
oldugu yorumlanabilir.

Aksiyomlarin bir yapiy1 temsil eden temel unsurlar olmasinin yaninda, birbirlerinden
“bagimsiz” olmasi beklenir. Ornegin, £ = R? vektor uzay1 = ekseni (= R x {0}) ve
y ekseni ({0} x R) iizerinden tanimlanir, yani £ vektor uzayr bu eksenler tarafindan
iretildiginden, bu eksenler, bir anlamda, E vektor uzayinin aksiyomlar: olarak yorum-
lanabilir.

Her ne kadar her yapinin bir aksiyom sistemi oldugu ifade edilmis olsa da bir felsefe
yapisinin aksiyom sistemini tanimlamak giic olabilir. Buna kargin, mantigin ya da daha
spesifik bir altdali olan 6onermesel mantigin aksiyomatik yapisi bir 6nerme olarak ifade
edilebilir. Onermesel matigin aksiyomlarmin mantiksiz olmasmi beklemek mantiksizhik
olabilir. Son ciimle kot niyetle degil, proveke etmek amaciyla yazilmigtir.

Yukarida ifade edilen yaklagima uygun bir bi¢cimde 6nermesel mantigin aksiyomlar:

agsagidaki gibi ifade edilebilirler.

Tanim 6.1. £(T) alfabesinde p, q,r € onerme(T') olmak iizere asagidakilerin her birine

bir aksiyom denair.

- Ai(p,q) = (p— (¢ = p))-
- Apgr)=@—=(@—=r) = ((p—a9 = @—71).
- A3(—,p,9) = (((7p) = (7q)) = (¢ — p)*.

Bu bigimiyle bir 6nermesel yap1 (daha dogrusu bir altyapi), eksenleri

A(p,q), Alp,q,7) ve A(=,p.q)
olan tli¢ boyutlu bir yapi gibi hayal edilebilecektir. Aslinda bu ti¢ aksiyom, “Meredith

aksiyomu” olarak bilinen tek bir aksiyom ile ifade edilebilir. Bir sonraki yazida bundan
bahsedilecek.

Bu aksiyom sisteminin tanimlanmasinin arkasinda, énermelerin bir sifatla donatildig
varsaylldiginda p, ¢ ve p — ¢ Onermelerinin sifatlar1 arasindaki iligkinin ne olmasi

gerektigi vardir. Aksiyomlar dogrular tstii kabul edilmelidir. Diger taraftan

HBy {i¢ aksiyomdan olugan énermesel yap: Jan Lukasiewicz'ye (1878-1956) atfedilir. Bu yapi,
sistem P, adiyla Alonzo Churc tarafindan popiiler hale getirilmistir. Bu aksiyomlar [4]’de tanim olarak
verilmigtir. Burada gegen birinci aksiyom [8]’da “the principle of simplification” adiyla yer almig olup,
[3]’de (“Proposition 1”in birinci aksiyomu, s.26) yer almgtir. Ikinci aksiyom, [3]m Proposition 2’de
yer almis olup, “Frege aksiyomu” olarak bilinir. Uciincii aksiyom da Principia Mathematica’da yer
almis olup, “the principle of transposition” olarak bilinir.
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p dogru ise p dogrudur
ifadesi hepdogrudan daha dogru gibi goziikse de £(T)’de
(» — p)

hepdogru olmasina kargin hicbir zaman bir aksiyom olamayacaktir. Bu soylemlerle
kastedilenin daha iyi anlagilabilmesi i¢in makalenin biitiiniine bakmak gerekecektir.
L(T) alfabesinde aksiyomlarin toplulugu aksiyom(L(T')) ile gosterilmistir. Sonsuz

tane aksiyom oldugu agik olmali.

7. Mobus PONENS

Onermesel mantikta modus ponens, bir mantiksal ¢ikarim kurahdir. Sozel olarak
ifade ettigi sey sudur:
- Ali dogru soylediginde Mehmet dogru soyliyor,
- Ali dogru soyliiyor
ise
- Mehmet dogru soyler.
Bu kuralin dogru oldugu varsayilir. Bu ifadeye kim yanlhsg diyebilir ki? Iste bu, cikarim
kurali mantigin dibidir. Bu nedenle bu kural i¢in 6zel bir baglik acildi, ama soyleyecek

fazla bir sey de yok. Bunu tamim olarak vermeye ¢aligalim.

Tanim 7.1. £(T) dilinde p ve q iki énerme olmak fizere,
p ve p — q oldugunda q olur

ctkarimina modus ponens denir'?.

Bu tanim, £(7') dilinde verilmis olmadigindan bir¢ok okurun beklentisini kargilamaya-
bilir ya da huzursuz edebilir. Buna karsin £(7") dilini zenginlestirebilecek “ve” eklemi

(A ile gosterilir, ve bundan bahsedilecek!) eklenerek, modus ponens kurali £(7) dilinde,

(A (p—q) = q)
olarak ifade edilebilir ki, o zaman modus ponens bir ¢ikarim olmaktan ote bir ak-
siyom gibi birgey olacaktir. Ama olsun, birbirlerini tamamlayabilecek bir durum soz
konusudur.

Mantigin dibi oldugu ifade edilen modus ponens bu kadar kisa gecistirilmemeli, daha
iyi anlagilabilmesi i¢in bu kurala denk bagka kurallar olmali ve vardir da. Bunlardan
biri:

2Modus ponens kurali Aristo’ya dayanir. Bu kuralin Aristo’dan 2. yiizyila kadar olan siireci ile
ilgili bir ¢aligma [1]’dir.
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Tanim 7.2. L(T) alfabesinde p ve q iki énerme olmak tzere,
q dogru degil ve p — q oldugunda p dogru degildir

¢tkarimana modus tollens denir.

Modus ponens ve modus tolens ¢irimlari birbirlerine “denktir”. Bu satirda gegen

denklik kavraminin ne oldugu bir sonraki yazinin konusu olacaktir.

8. KANIT

L(T) alfabesinde bir teorem déngiilii olarak soyle tanimlanabilir:

- Her aksiyom bir teoremdir.

- p ve q iki 6nerme olmak tizere, p ve (p — ¢q) 6nermeleri iki teoremse, ¢ Gnermesi
de bir teoremdir.

- ¢, aksiyom olmayan bir teorem ise (p — ¢) Onermesini teorem yapan bir p

teoremi vardir.

Bunun yaninda, teorem tanimi, kanit terimiyle de tanimlanabilir. Kanitin tanimini

vermeden once bir on tamm verelim.

Tanim 8.1. f € sozcuk(onerme(L(T)), n-terimli bir sézcik olsun. 1 < k < n olmak

- f(k) =q
- fi)=p
- f)=p—q

olacak bigimde 1 < i,k < n ve, p ve q dnermeleri varsa f(k)’ya f sozciginin bir

modus ponens onermesi denir.

Tanim 8.2. L(T') alfabesinde her terimi bir aksiyom ya da bir modus-ponens olan

f € sozcuk(onerme(L(T))) sozcigine bir kanit denir.

Kanitlarin toplulugu
kanit(L(T))
ile gosterilir. Bu gosterime gore,
sozcuk(aksiyom(L(T))) C kanit(L(T)) C sozcuk(onerme(L(T)))

olur. Bir kanitin ilk iki terimi her zaman bir aksiyomdur.

Agagidaki teoremin kanit1 tiimevarim kullanilarak formel bicimde verilebilir.
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Teorem 8.3. n € N i¢in f : n — onerme(L(T)) bir kanit olsun. 1 < k < n olmak

uzere, her 1 <1 < k i¢cin
g(i) = f(i)

kuralyla tanaml f - k — onerme(L(T)) fonksiyonu, bir kanattur.

Kanitlarin agagida verilen anlamda bilegimlerinin bir kanit oldugu kolaylikla kanitlana-
bilir.
Teorem 8.4. k bir dogal say ve her 1 <@ < k i¢in n; bir dogal sayr olmak vzere
i: {1727 7ni}
olsun. Ayrica, f;: n; — onerme(T) bir kanit olsun. Bunun yaninda
n=mny+ng+---+ng
olmak tizere, f :n — onerme(T) fonksiyonu asagidaki ézellikleri saglasin.
f(A) = U fi(A)
- f@), f(y ) E fu(Ap) ve i < jise f(i) = fe(u), f(j) = fr(v) ve u < v olacak

bicimde dogal sayilar w,v vardr.

Bu durumda, f bir kanittur.
Kanit kavrami genellenebilir:

Tanim 8.5. L(T') alfabesinde F' C onerme(L(T)) wverilsin. Her terimi ya bir ak-
siyom, ya bir modus ponens ya da F 'nin bir elemans olan sozcuk(onerme(L(T))) nin

elemanina bir F-kanit denir.

F-kanitlarin toplulugu F-kanit(L(T)) ile gosterilecek olursa
- @-kanit(L(T)) = kanit(L(T)),
- onerme(L(T))-kanit(L(T)) = kanit(L(T))
- sozcuk(F) C F-kanit(L(T))

olur.
9. TEOREM
Teorem, kanit terimiyle agagidaki gibi verilebilir.
Tanim 9.1. Bir kanitin son terimine bir teorem denir.

L(T)’de teoremlerin toplulugu
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teorem(L(T))

ile gosterilir. Agagidaki teorem, bir teoremin teorem oldugunun gosterilmesinde oldukca

kullanighdir.

Teorem 9.2. n bir dogal sayr olmak tzere, f : n — onerme(L(T)) fonksiyonu verilsin.
f'nin herbir terimi ya bir aksiyom, ya bir teorem ya da modus ponens onerme olsun.
f(@)’ler bir teorem oldugunda, f(i) yerine bunun kanitimin yazlmasiyla elde edilen

fonksiyon bir kanattor.

Bu teoremin bir uygulamasi olarak her bir terimi ya bir aksiyom, ya bir teorem ya
da bir modus ponens olan her fonksiyon bir kanit olarak ele alinabilir.
Miijde: Boylece biitiin insanhiga yetecek coklukta teorem vardir. Kanit1 okura

birakiyoruz.
Teorem 9.3. teorem(T') sonsuzdur.

Tanim 9.4. f € sozcuk(onerme(T)), n terimli ise f’ye f(n) teriminin bir kanit

denir.

p bir teoremse, p'nin kanitlarinin toplulugu
kanit(p)

ile gosterilecektir. Bir miijde daha:
Teorem 9.5. Her teoremin sonsuz tane kanity vardar.

Teorem 9.6. Bir onermenin bir teorem olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bir kanitin

bir terimi olmasidar.
Teorem 9.7. aksiyom(L(T)) C teorem(L(T)) C onerme(L(T)) olur.
Bir 6nermenin teorem olmasi su bigimde de ifade edilebilir.

Teorem 9.8. L(T') alfabesinde verilen bir ¢ dnermesinin bir teorem olmast igin gerek
ve yeter kosul, ya bir aksiyom ya da (p — q) bir teorem olacak bigimde bir p teoreminin

olmasuidar.

Bu teoremin kanit1 6nermenin uzunlugu tizerinden tiimevarimla verilebilir. Detaylar
okura birakildi.

Teorem kavrami genellenebilir.

Tanmim 9.9. Bir F-kanutin her terimine bir F-teorem denir.
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F-teoremlerin toplulugu F-teorem(L(T')) ile gosterilecek olunursa
- @-teorem(L(T)) = teorem(L(T)),
- onerme(L(T))-teorem(L(T)) = onerme(L(T))
- F CF-onerme(L(T))

olur.

Tamim 9.10. f € F-kanit(L(T)) ve f’nin son terimi p ise, f’ye p’nin bir F-kanit1

denir.

Bu durum,
FEp
ile gosterilir.
Bir énermenin bir teorem olmasinin bir sonraki yazida tanimlanacak olan hepdogru

kavramina denk oldugu kanitlanacak. Ancak, bu denklik tizerinden bir teoremin kanitinin

kolay bir bigimde verilmesine ¢ok faydasi olmayacaktir.

10. CIKARIM TEOREMI

Kanit ve teorem kavraminin daha net anlagilmasini saglayan teoremlerden biri Cikarim
Teoremi olarak bilinir. Bu teoremin standart bi¢imini vermeden once agagidaki teoremi

verelim.

Teorem 10.1. F' C onerme(L(T)) ve p,q € onerme(L(T)) olsun. Ayrica f € FU{p}-
kanit(q) verilsin. f’nin tanim bélgesindeki her i € N i¢in F'=p — f(i) olur.

Kamt. * fnin n-terimli oldugunu varsayalim. f(1), f'nin modus ponens terimi

olmayacagindan hareketle agsagidaki ti¢c durumdan biri s6z konusudur. Ayrica,
f) = (p— f(1))
onermesinin bir aksiyom olmasi kullanilarak, ilgili sonuglar elde edilir.
i. f(1) bir aksiyom:
g(1) = f(1), 9(2) = f(1) = (p = f(1)) ve g(3) = (p — (1))
olarak tamimlanan g : {1,2} — onerme(T) sézciigu bir kanittir ve dolayisiyla
Fp— f(1) olur. Ayrica F'p — f(1) olur.

13By kanitin esas olarak Jacques Herbrand’in 1930’da basilan Recherches sur la theorie de la demon-
strationOffsite Link adli doktora tezinde verildigi disiiniiliir. Hernrand, 1908-1931 yillar1 arasinda
yagamig ve bir kayak kazasinda yasamini kaybetmis bir Fransiz matematikcidir.
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ii. f(1) € F: Budurumda F' - f(1) ve F = f(1) — (¢ — f(1)) olacaktir. Buradan
da F' (¢ — f(1)) elde edilir.

iii. f(1) = p: Bu durumda, - (p — p), yani F (p — f(1)) elde edilir.

Boylece j = 1 olmak {izere her 1 < i < j igin F' p — f(i) oldugu gosterilmis olur.
A={k:1<k<n, her 1<i<kigin FI-(p— f(i))}
olmak tizere 1 € A olur.
m =sup A

dogal sayis1 tanimlanabilir. m = n oldugu gosterilecek. m < n oldugunu varsayalm.
k= m + 1 diyelim. Tamim geregi her i < k i¢in F' F f(i) olur. f(k) igin dort
durum sozkonusudur: aksiyom, F'nin elemani, p’e esit ya da f’nin bir modus ponens
onermesidir. Ik i¢ durumda f(1) i¢in durum incelemesine benzer bigimde iglemler

yapilarak F' F f(k) oldugu goriiliir. f(k)m f'nin bir modus ponens 6nermesi olma

durumunda

fG) = f@@) = f(k)

olacak bicimde 1 < 7,5 < k tamsayilar1 bulunabilir. Varsayim geregi:

i. Fp— f(3).
i Frp— ()
ii. FE(p— (f@) = f(K)))
. F'=(p = () = f(k) = (0 = f(2)) = (0 = f(K)))

(7i) ve (iv)’e modus ponenes uygulanarak,
v. FE((p—= f() = (p = f(K)))

elde edilir. (i) ve (v)’e yine modus ponens kurali uygulanarak,
vi. F(p— f(k)))

elde edilir. Boylece, k£ € A olur. Bu, geligkidir. O halde, m = n olmaldir. Kanit
tamamlanir.

Bu teorem kullanilarak agsagidaki teorem verilebilir.

Teorem 10.2. (Cikarim Teoremi) F' C onerme(T), p,q € onerme(T) verilsin. F'U
{p} - q olmasu igin gerek ve yeter kosul, F = (p — q) olmasidur?.

1By teorem Ingilizce olarak Deduction Teorem olarak bilinir. Bu konuyla ilgili izler [2]’de
bulunabilir.
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11. Mopus PONENS VE MoODUS TOLLENS CIKARIMLARININ GENEL HALI

Tanim geregi, bir kanitin her teriminin bir teorem ve her teoremin bir kanit1 olmasina
kargin, bir teoremin kanitini (en basitinden, (p — p) teoreminin bir kanitini1) vermek
bile zor olabilir. Bununla ilgili 6rnekleri burada vermek yazinin hacmini artirabilecegi
icin bu yonlii detayl ornekler verilmemis olsa da, asagidaki teoremin kaniti yontem
olarak bir fikir verebilecektir. Ayrica yine vurgulayalim: Bir 6nermenin teorem olup
olmadig1 kanmit verilmeden bir sonraki yazida bahsedilecek olan “Onermelerin degeri”
iizerinden anlagilabilir. Ayrica modus ponens ve modus tollens ¢ikarimlarinin genel
hali teorem olarak ifade edilmistir.

Modus ponens su bicimde de ifade edilebilir:
Teorem 11.1. Her p, q onermesi i¢in p,p — q F q olur.

Bu teoremin bir uygulamasi olarak verilen p, ¢ ve r 6énermeleri icin p g ve g - r

ise p F r oldugu kolaylikla gosterilebilir. Bu,
F(p—q) vekF(g—r)ise (p—1)

olmasina denktir.

Teorem 11.2. p, ¢ ve r onermeler ve

F={(p—=q),(¢g—1)}

olmak tzere,
Fr(p—r)

olur.

Kanit. n = 7 olmak iizere f : n — onerme(L(T)) fonksiyonu

(

- f(2) = (¢ — r) (F'nin eleman)

- fB)=g—r)—= (p— (¢ —r))) (aksiyom)

- fd)=(p—=(g—r)) (f(2), f(3) ve modus ponens)

- fG)=@—=(@—=r) = ((p—q) — (p—r)) (aksiyom)

- f(6)=((p—=q) = (p—=r)) (f(4), f(5) ve modus ponens)
(

kuraliyla tanimlansin. f’nin bir kanit oldugu agik. Istenilen kanitlanmig olur.

Bu teorem genellenebilir. Asagidaki teoremin kaniti okura birakildi.
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Teorem 11.3. (Syllogism) p, q,r € onerme(mathcal L(T)) ve F' C onerme(mathcal L(T'))
olmak tzere, F = (p — q) ve FF (g — 1) ise F = (p — 1) olur.

Yine agagidaki ¢ikarim teoremlerinin kaniti okura birakilmigtar.

Teorem 11.4. F' C onerme(L(T)) ve p,q énermeleri i¢in asagidakiler olur.

- (Modus ponens) F'+=p ve F + (p— q) ise F' - q.
- (Modus tolens) F'+ (#q) ve F'+ (p — q) ise F' = (—p).
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