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Onsoz

Kalkulusiin sistematik olarak ortaya ¢ikisi ile birlikte bilim diinyas: adeta ¢ag at-
ladi. Sonsuz kiigiiklerle yapilabilen hesaplamalarin formal olarak verilmesi bir¢ok
gelismenin de oniint agt1. Descartes’in geometriyi cebirsel olarak ifade etmesiyle or-
taya ¢ikan ve hizla gelisen Analitik Geometri metotlar ile klasik Oklid geometrisi
bircok problemi ¢ézemiyordu. Oklid dis1 geometrinin yiikselisi stirse de metrik ve
aksiyomatik yaklasimlardan oteye gidemiyordu. Kalkulisiin ortaya ¢ikisi ile birlikte
once duzlemdeki egrilerin sonra da yuzeylerin etraflica incelenmesinin o6nu agilmis
oldu. O zamana kadar dogru pargalarinin belirledigi geometrik nesneler artik Ok-
lidyen olmayan diizlem egrilerinin belirleyici oldugu geometrik objelere genisledi.
Buradaki geometriyi incelemeye miisaade eden en onemli gelisme ise egri tegetlerin
cebirsel olarak incelenebilmesiydi.

Bu alanda en buyuk adim K. F. Gauss tarafindan atildi. Gauss, egrilerin geometrisini
kalkiilus araglar1 kullanarak inceledi ve her yuizeyin kendine ait geometrisi oldu-
gunu kanitladi. Boylece Oklid dis1 geometriye farkli bir form kazandirdi. Gauss’un
geometriyi kalkiilus ile birlestirerek ortaya koydugu bu ¢alismalar Diferensiyel Ge-
ometri’inin baslangici oldu. Bu nedenledir ki Gauss diferensiyel geometrinin ba-
basi olarak anilir. Gauss'un diferensiyel geometri konusundaki fikirleri esasen onun
evren uzerine yaptig1 gozlemlerden esinleniyordu. Gauss bununla da yetinmedi ve
sahneyi Riemann’a hazirladi.

Riemann Gauss’un fikirlerini genellestirerek manifold kavramini tanimladi. Boy-
lece, diferensiyel geometri dusiik boyutlardan yuksek boyutlara, lineer cebirdeki
ileri gelismelerin de katkisi ile buytuk bir yol almis oldu. Riemann’in yaptiklar: bir-
cok farkli matematikgi tarafindan gelistirilirdi. Riemann, ayn1 zamanda Oklid dis1
geometriler i¢in yeni bir siniflandirma da ortaya koymustu. Bu yaklasim Einstein’in
relativite teorisini ifade etmesine vesile oldu ve sonug olarak Oklid dis1 geometri-
lerin uygulanamayacag: iddias1 ¢iirimius oldu. Bugin geldigimiz noktada, egriler,
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yuzeyler ve genel olarak manifoldlarin diferensiyel geometrisi hemen her alanda
uygulanmaktadir.

Kitap, diferensiyel geometrinin t¢ temel baslig1 olan; manifoldlar, egriler ve yu-
zeyleri, detayh bir sekilde ele almaktadir. Kitapta manifoldlar konusu bir topolojik
uzay1 manifold yapma ve bir kiimeyi manifold yapma seklinde iki farkli yaklasimla
ele alinmaktadir. Bunlardan biri lisans 6grencilerine hitap ederken digeri de yuksek
lisans ve doktora ogrencilerine hitap etmektedir. Kitapta, once manifold kavrami
verilmesinin amaci okuyucuya genel bir geometrik yapinin zihinde olusturulmasini
saglamaktir.

Diferensiyel Geometri'nin temel diregi olan Riemann manifoldunu belirleyen en
onemli ozellikler; uzerinde tanimli olan metrik tensor alani, bu metrikle bagdasabi-
lir koneksiyon ve manifoldun (Riemann) egriligidir. Bu kavramlar ¢ok zahmetli bir
matematik hesabi ile elde edilmektedir. Ginumuzde bilgisayar programlar: kulla-
nilarak bu hesaplamalar hizli bir sekilde yapilabilmektedir. Kitapta bilgisayar prog-
ram1 olarak Mathematica hazir paket yazilimi kullanilmiaktadir. Mathematica ha-
zir paket programinda yazdigimiz kodlar sayesinde hesaplama sonuglar: ¢ok kisa
bir stire icinde elde edilmektedir. Kitapta bu konularla ilgili ¢ozumli orneklere yer
verilmektedir. Bu nedenle sadece 6grenciler degil ayn1 zamanda bu alanda ¢alisan
akademisyenlerde yaptiklar1 arastirmalarda da bu kitaptan faydalanacaklardir.

Kitapta, bir Riemann manifoldu tzerinde egriler, yay uzunlugu ve Serret-Frenet
vektor alanlar1 ve yiiksek mertebeden egrilik kavramlar: verilmektedir. Bu kavram-
lar 6zele inilerek 2 ve 3- boyutlu Riemann manifoldu olan Oklid uzayinda egriler
konusu anlatilmaktadir. Ayrica konuyla ilgili Mathematica daki uygulamalar: ¢o-
zumlu orneklerle verilmektedir.

Kitapta 2-boyutlu manifoldlar olan soyut yiizeylerden 3-boyutlu Oklid uzayin-
daki yuzeyler konusuna gecilerek bir ylzeyin birinci ve ikinci temel formu, sekil
operatoru, Gauss egriligi, ortalama egriligi, asli egrilik ve asli vektorler orneklerle
birlikte verilmektedir. Mathematica da bu kavramlarla iligili yazdigimiz kodlar sa-
yesinde hesaplama sonuglar: ¢ok kisa bir sure icerisinde elde edilmektedir. Bu he-
saplama ile ilgili ornekler kitapta yer almaktadir. Diferensiyel Geometri’nin en mes-
hur denklemleri olan Gauss ve Codazzi denklemlerinin elde edilmesi, Gauss’un
meshur teoremine de kitapta yer verilmektedir.

Diferensiyel geometri, matematik bolumlerinde okutulmakla birlikte fizik, je-
odezi ve fotogrametri, harita, jeoloji, makine, havacilik ve ucak gibi mithendislik
bolimlerinde de verilmektedir. Diger yandan, diferensiyel geometri dersleri bircok
alanda lisanstistii seviyesinde okutulmaktadir. Bu kitap, uzun yillar Gazi Universi-
tesi Fen Fakiltesi Matematik Bolumunde lisans ve lisanstusti duzeyde okuttugum
Diferensiyel Geometri dersi notlarinin kitaba burtinmus halidir. Modernlesen bi-
limsel yaklasimlarin ve degisen 6grenci profillerinin goz dntine alindig1, okunabilir-
ligi yuksek, yeni nesil bir diferensiyel geometri kitabi yazma gayesiyle yola ¢iktim.
Yaklasik dort yil suren bir ¢alismanin sonucunda kitabi tamamlayarak siz degerli
okuyucularla bulusturmanin mutlulugu igerisindeyim.

Kitabin ilk baskisi oldugundan goremedigim hatalar olabilir. Kitabin eksiksiz
olarak yenilenmesi i¢in tespit ettiginiz muhtemel hatalar: ayselvanli@gmail.com ad-
resine gondermeniz beni mutlu edecektir.
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1. Temel Kavramlar

Bu boliimde diferensiyel geometrinin temelini teskil edecek kavramlar verilecektir. Bu
kitapta aksi soylenmedikge tiim kiimeler bostan farklidir.

1.1 Oklid Uzayi

Bu kesimde diferensiyel geometrinin temelini teskil edecek bazi kavramlar verilecek-
tir.

Tanim 1.1 V bir kime ve @ ile @ islemleri

®:VxV->V
O:RxV -V

olmak uizere
i. (V,®) bir Abel grubu,
ii. Yv,u e Vvea,beRicin
* (a0b)OVv=a0(bov)
s (adb)ov=(acv)®d(boV)
c a0 (vdu)=(aov)®(adu)
clov=vw

ozellikleri saglandiginda ((V,®), (R, +,.),®) altilisina bir vektor uzay1 denir. V
nin elemanlarina da vektor denir.




1.1. Oklid Uzay:
Ornek 1.1 R"={p|p=(p1,P2--»Pn): Pi€R, 1 <i<n}
kimesini goz onune alalim.

©:R"xR">R", (p,q) >p®g=(p1+91,P2+92---,Pn+4n)
O:RxR" > R", (A,p) > A0p = (Ap1,Apa,..., Ap,)

tanimlanan islemler ile birlikte ((R",®), (R, +,.),®) bir vektor uzayidir.

Tanim 1.2V bir vektor uzayi olmak tuzere

<,>:VxV->IR
(u,v) ><u,v>

seklinde tanimli <, > fonksiyonu
o <uU,V>=<V,U>
e VipueRigcin < Au+puv,z>=A<u,z>+u<v,z>
e vz0icin<v,v>20,v=05<v,v>=0

ozelliklerini sagladiginda <,> fonksiyonuna V tizerinde bir i¢ ¢carpim fonksi-
yonu, (V,<,>) ikilisine bir i¢ carpim uzay1 ve < u,v > sayisina da u ile v nin i¢
carpimi denir.

Ornek 1.2
<> R"xR" >R
n
(p.9) ><p.q>=) pidi
i=1

seklinde tanimli déniigim R" de bir i¢ ¢carpim fonksiyonudur ve (R", <, >) iki-
lisi de bir i¢ ¢arpim uzayidir. Bu i¢ carpima dogal ya da Oklid i¢ ¢arpimi denir.

OKLID : M.O. 330-275 yillar1 arasinda yasa-
mis Iskenderiyeli bir matematikgidir. Oklid, egi-
timini Atina'da Platon’un Unlt akademisinde ta-
mamladiktan sonra Yunan Krali I. Ptolemy’un is-
tegi ile Iskenderiye’de Iskenderiye Kraliyet Ensti-
tiisti'nde biiyiik bir matematik okulu kurdu. Ok-
lid 13 ciltlik “Elemanlar” adli kitap yazmastur.




2. Manifoldlar

2.1 Topolojik Uzayi Manifold Yapma

Bu kesimde manifold kavramini 6grenecegiz. Literatiirde iki farkli yol vardir. Bun-
lardan biri, bir topolojik uzay iizerinde manifold tanimi digeri de bir kiime tizerinde
manifold tanimidir.

Biz bu kesimde bir topolojik uzay iizerinde bir manifold nasil tanimlanir oncelikle bu
kavrami 6grenecegiz.

Bir sonraki kesimde ise bir M kiimesi iizerinde bir manifold kavraminin nasil ta-
nimlanacagini verecegiz. Bu iki kesim de birbirinden bagimsiz olarak verilecektir. Bu
ders kitab1 sinifin seviyesine gore istenirse sadece bu iki kesimden bir tanesi anlatila-
cak sekilde sunulacaktir. Eger istenirse her iki kesim de anlatilabilir. Ayrica bir kiime
iizerinde manifold kavram yiiksek lisans derslerinde de anlatilabilir.

Manifold kavramini anlamak bazi 6grencilere zor gelmektedir. Burada amacimiz gor-
sellige fazla bagl kalarak o6grenciye manifold kavramini gorsellikle kavratmaktir.

2.1.1 Topolojik Manifold

s N

Tanim 2.1 M bir topolojik uzay olsun. M nin her bir p noktasinin R” in bir
V acik alt kiimesine homeomorfik olan bir U a¢ik komsulugu varsa M ye bir
topolojik manifold denir. Yani

homeomor fizm

Vp e M icin p € U, U agik komsulugu var s¢: U ———— > V c R"

dir. (¢, U) ikilisine M topolojik uzayin bir n— boyutlu haritasi, U ya koordinat
komsulugu denir. ¢ ye de koordinat doniisiimii (veya koordinat sistemi) de-
nir (Sekil 2.1). ¢(p) = 0 ise (¢, U) haritasina p € U noktasinda merkezleyendir
denir.
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48 2.1. Topolojik Uzayi Manifold Yapma

v
— a . B> —_—

p(U)
Sekil 2.1
Yukaridaki tanima gore n— boyutlu bir topolojik manifold lokal olarak R” uzay1

tizerinde aligilmis topoloji ile birlikte olan topolojik uzay yani Oklid uzayina ben-
zerdir, yani homeomorfiktir.

Tanim 2.2 Bir topolojik uzay M ve M nin n- boyutlu bir haritas1 (¢, U) olsun.
R" uzayindaki dogal koordinat fonksiyonlar1 (xy,x,,...,x,,) ise

U, =x;0@

* Esitligiyle taniml1 (uy,u,,...,u,) fonksiyonlarina (¢, U) haritasinin koor-
dinat fonksiyonlar1

* p € M olmak uzere (uy(p), u(p),...,u,(p)) sayisina p noktasinin (¢, U)
haritasina gore koordinatlar:

denir (Sekil 2.2).

Bir topolojik manifold M ve M nin n— boyutlu bir haritas1 (¢, U)
olsun. (@, U) haritasinin koordinat fonksiyonlar1 (uy,u,,...,u,) olmak tizere
@ = (uy,uy,...,u,) dir.

Ispat: Vp € U igin ¢(p) € R” oldugundan ¢(p) noktas1 bir n- lidir. Sekil 2.2 yi goz
onune alalim. Vp € U igin

¢(p) = (x1(@(p)), x2(@(p)), -, Xu(@(p)))
= ((x1 0 @)(p), (X2 0 @)(p),--., (x4 0 @)(p))
= (u1(p), ua(p),--., un(p))
= (uy,up,..., n)(P)



Bolum 2. Manifoldlar

Sekil 2.2

dir. Buradan ¢ = (uy, u,,...,u,) dir.

49

Tanim 2.3 Bir topolojik manifold M ve (@4, U,), (@, Ug) M nin U, N Up # 0
olacak sekilde iki n— boyutlu haritas: olsun. @, (U, N Ug) kumesi ¢,(U,) de
@p(Ua N Up) kimesi pg(Up) de agik ve

Ppa  Pp 0@z 1 (U Ug) — @p(Uq N Up)

dontisimi bir homeomorfizm ise bu iki haritaya topolojik olarak ortiisiir-
ler, gg, fonksiyonuna da haritalar arasinda doniisiim fonksiyonu denir (Sekil
2.3).

Sekil 2.3
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2.2 Kiumeyi Manifold Yapma*

63

Bir onceki kesimde bir topolojik uzayr nasil manifold yapilacagini 6grendik. Mani-
fold kavrami sadece topolojik uzaylar iizerinde mi kurulur? Matematikte kavramlar
bir kiime iizerinde tanimlanirken neden manifold kavrami bir topolojik uzay iize-
rinde tamimlanmaktadir? Bir kiimeyi manifold yapamaz miyiz? Elbette bir kiimeyi
manifold yapabiliriz ama bu kavram lisans programindaki 6grenciler igin biraz zor
gelir diisiincesinden dolay1 bir topolojik uzay: manifold yapma kavrami anlatilmak-
tadur.

Bu kitapta her iki konu da birbirinden bagimsiz olarak verilecektir.

Bu kesimde bir M kiimesinin nasil manifold yapildigi anlatilacaktir. Bu ders kitab:
sinifin seviyesine gore istenirse sadece bu iki kesimden bir tanesi anlatilacak sekilde
sunulacaktir. Eger istenirse her iki kesim de anlatilabilir. Istenirse bu kesim yiiksek
lisans derslerinde de anlatilabilir.

2.2.1 Kimeyi Manifold Yapma

7

Tanim 2.11 M bir kiime ve M nin bir alt kiitmesi U olsun.
p:U—->VCcR"
i. @ bire-bir
ii. ¢ orten (yani ¢(U)=1V)
iii. V alt kiimesi R" de a¢ik

ise (¢, U) ikilisine M tizerinde bir n- boyutlu harita denir (Sekil 2.11).

Sekil 2.11



64 2.2. Kimeyi Manifold Yapma*

Tanim 2.12 M bir kime ve M nin bir n- boyutlu haritasi (¢, U) olsun. R"”
uzayindaki (dogal) Oklid koordinat fonksiyonlar1 (x1,x,,...,x,) ise

Ui =xjoq@

e esitligiyle tanimli (uy,u,,..., u,) fonksiyonlarina, (¢, U) haritasinin koordi-
nat fonksiyonlar1

ep € U olmak tizere (uy(p), us(p),..., u,(p)) sayisina p noktasinin (¢, U) hari-
tasina gore koordinatlar

e U ya da koordinat komsulugu

denir (Sekil 2.12).

x(9(p))
Sekil 2.12

M bir kime ve M nin bir n- boyutlu haritas1 (¢, U) ol-
sun. (@, U) haritasinin koordinat fonksiyonlar1 uq, u,,...,u, olmak tuzere ¢ =
(uq1,uy,...,u,) dir.

Ispat: Vp € U igin ¢(p) € R" oldugundan ¢(p) noktas: bir n-lidir. Sekil 2.12 yi
goz onuine alalim. Vp € U i¢in

¢(p) = (x1(@(p), x2(P(p)),-.., Xu((p)))

= ((x109)(p), (x2 0 P)(p),--., (X 0 P)(p))
= (u1(p), u2(p)-.., un(p))

= (

Uy, Up,.. 1un)<p>

dir. Buradan ¢ = (uy, uy,...,u,) dir.
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Sekil 3.6

dontstimun bileskesi

(%Eot,b—l)o(yboq)o(p—l)o(gooa—l):Jo ¢—10¢)O®O(¢—10¢)0¢_1
¢

bulunur. Bu u¢ fonksiyon diizgiin oldugundan bunlarin bileskeleri de duzguinddr.

® : M — N duzgun bir dontisim ve M nin bir acik alt kimesi U
olsun. Bu durumda @, : U — N doniisimt duzgiundar.

Ornek 3.4 M ve N boyutlar1 m ve n olan iki diizgiin manifold olmak tizere
i MXN —>M
(p,9) = m(p,q) = p
ve
niN:MxN —N
(p.q) = 1n(p.g) =9
donusumlerinin duzgin oldugunu gosteriniz.
Cozum: M nin bir haritas1 (¢, U) ve N nin bir haritasi (1, V) olsun. Bu durumda

(px1,Ux V), M x N nin bir haritasidir.
1) izdustim fonksiyonunun dizgin oldugunu gosterelim.
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(21,225 ++» Zis Zis1r -+ » Zman) € R 0lmak tizere

(@ om0 (@XP) ™ N2Z1 s 2o Zists oo Zman) = (@0 TO)(@ 7 X210 Zos Zins -+ Zinan)
=(po nM)((p_l(zl,...,zm), 1,b_1(zm+1,...,zm+n))
= (P~ (Z1re - Zm) 0 (Zinstre - Zmn))
=@~ (21,-,Zm))
= Igm(21,...,2)

dir. Bu dontusum duzgun oldugundan 7y, donustimiu duzgundur.
Benzer olarak my dontustiminin de duzgin oldugu gosterelim.

(71b OTIN © ((P X lp)_l)(zl"--’sz Zm+1'--wzm+n) = (1,[) © TCN)(((P_l x ¢_1))(zl'--"zm’zm+1"--fzm+n)
= (@orn) (@ ' (21, 2 U7 (Ziwets ) Zinan))
= l,l)(TCN((P_l(Zl,...,Zm), ¢_1(2m+11-'-tzm+n))

= 4)(77b_1 (Zm+1'-'-'zm+n)) = I]R”(Zm+l""fzm+n)

dir. Bu dontusum duzgun oldugundan 7ty donusumu de duzgundiir.

) dizgin NP
Ornek 3.5 N =R alinirsa ® : M ———— N = R doniusimiu ® € ¥ (M) =

C*®(M,R) olur.
Ornek 3.6 (Manifold tizerindeki diizgiin egri)
M =(0,1) segersek bu bir 1- boyutlu diizgiin manifoldtur. Bu durumda

diizgin
®:(0,1) ——— N

t 25 (1)

dontusumune N manifoldu tizerinde bir duzgun egri denir (Sekil 3.7).

Nn
e ®((0,1))
ra | )
L T 7
0 t 1
xt-/
.
4 O® R

Sekil 3.7



4. Riemann Manifoldlari

4.1 Manifold Uzerinde Koneksiyon

Bu kesimde manifoldlar iizerinde koneksiyon kavramini 6grenecegiz.

Tanim 4.1 n- boyutlu diizgiin bir manifold M olsun.

Vix(M)xx(M)— x (M)
(X,Y)—> V(X,Y)=VxY

dontusimiu VA, ueR,VfeF (M) veVX,Y,Z € x (M) igin
K1) VixeurZ = AVxZ + pVyZ

K.2) Vx(AY + pZ) = AVx Y + uVxZ

K.3) VsxY = fVxY

K.4) Vx(fY)=f VxY +X[f]Y

yonundeki kovaryant tiirevi denir.

sartlarin1 V sagliyorsa bu doniisiime M tizerinde bir koneksiyon (veya lineer
koneksiyon) denir. VyY vektor alanina da Y vektor alaninin X vektor alani

(K.1) ve (K.3) sartlar1 ayrica V nin birinci degiskene gore & (M) lineer oldugunu,

yaniVf,ge F (M) ve VX,Y,Z € x(M) igin
VixigyZ=fVxZ+gVyZ

137



138 4.1. Manifold Uzerinde Koneksiyon

oldugunu gosterir.

K.4 sartindan ise V nin ikinci degisken icin & (M) lineerlik 6zelliginin gecerli
olmadigini goriiyoruz.

Ozel olarak X = di, Y = 0; baz vektor alanlarim alalim. V; d; € x(M) oldugun-

dan x(M) nin bazlarinin lineer bilesenleri olarak yazabiliriz. V;, d; vektor alaninin
bilesenlerini I})} ile gosterelim. O zaman

n
Vo, d1=) T

m=1
dir. Béylece Vj, d; nin bileseni
qiUCM—R m=1,2,...,n

olur. Burada I’} fonksiyonlarina V nin bilesenleri denir. Bu fonksiyonlara Christof-
fel sembolleri denir.

VX,Y € x(M)igin X =)/, Xydy ve Y =) || Y;d; olmak iizere Y
vektor alaninin X vektor alani yonundeki kovaryant turevi

VXy = i( iXkak[Ym] + i Xlel’kT)am
m=1 k=1

k=1

dir.

Ispat: X = Yio1 Xkdi ve Y = Y 1, Yid; olsun. Y vektér alaninin X vektor alani

Elwin Bruno Christoffel: Bir Alman matema-
tik¢isi olan Elwin Bruno Christoffel, 1829 ta-
rihinde Montschau, Rheinland’de dogdu. Once
Zurich Polytechnicum’unda, sonra Berlin ve St-
rasbourg Universitelerinde matematik profesorii
olarak calisti. Ozellikle; Abel fonksiyonlari, ce-
birsel fonksiyonlar, parcali tiirevli denklemler ve
diferansiyel geometri tizerinde ¢alismalarda bu-
lundu. Riemann ile birlikte matematige tensor
kavramini getirdiler ve tensor hesabi tizerinde ¢a-
ligt1. 1900 yilinda Strasbourg’da o6ldu.
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lir ve bunun igin de 2rtrad = 360° dontisumu kullanilir. Se¢im ¢ogunlukla ihtiyaca
baglidir. Denizcilik uygulamalarinda derece ol¢tisu kullanilirken,dontis mekanigi
gibi bazi fizik uygulamalarinda ise dairenin ¢evresinin (c) yarigapina (r) oranina da-
yanan radyan oOl¢ust kullanilir (¢ = 27r). Kutupsal koordinatlar r ve 6 y1 kartezyen
koordinatlara su sekilde donusturulebilir.

x=rcos@ ve y=rsin0O

dir. Bu iki formiile gore x ve y cinsinden elde edilen dontisim formiilleri ise

r=/x2+7y? Q:arctan}—) x=0
X

dir. Eger x = 0 ve
* vy pozitif ise 6 = 90°(5rad)
* y negatif ise 6 = 270°(37"md)
olur. $imdi kutupsal koordinatin kullanildigi bazi alanlardan bahsedelim.

a) Robot bilimi

Hareket edebilen ¢ogu robot, kutupsal koordinat sisteminden yararlanir. Bu
yapay zeka i¢in onemlidir. Clinkl koordinat sistemin merkezini (kutbunu) da-
ima robotun o andaki konumu belirler. Dolayisiyla, robotun herhangi bir za-
manda koordinat sisteminin neresinde oldugunu hesaplamasina gerek yoktur.
Tek gereken, hangi yonde ve ne kadar uzaga gidecegini belirlemesidir. Eger
robotlar kartezyen koordinat sistemini kullanarak yol alsalardi, hareket i¢in
gerekli uzaklik ve a¢1 hesaplamalari igin cebir ve trigonometri kullanmak ge-
rekirdi. Oysa kutupsal koordinat sistemindeki bir ac1 ile ifade edilen yon ile
uzaklik robotun tam istenen yere gitmesini saglamak icin yeterlidir.

b) Havacilik
Ugaklar, seyir i¢in kutupsal koordinat sisteminin biraz degistirilmis bir cesi-
dini kullanirlar. Bu sistemde, genellikle "yon 360" (heading 360) olarak adlan-
dirilan 0° 151n1 dikeydir ve agilar saatin tersi yonde degil, saat yonunde devam
eder. Yon 360 manyetik kuzeye denk gelirken, 90, 180 ve 270 yonleri de sira-
styla manyetik dogu, giiney ve batiya denk gelir. Ornegin doguya dogru 5 deniz
mili kadar yol alacak bir ugak, yon 90 tizerinde 5 birim katedecek demektir.

Simdi R? iizerinde tanimlanan kutupsal koordinatlardan elde edilen metrik
tensoru asagidaki ornekte hesaplanacaktir. Elde edilen bu metrik tensor ile
birlikte IR? bir 2-boyutlu Riemann manifoldudur.

Ornek 4.5

¢:R*— R’
(r,0) — @(r, theta) = (rcos@,rsin0)
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kutupsal koordinatlar: verilsin. Bu koordinatlara gore;
a) g metriginin bilesenlerini
b) Christoffel sembollerini
c) Levi-Civita koneksiyonunun baz vektorlerin de aldig1 degerleri
d) VX,Y € x(IR?) i¢in VxY ifadesini
e) X =(1,0) ve Y = (r%,260) olmak iizere VxY yi

bulunuz.

Cozum:

@ R> — R?
(r,0) — @(r,0) = (rcos6,rsin0)

olup buradan d, = %—r = (cos6,sin0) ve dg = 3—9 = (-rsin@,rcosO) olur.
a) g metriginin bilesenleri

g =811 = g(d,,0,) =<d,,d, >=<(cos0,sinb), (cos 0,sin O) >

=1
g0 =812 = 8(9d,,dp) =< d,,dy > =< (cos O,sinO),(-rsinH,rcos O) >,
=0
Q00 = 922 = §(dg,dg) =< dg, dg > =< (-rsinB,rcosO),(-rsinO,rcosO) >
2
=r

bulunur. Ayni zamanda g simetrik oldugundan g, = g1, = 0 olur. Buradan

(g0]=| &7 &0 g &2 |_| 1 02
' 8or 866 821 822 0 r

elde edilir. Matrisin tersi

(g0l =[g"] = U _| & g' _ L] & g || ] 01
T g g% g g detg| —8&1 8§11 0 3

dir. Buradan

_ Srrr 8ror | _ 0 0
ar[gre] _[ Sor,r 866,r l_[ 0 2r l

00
9ol20] = 8rr,0  8r0,0 ]:[ ]
olsrol l 8or,0 800,06 00

dir.
b) Teorem 4.4 ten Christoffel sembolleri

1
i =3 Zghm(glh,k + 8hk,1 — 8kl,h)
I
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ve

3
VYX = V%rgaererV X

or

2

:§r6(8 12419, + 2 24 9, +3,[202]99 + 202V 5,9

= 15r498, + 6702 86 +30°%0,
=15r*00, + (6707 + 36°)d,

_3r0v (§r4a +29289)

olur.

f. X= %r39399 Y = gr92a, +r0dg vektor alanlari icin

5 3n3
ny = V%r36386Y:§7’9V Y

dg

5 3
= §r393V (grezar + r@&e)

do

= 213032, [Er(#] 9, + 216V, 9, + 99 [r0)dg + 10V, 3

7 5 5
6 3 5 5
= —r*0%0, + Zr30°9y + =1*030y — =1°0%0,
7 7 7 7
6 4

= (—r

5 4 3 5,
7 —;1’59 )8r+(;r395+§r 93)89

ve

3
VX = V30294000, X = —rezva X+r0V,y,X
r r

5
3 5 5
= 210%V (§r36389)+r6V99(§r36389)
:§r92(a [5 363]8 121303 va,ae)we(ag[ 363]8 +2 393%39)

3658 +3 r20° 89+—574638 —;r5948r

12 15
= ——r5948r + (—r395 + —r493)93
7 7 7
olarak bulunur.
Alistirma 4.2

P R3 - R3

(u,v,w) — P(u,v,w)=(ucosv,usinv ,w)

seklinde verilen silindirik koordinat sistemine gore asagidaki vektor alanlar:
icin VxY ve Vy X ifadelerini bulunuz.
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a. X=u%d, +v3d,+9d,, Y=uv’d,+u’v?d,

b. X = uv?d, +uwd,, Y =uwd,+vwd,

c. X=u?v?d,+uwd,+w3d,, Y=u*wd,+vwd,

d. X =uw?d, +uvd,, Y =vwd,+uwd,+vwd,

e. X=vd,+wd,+ud,, Y=uvd,+vd,+wd,

f. X=wvd,, Y=w?v’wd,+d,

Coziim: Levi-Civita koneksiyonunun baz vektorlerinde aldig1 degerleri daha once

hesapladik ve bunlar
V. du = U 9y Vo dy= Bt — "3, V;d,=—a
A TEIIE A ST I R R TR IINE A RIS e A T
V9 = b9 Vo dy =t g =, Vs dy=d
dOu = a2 T 2%y Vv T T e T 2% Yo Sw o O
1 1 uv? uv
Vawau = Zaw' Vawav = ;au/l Vawaw = _u2 12 dy - U2+ 2 dy

dir.

a. X=u%d, +v3d,+9d,,Y =uv?d, + u*v?d, olmak iizere

VyY =

Vi2,+030,+3, Y

UV, Y +v°Vy, Y +V, Y

uZVau(uvZQM +u%v%9,) +v3V,, (uv?d, + u2v28,,) + Vaw(uvzc?u +u%v?9,)
u’ (8u[uv2]8u +uv?Vy 9, + 9, [u*v?]d, + u*v?V, Bv)

+0° (9, [uv?]9, + uv>V, 9, + 9, (4?0?10, + u*v?V ;. 9, )

+(dy[uv?]0, + u92vau dy + Iy [u?v?)0, + u2v2vaw8v)

2.2 3.2 v 3.2 4. 2 v U
uvo,+u’v d, — d,)+2u’vd, +u*v d, + Jd
" (u2+v2 oy 492 v) v (u2+v2 Y u2 42 v)
3 5 U 2.4 2.5 v
+v°2uvd, + uv + d,)+2u“vid, + u“v’(- + d
" (u2+v2 Y u2 42 v) v ( u?2+v2 " y24 92 v)
2.2
5 v uv
+uv - d,)+ 0
(uz+v2 oy 492 v) v Y
u*v? + u*v3 + uvd — udvd

+u?v? + 2v%)0,

(

u? +v?

3.,3 5.,2 2,5

—uvT+uvT+uTv +u2v6

+2ulv? + 2uv*)d, + utva,

u? +v?
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4.6 Mathematica da Metrik Tensor, Christoffel Sembol-
leri, Levi-Civita Koneksiyon ve Egrilik Tensor Alaninin
Hesaplanmasi

Bu boliimde Mathematica programinda kendi yazdigimiz kodlara gore bir Riemann
manifoldunun metrik bilesenleri, Christoffel sembolleri, Levi-Civita koneksiyonunun
baz vektorlerde aldig1 degerleri ve egrilik tensoriiniin bilesenlerinin hesaplanmasini
ogrenecegiz.

Verilen parametrizasyonlar uzun veya karmasik oldugunda metrigin bilesenleri,
Chistoffel sembolleri, kovaryant tiurevin baz vektorlerin de aldigi degerler ve eg-
rilik tensor bilesenlerinin hesaplanmasi zor olacaktir. Bunun i¢in asagidaki komut
satirlarinin tamamini bir kere Mathematica’ya yazarak tium bu ifadeleri kolayca he-
saplayabiliriz.

Clear["Global *"]

degiskenler ={ }Buradaki parantez i¢ine parametrizasyonun degiskenleri,
arasinda virgiil olacak sekilde yazilacak.

Wu_,v_]:={ }Buradaki parantez icine parametrizasyonun bilesenleri, arasinda
virgiil olacak sekilde yazilacaktr.

n = Length [degiskenler]

Do|[u; = degiskenler|[[i]],{i, 1, n}]

g[i_,j] := FullSimplify [9,, W [u,v].9,, W [u,v]]

A = FullSimplify [Table [Table g [, ],{i,1,n}],{j, 1, n}]]

B = FullSimplify [Inverse[A]]

I'[i_,j_, k_] := FullSimplify

=Y B (20, g 1] + 3y g I i1~ 34, 8T 1)
m=1

n
Y[k_,1]:= Zf[k,l,m] "9,
m=1

R[j_ k_,I,i_] := FullSimplify |, T [1,],i] - 9,,T [k j,i]

m=1

+i(l‘[k,m,i]*l‘[l,j,m]—F[k,j,m]*l“[l,m,i])]

Do [Print [Style ["3"ui, Y= ",Large],Style ["=",Large],

Style [FullSimplify [aui Ylu, v]] , Large”, {i,1, n}]
Print [Style [" [ g ]-] = Large] ,Style[A // MatrixForm,Large]]
Print [Style [" [gij] = Large] ,Style[B //MatrixForm,Large]]



5. Riemann Manifoldu Uzerinde Egriler

5.1 Riemann Manifold Uzerinde Yay Uzunlugu

Istanbul’dan ucakla aktarmasiz olarak New York (veya Tokyo, Mekke, Medine vb.)
sehrine gidecegiz. Bu iki sehir arasindaki uzaklik ne kadardir? Ugagin rotasini bir
egri olarak goz oniine alirsak rotanin baslangi¢ ve bitim noktast rotanin yani egrinin
o noktalar arasindaki uzunlugudur. Peki bu ucakla giderken Istanbul’dan rotanin
iizerinde gecti§i herhangi bir sehrin Istanbul’a uzakhi§i ne kadardir? O zaman da
egrinin iki noktasi arasinda kalan egri parcasinin uzunlugunun bulunmasi gerekir.

Tanim 5.1 (M, g) bir Riemann manifoldu ve a : I = ([a,b]) — M bir egri olsun.
Egrinin hiz vektoru a’(t) olmak tizere

la’(8) 1= vgla'(t), a’(t))

say1 ifadesine hiz vektoriiniin normu (veya boyu) denir. Burada ise ([a, b]) ka-
pali araligini igine alan acik aralik gosterilmektedir.

Tanim 5.2 (M, g) bir Riemann manifoldu ve a : I = ([a,b]) C R — M bir egri
olsun. Egrinin hiz vektoru a’(t) olmak tzere

b
l:f ' (ae) || A

sayisina M manifoldun da a(I) veya kisaca a egrisinin yay uzunlugu denir.

. J

t € [a,b] i¢in « egrisinin [q,t] araligina kisitlanmis yay uzunlugu s(t) olsun. Bu

201
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olarak alalim. O zaman

H(U,V):acl+(ad+bC)m+bd”:[ a b ]l;; 1:” 2]

dir.
B acl (ad +bc)m
[, v)] ‘[ (ad + by bdn ]
dir. Ikinci temel form lineer oldugundan bir matris kargilik gelir ve bu kargilik gelen
matris
(1] = I m| | <®,,N> <P,,,N>
|lm n| | <®,,N> <D, N>
dir.
M reguler yuizeyinin sekil operatoriine karsilik gelen matris
-1
—il7r _ E F I m
I _l F G l l m n
dir.
Ispat:

S(CDM) = allq)u + a21q)v
S(®,) = a; D, +axd,

olmak tzere sekil operatoriine karsilik gelen matris

y:l“n alzl

a1 422
olsun. Boylece

<S5(®,),PD,>=ay; <P,P, >+ay; <D, D, >
<S§(D,),d,>=a; <D,D, >+ay <, D, >
<S(D,),D,>=a;, <D, D, >+a,y, <D, D, >
<S5(9,),P,>=a1, <D, D, >+a,, <D, D, >

dir. Yani

Il =Eay; + Fay
m=Fay; + Gay,
m=Eaj,+ Fay,
n=Fa;,+Gayy
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7.9 Mathematica Programinda Parametrizasyonu Verilen
Ylzeylerin Temel Formlar, Sekil Operatori, Gauss ve
Ortalama Egriliklerin Hesaplanmasi

Bu boliimde R® teki yiizeylerin Mathematica programinda bizim yazdigimiz kodlara
gore birinci, ikinci temel formlari, sekil operatorii, Gauss egriligi, ortalama egrilik,
asli vektorler ve asli egriliklerini hesaplayacagiz.

Verilen parametrizasyon karmasik yada uzun oldugu zaman parametrizasyonun
birinci temel formuna karsilik gelen matrisini, ikinci temel formuna karsilik gelen
matrisini, sekil operatoriine karsilik gelen matrisini, Gauss ve ortalama egriligini
bulmak karmasik ve uzun olacaktir. Asagidaki Mathematica kodlarini bir kez Mat-
hematica’ya tanimlatarak parametrizasyonun birinci temel formuna karsilik gelen
matrisi, ikinci temel formuna karsilik gelen matrisi, sekil operatoriine karsilik gelen
matrisi, Gauss, ortalama egriligini, asli egrilik ve asli vektorlerini kolaylikla bulabi-
liriz.

degiskenler ={ }Buradaki parantez i¢ine parametrizasyonun
degiskenleri, arasinda virgul olacak sekilde yazilacak.
Y[u_,v_]:={ }Buradaki parantez i¢cine parametrizasyonun
bilesenleri, arasinda virgul olacak sekilde yazilacaktur.
Do[u; = degiskenler[[i]],{i, 1, 2}]
glij_]:= FullSimplify[auiz,b [u,v].&ujgb [u,v]]
A = FullSimplify [Table [Table[g[7,j],{i,1,2}],{j, 1,2}]];
Det {9y u, 1w, V], 9y, [u, v], 0, plu, v1}]]
VeIl 1]+ g[2.2]-g[1, 2] |
[ Det [{aul,uzl/)[ufv]' Iy, P[u,v], au2¢[u,v]} 7
_ Vel 1]+ g[2,2]-g[1, 27 _
[ Det {9y u, 911, 0], 00, Pl14,0), 9oy [, 0]} ]
_ Vel[L 1]+ g[2,2] - g[1,2] _
Print [Style["Birinci temel forma karsilik gelen matris;", Blue, Large]]
Print[Style["[I] =", Large],Style[A // MatrixForm, Large]]

I = FullSimplify

m = FullSimplify

n = FullSimplify

)

Print [Style ["Ikinci temel forma karsilik gelen matris;", Blue, Large”

Print[Style["[II] =", Large], Style [{{], m}, {m, n}}// MatrixForm, Large]|
Print [Style["Sekil operatorune karsilik gelen matris;", Blue, Large]]



DIFERENSIYEL GEOMETRI

Vi I
MATHEMATICA UYGULAMALARI

Diferensiyel Geometri, matematik bolimlerinin en Onemli temel
derslerinden biridir. Diferensiyel Geometri dersleri lisans ve lisansiistii
seviyesinde {iniversitelerde okutulmaktadir. Kitapta, diferensiyel
geometrinin ¢ temel bashigi olan; manifoldlar, egriler ve yiizeyleri
detayli bir sekilde ele alinmaktadir. Kitapta modernlesen bilimsel
yaklagimlar dogrultusunda bilgisayar programi olan Mathematica hazir
paket program  kullanilmaktadir.  Diferensiyel = Geometrideki
hesaplamalar, Mathematica hazir paket programinda yazdigimiz kodlar
sayesinde hizli bir sekilde elde edilmektedir. Mathematica da yazilan
kodlarin ¢oziimlii Ornekleri kitapta mevcuttur. Coziimlii orneklerle
yapilan bu calismalar sadece ogrencilere yonelik degil ayn1 zaman da
bilimsel aragtirma yapmak isteyen akademisyenlere de faydal
olacaktir.

Kitap, uzun yillar Gazi Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik
Boliimiinde lisans ve lisansiistii diizeyde okuttugum Diferensiyel
Geometri ders notlarinin  kitaba  birlinmiis  halidir.  Kitap
tiniversitelerimizin Matematik Boliimleri, Matematik Miihendisligi
Boliimleri, Matematik ve Bilgisayar Bilimleri Boliimlerin de lisans ve
lisanstistiinde verilen Diferensiyel Geometri dersleri i¢in faydal bir
kaynak olacaktir. Ayrica, kitap da Diferensiyel Geometrinin
Mathematica hazir paket uygulamalarina yer verilmesi nedeniyle
tiniversitelerimizin Miihendislik Fakiiltelerindeki Makine, Jeoloji,
Fotogrametri, Havacilik ve Ucak Miihendislik gibi boliimleri de
kitaptan faydalanabilecektir.

Kitabin faydal olmasi dileklerimle.

Prof. Dr. Aysel TURGUT VANLI




