TUMEVARIM: KLASIK

Hemen soyleyelim: Bu yazinin temel konusu bir zamanlar birbirlerine denk olan ama

glinlimiiz matematiginde birer teorem olmaya terfi eden,

- iyi Siralama Ilkesi

- Matematiksel tiumevarim

kavramlaridir. Aslinda, burada gecen iyi siralama ilkesi, matematiksel tiimevarim
(kisaca tiimevarim) kavraminin anlamak i¢in bir arag olarak kullanilmakta. Ttmevarim,
bir yoniiyle dogal sayilar kiimesini tanimlayan ana maddelerden biri olmasinin yaninda,
ve dolayisiyla, “ilk sonsuz kiime” tiimevarim olmadan tanimlanamaz. Ayrica, sonsuz
bir kiime yoksa tiimevarim da yoktur!

Bu yaziy1 takip etmesi planlanan bir sonraki yazinin konusu kalkiiliistin bir¢ok temel
teoremini kanitlayacak gilicte olan tiimevarimin bir genellemesi olacak. Bu ikinci yazidan
sonra mevcut yazinin, en azindan egitsel olarak, anlami daha iyi yorumlanabilecektir.

Bir kavramin ilki, daha genis bir bakig acisiyla ilk izleri, anlagilmaya caligilmadan
o kavramm anlagilmasinda her zaman baz seylerin eksik kalmasi dogaldir. Ornegin,
yaklagik bin yil 6énce 1’den 10’a kadar olan sayilarin toplaminin karesinin o sayilarin
kiiplerinin toplamina esit oldugunu gosteren al-Karaji'nin, bunu goéstermekle derdinin
ne oldugunu anlamadan, bu “dogru” olan ifadeyi, neden dogru oldugunu sorgulamadan
alip heybeye atmak kabul edilebilir mi? Bu tiir sorulara sikigtirilmig ve baskici yanitlar
aramamak da gerekir; insanin kendinin ne oldugunu anlamadan yasamayi heybesine
attigini unutmamak gerekir.

Otuz beg kath bir binadan birakilan bir tagin her zaman yere diigeceginin fiziki
gozlemlerle miimkiin olmamasina kargin, (kim demis miimkiin degil, diye!) bes bin kez
birakilan tagin yere diigtiigli gozlemlense bile bu gozlemden birakilan beg bin birinci
tagin diigecegi sonucu ¢ikmaz ama insanin “diger” diyesi gelir. Bu yaklasimla bir
bagkasi tag yerine elma alarak bunu deneyecek olursa carsi karigabilir ve bu durum
yaygimlagirsa da diinya bir akil hastanesine doniisebilir. Iste hem hatir1 sayilir “diiger”i
ziyan etmemek hem de kigilerin akil sagligini korumak i¢in konuyu kavramlagtirmak
gerekiyor. Bu kavramlagtirmaya (yanilmiyorsam) “eksik tiimevarim” deniyor. Eksik

giderilecek!
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Anlamak, “Ceviz mi ceviz agacindan yoksa ceviz agact mi cevizden olur?” sorusunu
sormadan olamayacagi gibi, anlamak “dogru”yu bulmak da degildir. Evet evet, haklisi-
niz, anlamak yanlhsi gostermek de degildir. Anlamay1 anlamak ise bambasgka bir du-
rumdur; bunun igin gerekli seylerden biri, “anlamak, yanlg bir eylem midir?” sorusuna
yanit vermeden muhattap olabilmektir.

Bu gergevede, “tlimevarim”in ge¢misi ve bugiinii, detaylara girilmeden de olsa bu-
lanik gecmisi, daha belirgin izleri ve giincel hali anlagilamaya caligilacak. Bu anlagilmanin
eksik olmasi, tiimevarimin gelecegini anlayabilmek ve evrimlegebilmesinin yolunu agmak
i¢in bir kazang olacaktir!

“Timevarimin ne ige yaradigina iligskin bir ornek verilebilir mi?” sorusuna verile-
cek yanitlardan birinin, “herhangi bir dogal saymin bir ile toplaminin birden biytiik
oldugunu gostermek” olabilir. Bir bagka ¢rnek istenirse de, “herhangi bir dogal sayinin

bir ile toplaminin birden kiigiik olmadigini gostermek” olabilir. Bunun yaninda,
1+1<1

olmadigini gostermede tiimevarimin bir katkisinin olmadigi soylenebilir. Daha felsefi
bir yanit ise sonsuzluk kavrami ne ise yararsa tiimevarim da o dereceli ige yarar,
biciminde olabilir.

Ik olmadan “var olmak” olmaz! Cogalmadan var olmak da cekilmezdir. Adem ve
Havva ikilisinin tiremeden var olmalar1 sikici olmaz miydi? Diger taraftan ¢ogalmak,
yani tiime varmak, meydan okumaktir ve tehlikelidir; tiime varma Tanri’nin elindeki
oyuncagl alma eylemidir. Sonugta bakmisiniz ki Tanri’nin elinden almaya galigtiginiz
oyuncak zaten ta basta sizin elindeymis; siiprizlere acik olmak da gerekir.

Timevarim, en genel haliyle, ilki ve ¢ogalma modeli olan bir yapidir. Daha kavram-
sal olarak, tiimevarim, tanmimsiz iki seyden degil, ii¢ temel seyden olusan bir ticlidiir,
siralidir da, bu say1 detaya bagh olarak artirilabilir de. Bu tigliiyii olugturan seylerden
biri, ¢cogalanlarin genel adidir: dogal say1l Dogal sayilarin toplulugu w ile gosterilir.
(ogalmadan var olan bir bagka say1 daha vardir: Sifir. Sifir, 0 sembolii ile gosterilir.
Sifirdan bagka biitlin sayilar1 iceren ve bagka hi¢ birsey icermeyen topluluk N ile
gosterilecek. Cok standart olmasa da w’ya dogal sayilar kiimesi ve N'ye sayma
sayilar kiimesi denir’.

Asal sayilarm sayisim “sonsuz” oldugunun kamiti icin Oklid’in Elemanlari, Kitap

IX’m 20. Onerme’si olan “Asal sayilarin miktari, segilen her asal sayi toplulugunun

IKaynaklarm cogunda N’ye dogal sayilar kiimesi ve w’ya negatif olmayan tam sayilar kiimesi de
denir.
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miktarindan fazladv”n kaniti referans alinir [5]. Aslinda bu ifadenin kendisi, glintimiiz-
de “Matematiksel Ttimevarim” olarak bilinen kavramin ilkel bir uygulanmasidir. Genel
olarak tiimevarim yonteminin esas bilegsenlerinden biri, “verilen miktardan daha fazlas
vardir”dir. Burada yer alan “verilen miktardan daha fazlasi vardir” ifadesinde yer alan
“verilen miktar” bir ilk varhigin kabulii ve “daha fazlas1” bir anlamda durmadan yapilan
bir ¢cogalmay1 cagristirmaktadir. Bir varsa iki var, bir ve iki varsa ii¢ vardir, ve boyle
devam eder, nereye kadar, sonsuza kadar!*> Kimbilir, belki de tiimevarimsal bakis acis
sonsuza kontrollii bir bigimde yaklagma sanatidir.

Sayma sayilarini iki evrede incelemek gerekir; 1889 oncesi ve sonrasi. Peano, 1889
yilinda yaymlanan Arithmetices Principa Nova Methodo Ezpsita adli eserinde, “17i
bulundugu toplulukta belirli 6zellikleri saglayan bir simge olarak varsayip, 2 sayisini,

13 2

=" ve “4” sembolleri ¢ergevesinde,

2=1+1
olarak tanimladi. Peano, hemen sonrasi “3” sayisini

3=2+1
olarak tanimladi. Sonrasinda “4” sayisini tanimlamig olsa da “8327” sayisini tanimlama-
di®  Sayma sayilar toplulugunun hangi tiir topluluklara esit oludugunu belirleyen
en temel aksiyomlardan biri, “tiimevarim” aksiyomudur. Bu tanimlanmadan sonra
timevarim kendisine megru bir alan agmigtir. Peano'nun bu eseri Oncesi sayilar,
“tanimlanmamig” olsalarda, onlar iizerinden elde edilen sonuglar Peano’nun aksiyomatik
yapisina elbette uyumlu olmustur; yani ciiriige ¢ikan, ya da 6len yiten bir say1 yoktur®.
Ancak, bu yapi, bircok agidan yetersizdi; 6rnegin tam sayilar1 tanimlayabilmek igin
daha bir iist perdeden bakmak gerekiyordu, bu, Zermelo-Fraenkel kiime sisteminde
saglanabilmistir. Bu bakig acis1 icerisinde, bogkiime tanimsiz bir obje olarak ele alinip,

0 sayist,
0=g0
olarak tamimlanmig ve 71”7 sayisi

1={o}
olarak tanimlanarak, tanimsiz bir sembol olmaktan kurtulmugtur. Bunun yaninda her
n dogal sayist igin,
2Buna potansiyel sonsuz deniliyor!
3Peano, bu durumu, “... benzer bigcimde tanimlanir” diye gecistirdi.

4Bu sayilara Peano dogal sayilar denilecek olursa sifir, bir Peano dogal say1 olmamasinin 6tesinde
bu sistem iginde “sifir” diye birgey yoktur!
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n+1=nU{n}
olarak tamimlanmistir®. Ayrica, bu yapi icerisinde tiimevarim da bir aksiyom olmaktan
kutulup, bir sonu¢ mertebesine ulagmigtir.

Her ne kadar yukaridaki paragrafta dogal sayilarin ilk olarak Peano tarafindan
tanimlandig1 sonucu ¢ikartilacak olsa da bu, baz1 anlamlarda eksik olacaktir. Richard
Dedekind, 1888 yilinda yayinlanan “Was sind und was sollen die Zahlen?” (Sayilar
nedir ve nasil olmalidir?) adh eserinde dogal sayilar1 Peano tammimima denk olacak
bicimde tanimlamigti. Bu konuya bu yazida yer verilecektir.

Tiimevarimla ¢ok ¢ok onemli teoremlerin kanitlanabilmesine kargin ¢ok temel teo-
remlerin bu yontemle verilen kanitlar: simdilik yoktur. Ornegin, reel saylarin kapali ve
swnarly araliginda tanimiy reel degerli siurekli bir fonksiyonun gorintid kimesinin sinarl
oldugunun timevarimla verilmig bir kanit1, glintimiizde yoktur. Verilebilir mi, ayr1 bir
soru. Buna karsin, bahsi edilen “temel teoremleri” kanitlayacak bir bicimde tiimevarim
kavrami genellenebilir. Bu yazinin bir sonrakinde bu tiir genellemelerin konu edilmesi
planlanmakta olup, bunlarin degeri, temel teoremlerin kanitini veriyor olmasi iizerinden
siklikla olgiilecektir.

Yukarida ifade edilmeye calisilan bakig acisiyla matematikde giintimiizde “Matem-
atiksel Ttimevarim” olarak bilinen kavramin klasik formu, sadece teknik agidan degil,
¢ok kisa da olsa izleri- ki bu izlerin ¢ogunun gercekten bir iz oldugu tartigmalidir-
iizerinden anlagilmaya caligilacak. Bunun yaninda, bu kavram farkh fakat denk bir
bicimde tekrak okunarak, elde edilecek genellemeyle kalkiiliisiin bir ¢cok temel teoremi
bu kavram kullanilarak kanitlanabilmektedir.

Timevarim kavramininin énemi sadece bircok temel teoremi kanitliyor olmasindan
degil, sonraki agamalarda dogal sayilar1 tanimliyor olmasindandir. Bu kavramin son
derece dogal olmasinin nedenlerinden biri de “iyi siralama ilkesi”ne bir zamanlar denk
olmasindandir. Bu ilkenin kullanimiyla bazi temel teoremler bir sonraki boliimde
kanitlanacaktir.

Bu yazida sayilarla ilgili standartlagmig semboller herhangi bir agiklama yapilmadan
kullamlacaktir. Ornegin, R, Q ve Z, sirasiyla reel sayilar, rasyonel sayilar ve tam sayilar
kiimesini gosterir.

Genel olarak sayilarin nasil insa edildigi bu yazinin konusu olamayacak. Buna karsi,
reel sayilar sistemi dogal sayilar sistemi iizerine insa edilebilecegi gibi aksiyomatik

5Bu sayilara Von Neumann dogal say1 denilecek olunursa, sifir, bir Von Neumann dogal say

olup, (w ~\ {0},0, s) tclist Peano sistemi olacaktir. Yani, her Peano dogal say1 von Neumann dogal
say1 olmasina kargilik, sifir haricindeki her von Neumann dogal say1 bir Peano dogal sayidir.
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olarak tanimlanip sonrasinda dogal say1 sistemi tamimlanabilir bir sistem oldugunu

ifade edelim. Bu yolla tanimlanan dogal sayilar kiimesi,
leAveacAisea+1€ A

kogulunu saglayan biitiin A altkiimelerinin arakesiti olarak tanimlanir. R’nin kendisi
bu ozelligi saglar.

Bu yazida kapsam digi konulara girilerek (6rnegin rasyonel sayilarin reel sayilarda
yogun olmasmin gosterilmesi) igerigin saptirildigi yoniinde hakli elegtiriler olabilir,
haklidirlar da. Bunlari, tiimevarimla edilen sonuclarin bazi temel sonuclara uygulanma
vurgusu olarak degerlendirilmesi gerektigini diisiintiyorum.

Bu giris yazisini tiimevarimla hicbir alkasi olmayan su kelimeyle bitirmek istiyorum:

Saygilarimla.

1. Ivl SIRALAMA ILKESI

Iyi siralama ilkesi® sayma sayilar kiimesini tammlayan Peano aksiyom sisteminin
tanimlandig) zamana (1889) kadar tiimevarima denk olan kavram olarak degerlendirile-
bilmesine kargin, Peano-aksiyom sistemi icerisinde tiimevarim bir aksiyom olarak yer
alirken, iyi siralama ilkesi bir teorem olmustur’.

Tiimevarimin dolayh olarak ilk uygulamasinin asal sayilarin sonsuz oldugunu goster-
mekte oldugu siklikla ifade edilir. Asal sayilarin asaleti, sanirim, onun “parcalanamaz”
olmasindan gelir. Bu sayilar, sadece ve sadece kendisi ve bir sayisinca olgiilebilir
sayilardir ve dolayisiyla her biri birer eksendir. Her dogal sayinin bu eksenlerden sonlu
tanesine olan bir izdiigiimii vardir ve bir anlamda bir “taban”dir. Biraz daha agik bir
ifadeyle, birden biiytik her dogal say1 baz asal sayilarin carpimi olarak yazilabiliyor.
Bu, aritmetigin temel teoremi olarak adlandirilip, bu teoremde dahil olmak iizere,
sayilarla ilgili baz1 temel sonuclar, ttimevarima denk olan #yi siralama ilkesi tizerinden
anlasilmaya calisilacak. Bu yaklagim, tiimevarimin olmazsa olmaz oldugunun bir “kanit1”
olarak da degerlendirilecektir.

S C R verilsin. Her s € S igin d < s esitsizligini saglayan d € R’ye S’nin bir alt
sinir1 denir. En az bir altsiniri olan kiimeye alttan sinirli denir. d, S'nin bir altsiniri
ve ayni zamanda, d € S ise d’ye S’nin en kiiciikk elemani ya da minumumu denir.
w'nin her alt kiimesinin minumunun elemaninin olmasinin dogallig1 agagidaki teoremle
anlagilabilir.

6ingilizce: well ordering principle.

7Sayma sayilar i¢i iyi siralama ilkesinin ilk olarak ne zaman kullanidigima iligkin bir bilgiye
ulagamadim.
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Teorem 1.1. Asagidakiler denktir.

a. Z’nin bos olmayan alttan sinarl her altkumesinin minumumu vardar.

b. Z’nin bos olmayan sonlu her altkimesinin minumumu vardar.

Agagidaki teorem dogal sayilar yapisinin kavramsal olarak tanimlanmadan verilme-
sine karsin, bu teoremin ikinci denk kosulu dogal sayilar sistemini tanimlayan en temel

aksiyomlardan biridir.

Teorem 1.2. Asagidakiler denktir.

a. N'nin bog olmayan her alt kumesinin minumumu varder.
b. A C N kimesinin A = N olmasi icin gerek ve yeter kosul, 1 € S ven € S
oldugunda n + 1 € S olmasidar.

Kanit. a = b: A C N verilsin. 1 € A ve n € A oldugunda n + 1 € A olmasina
kargin A # N olsun. N ~ A bog kiimeden farkli oldugundan, N ~ A kiimesinin en
biiytik alt siir1 vardir, buna k ile gosterelim. 1 € N\ A oldugundan, 1 < k olur.
k—1¢& N~ A oldugundan k — 1 € A olmak zorundadir. A'nmin varsayilan 6zelliginden
de k= (k—1)+ 1€ Aelde edilir. Bu, k € N~ A olmasiyla celisir.

b = a: S C N bos olmayan bir kiime olsun. S’nin en biiyiik altsinirinin olmadigini

varsayalim.
T'={n:{1,2,--- ,n} CN\ S}

olarak tanimlansin. S’nin en biiyiik altsiniri olmadigindan 1 € T olur. n € T oldugunu
varsayalim, yani {1,2,--- ,n} C N~ S olsun. n+ 1 ¢ T olsaydi n+ 1 € S olur ve her
1 <i<nigini ¢ S olacagindan, n 4+ 1, S’nin en biiyiik alt simir1 olurdu ki-bu celigki
olurdu. Dolayisiyla, n 4+ 1 € T olur. Varsayim geregi T' = N olur. Buradan, her n igin
{1,2,---n}NS = @ ve dolayisiyla, n iizerinden alinarak elde edilen bilesim kiimesi bog
kiime olur. Buradan da, S’nin bog kiime oldugu goriiliir ve bu, bir celigkidir. Kanit

tamamlanir. O

Tanim 1.3. Teorem 1.2°de yer alan birinct denk kosula iyi siralama ilkesi ve ikince

denk kosula timevarim denir.
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2. ARSIMEDYAN OzELLIGI

Dogal sayilarin reel sayilarda siralamaya® gore, b > 0 dogal say1 olmak iizere her
a € w i¢in
a < kb

olacak bicimde bir k£ dogal sayisinin olmasiyla her rasyonel sayiin bir dogal sayidan
kiiclik olmasinin birbirlerine denk oldugu kolayca gosterilebilir. Diger taraftan, bu
denk kogullardan ilkinin dogrulugu k£ = a alinarak hemen elde edilebilmesine karsin,

iyi siralama ilkesine vurgu yapmak i¢in daha uzun kanitiyla agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.1 (Arsimedyan ozelligi). ? a,b € N verilsin. a < nb olacak bicimde n € N

vardar.

Kanit. Olmadigini varsayalim. Yani, her n € N i¢in nb < a olsun. Bu durumda
S={a—nb:neN}CN
olacaktir. S’nin minumumu d, vardir. d = a — nb olacak bicimde n € N secilebilir.
a—(n+1)besS
oldugundan,
a—nb<a—(n+1)b

olur. Bu, b < 0 celigkisini verir ve kanit tamamlanir U

Argimedyan 6zelliginin bilegim olarak soyledigi, her b € N i¢in
N= U [1,nb)

n=1

esitligidir. Bu teoremin bir sonucu olarak su teorem hemen elde edilir.

Teorem 2.2. Her rasyonel sayr en az bir dogal sayidan kiigtktir.

8Peano aksiyom sisteminde N’de a < b olmasi b = a + ¢ olacak bi¢imde ¢ € N'nin olmasi {izerinden
tamimlanir. Burada gecgen toplama “+” igleminden detayl olarak bahsedilmeyecek. Ancak, bu iglemin
m + n tammlandiginda m + (n + 1) = (m + n) + 1 6zelligini saglayacak bigimde tanimlandigini ifade
edelim. Buna gore, her n icin n < n+ 1 olur. n + 1 < n olmadigim gostermekse biraz gaba ister!
Buna kargin 2 < 1 olmadigini gostermek zor degildir. Diger taraftan, Zermelo-Fraenkel sistemde w’da
siralama dogrudan kapsama tizerinden tanimlanir, ve bu durumda, {@, {@}} C {@} olamayacagindan,
1+ 1 < 1 olamaz.

94 Argimedian 6zelligi” (Archimedean property) adlandirmasi 1880 yilinda Otto Stolz tarafindan
yapilmgtir. Bu 6zellik Oklid’in Elemanlar1 Kitap 5°de Tanim 4 olarak yer almistir. Reel sayilar icin
Archimedean 6zelligi s6yledir: Her x € R igin z < n olacak bigimde n € N vardir. Bunun kaniti igin
iyi siralama ilkesi yerterli degildir.
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Reel sayilar sistemini tanimlayan aksiyomlardan biri “tam” (Dedekind tam) olma
aksiyomudur. Yukarida verilen teoremi kanitlamada bu aksiyom kullanilmadi. Buna
kargin, her reel saymin bir dogal sayidan kiiciik oldugu gostermek icin tam olma ak-
siyomuna ihtiya¢ vardir. Tam olma aksiyomunun dedigi sudur: A C R kiimesi tistten

sinirli, yani her a € A igin a < z olacak bi¢gimde bir x € R olsun. Bu durumda

i. hera € Aigina < s

ii. b, A'min bir tistsini ise s < b

olacak bigimde s € R vardir. Bu ozellikteki s tek bir tane olup, buna A’nin supre-
mumu denir ve s = sup A yazilir. Bir x € R'nin A C R’nin supremumu olmasi igin
gerek ve yeter kosul, x’in A'nin bir iist sinir1 olmasi ve her ¢ > 0 i¢in x — € < a olacak

bi¢imde a € A olmasidir.
Teorem 2.3. (R i¢in Arsimedyan ézelligi) N, R ’de dstten sinvrsizdar.

Kanit. Her n € Ni¢in n < x olacak bigimde x € R oldugunu varsayalim. R'nin tam
olmasi nedeniyle N'nin supremumumu vardir, s ile gosterelim. Bu durumda s —1 < n
olacak bicimde n € N vardir. Buradan s < n + 1 < s cgeligkisi elde edilir. Kanit

tamamlanir. ]

Not edelim: Bu teorem, tam olma aksiyomu kullanilmadan
“her = > 0 i¢in 0 < % < x olacak bigimde n dogal sayis1 vardir”

ifadesine denktir.

3. ARAYA YERLESEBILME

Teorem 2.3’in bir uygulamasi olarak su teorem verilebilir.

Teorem 3.1. Her x € R i¢in,
n—1<xz<n

olacak bicimde n € Z var ve tektir.

Kanit. 0 < z olsun. x < k olacak bi¢cimde k € N sayilar1 oldugundan bu esitsizligi
saglayan K’lerin ilk eleman1 vardir, bunu n ile gosterelim. Bu durumda 1 < n ve

x L n — 1 olacaktir. Dolayisiyla,
n—1<z<n

olur. Tekligin gosterilmesi acik. = < 0 olama durumu da benzer bigimde gosterilir. [
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Tanim 3.2. x € R vem € Z sayilari m < x < m+ 1 egitsizligini saghyorsa m ye x in

tam degeri denir.
Bir a sayisinin tam degeri [[a]] ile gosterilir. Dolaysiyla, [[a]] < a < [[a]] + 1 olur.

Teorem 3.3. a, b reel sayilart 1 < b—a esitsizligini saghyorsa a < n < b olacak sekilde

n tamsayise vardr.

Kanit b < [[a]] + 1 olsayd:, 1 < b—a < ([[a]] + 1) — [[a]] = 1 olurdu. Dolayisiyla

n = [[a]] + 1 alinarak istenilen elde edilir.

Teorem 3.4. R'de x < y esitsizligi verilsin. x < r < y olacak bi¢imde r rasyonel

sayst vardar.

Kanit. 0 < y%x < n olacak bicimde n dogal sayis1 secilebilir. Buradan, 1 < ny —nx
segilebilir. Teorem 3.3 geregi nz < m < ny olacak bicimde m dogal sayis1 vardir.

r = " rasyonel sayis1 x < r < y egitsizligini saglar. Kanit tamamlanir. U

Bu teorem, literatiierde “rasyonel sayilar reel sayilarda yogundur” olarak bilinir. Asagidaki
teoremin kanitinda /2 sayismm irrasyonel ve bir irrasyone say1 ile rasyonel saymin

carpiminin irrasyone say1 oldugu kullanilacak.

Teorem 3.5. R'de x < y esitsizligi verilsin. © < r < y olacak bicimde r irrasyonel

sayr r varder.

Kanit. R'de x < y olsun. Bu durumda V2r <r< \/§y olacak bicimde r rasyonel
sayis1 vardir. ¢ = \/iﬁr bir irrasyonel say1 olup, r < ¢ < y esitsizligi saglanir. 0

Bu teorem, literatiierde “irrasyonel sayilar reel sayilarda yogundur” olarak bilinir.

z € R igin, Z N (—o0, x] kiimesinin maksimimu vardir, bunu, [z] ile gésterelim. Bu

durumda nx — 1 < [nz] < nz esitsizligi saglanacagindan,

olur ve buradan da,
lim 22 = 4
n—oo
elde edilir. Ayrica,
lim —A-[v2nz] =z
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Teorem 3.6. Her reel say bir rasyonel sayilar dizisinin bir limitidir. Ayni zamanda

wrrasyonel sayilar dizisinin limatidir.

Yukaridaki teoremin kaniti dikkate alinigina z’ya yakinsayan rasyonel sayilar dizisi
artan yada azalan olarak aliabilir. Benzer durum irrasyonel sayilar dizisi iginde

gecerlidir. Teorem olarak ifade edilecek olunursa:

Teorem 3.7. x € R verilsin.
sup{r, : n € N} =z =inf{q, : n € N}

olacak bi¢imde artan (r,) ve azalan (q,) rasyonel saylar dizisi vardir. Bu ifadeki

“rasyonel” kelimesi “irrasyonel” olarak da degistirilebilir.

Verilen z € [0, 1) i¢in
[z] = maxZ N (—oo, x]
olarak tanimlanirsa her n € N icin
nr—1< [nz] < nx
ifadesinden
z = lim 22 =0

n—oo

olur. Bunun sonucu olarak, her p > 1 dogal sayisi icin su teorem verilebilir. Her

x €[0,1) i¢in

olmak tizere

yazilabilir. Benzer bigimde,

B = pllp" 'a]] — [[p"z]]
olmak tizere
B

£n
n

Tr =

gL

3
Il
—_

elde edilir. Boylece su teorem ifade edilebilir.

Teorem 3.8. Her p > 1 dogal sayisi i¢in
0, 2] ={> 22 :r,€{0,1,--- ,p—1}}
n=1

olur.
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4. BOLUNME

Argimedyan 6zelligi kullanilarak her b € N i¢in
N= U [1,nb)

n=1

oldugu gosterilmisti. Iyi siralama ilkesi kullamlarak her b € N icin

w= U kb, (k+ 1)b)

k=0
oldugu goriilebilir. Dolayisiyla, verilen a € w i¢in a € [kb, (k + 1)b) olacak bigimde

k € w bulunabilir, ve dolayisiyla,
a=kb+r,0<r=a—kb<b

yazilabilir.

Teorem 4.1 (Bolme Algoritmasi). b > 0 olmak zere verilen a,b tam sayilar: verilsin.
a=qb+7r,0<r<b

olacak bicimde q,r tam sayilar:, vardir ve tektir.

Kamit. S={a—qgb:q€ Z,a—qb> 0} kiimesi 0 < a — (—|a|)b € S oldugundan,
S, bos kiimeden farklidir ve dolayisiyla, minumumu vardir, buna r diyelim. Buradan,

bazi tam say1 q i¢cin a = gb+1r ve 0 < r olur. b < r olsayd,
a—(¢g+1b=(a—qb)—b=r—0=0

olacagindan,

a—(g+1b>=a—qb
olur ve buradan da 0 > b celiskisi olurdu. Dolayisila, » < b olmak zorundadir. Tekligi
gostermek icin: Bazi ¢’ ve 1’ tamsayilar i¢in

a=qgb+r=q¢gb+r,0<r <b

olmasi durumunda,

b> |r—7'| =blg =]
ifadesi saglanir ve dolayisiyla, |¢ — ¢/| < 1 olur. Buradan da ¢ = ¢’ elde edilir. Bunun

kullanilmasiyla da r = 7’ elde edilir. Boylece, teklik de gosterilmisg olur. U

Bu teoremde ¢’ya boliim ve r’ye kalan denir. Teeorem de kalanin sifir, yani » = 0
olmasi durumunda b’ye a’min bir boleni (kat1) denir ve bu durumda b|a gosterimi kul-
lanilir. b sayist ay,as - - -, a, sayilarinin her birinin bir ortak katiysa, b’ye bu sayilarin

bir ortak boleni denir. Bu sayilarin ortak boleni sonlu olacaginda, ortak bolenlerin
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en bilyiigii vardir ve buna, ortak bolenlerin en biiyiigii denir ve ged(ay, as, -, ay)
ile gosterilir. Bu say1 sifirdan biiytiktiir. Her pozitif say1 kendisi ve 1 tarafindan

bolinebilir.

Teorem 4.2. a ve b, her ikisi birden sifir olmayan tamsayilarsa
gcd(a,b) = ax + by

olacak bicimde x,y tamsayilar, vardar.

Kanit. S = {au+bv:u,v € Z,au+bv > 0} kilmesi, |a| ya da |b| elemanlarindan en
az birini igereceginden, S bog kiimeden farklhidir. Dolayisiyla, S'nin minumumu vardir,
bunu d ile gosterelim. Bazi u,v € Z igin

d=au+bv
olur. Bolme algoritmasi kullanilarak, a = qd + r olacak bicimde ¢ ve 0 < r < d sayilar
bulunabilir. 0 < r olma durumunda,
r=a—qd=a—qlax+by)=a(l —qzx)+b(—qy) €S
olacagindan r > d olur ki, bu celigkidir. Dolayisiyla » = 0 ve buradan da d|a olur.

Benzer bic¢im de, d|b olur. Kamt tamamlanir U

Bu teoremin sonuclarindan biri,

{ax +by :z,y € Z} = gcd(a,b)Z
olmasidir'®.  Yani, az + by = k denkleminin coziimiiniin olmasi icin gerek ve yeter
kosul, ged(a,b)|k olmasidir.

Yine bu teorem varsayimlar altinda ged(a, b) = 1 ise a ve b sayilar1 aralarinda asal

denir.

Teorem 4.3. a ve b her ikisi birden sifir olmayan sayilar olmak tzere, bu sayilarin
aralarinda asal olmasy i¢in gerek ve yeter kosul, ax + by = 1 olacak bi¢imde x ve y

tamsaylarinin olmasidar.
Agagidaki teoremden aralarinda asal say1 iiretmek zor degil.

Teorem 4.4. a ve b her ikisi birden sifir olmayan tam sayilarsa,
gcd(a,b) =d
olma durumunda,

104, b, ¢ tamsayilar olmak tizere, Z'de az+by = ¢ bicimindeki denklemlere Diophantine denklemi
denir.
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ged(§,5) =1

olur.
Bu teoremin bir uygulamas: olarak:

Teorem 4.5. r, sifirdan farklh bir say: ise

r =

[SIS]

olacak bicimde aralarnda asal olan a ve b tamsayilary vardir ve bu yazilim, tektir.

Kanit. QQ, rasyonel sayilar kiimesini gostermek iizere, bir 6nceki teorem kullanilarak,
Q={%:a,bcZ,b#0,gcd(a,b) =1}
oldugu oldugu gosterilebilir.

, ged(a,b) =1 ve ged(e,d) =1

>l

d
olsun.
ar+by=1vecu+dv=1

olacak bicimde x,y,u,v tamsayilar1 secilebilir. Birinci esitlik d ile garpilarak, ikinci
esitlik b ile capilarak ve ad = be estligi kullanilarak, b|d ve d|b elde edilir. Buradan
b| = |d| elde edilerek, istenilen kanitlanir. O

Teorem 4.6. Bir dogal sayinin karekokunin dogal sayr olmasi icin gerek ve yeter

kosul, karekokiinin rasyonel sayr olmasidar.

Kanit. Ifadenin bir tarafi agik. n € N ve v/n dogal say1 olmamasina kargin rasyonel

say1 olsun. Bu durumda /n = §, olacak bicinde aralarinda asal olan p ve ¢ dogal

sayilar varsir. pxr + qy = 1 olacak bicimde x ve y secelim. Bu esitlik p ile carpilarak ve
P = ng?
esitligi kullanilarak § = /n’nin dogal say1 oldugu sonucu elde edilir. Bu geligki kaniti

tamamlar.
Bunun bir sonucu olarak v/2,v/3, v/5 sayilarinimn rasyonel olmadig1 gosterilebilir. Teo-
rem 4.4’nin bagka bir sonucu olarak su teorem verilebilir.
Teorem 4.7. Q’dan Z x Z’ye birebir fonksiyon vardar.
Kanit. Q’dan Z?’ye,

a a b
b - (gcd(a,b)7 gcd(a,b))
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kuraliyla birebir fonksiyon birebirdir. 0
Teorem 4.8. a, b ve ¢ tam saylar olmak tzere, albc ve ged(a,b) =1 ise alc olur.

Kamt. az + by = 1 olacak bigimde x, y tam sayilar1 vardir. alac ve albc olmasi

nedeniyle a|(acx + bey) olur.
¢ =l.c = (ax + by)c = acx + bey

olacagindan, alc elde edilir. d

5. ASAL SAYILAR
Her say1 “6nemli”dir. Baz sayilarsa agsagidaki anlamda asildir!
Tanim 5.1. Kendisi ve 1°den baska boleni olmayan 1°den biyik tam sayiya asal denir.
Teorem 4.8’in bir sonucu olarak su teorem verilebilir.
Teorem 5.2. a ve b dogal saylar, p asal sayr ve plab ise pla ya da p|b olur.

Bu teorem, Oklid’in Elemanlar’min VII. Kitabr’nin 30. Onerme’si olup, “ Euclid’s

lemma” olarak bilinir.

Teorem 5.3 (Aritmetigin Temel teoremi). Her dogal say: baz asal saylarin tek bir

bicimde carpimadar.

Kanit. Asal sayilarin garpimi olarak yazilabilen dogal sayilarin kiimesini S ile
gosterelim. S = N oldugunu gostermek istiyoruz. Olmasin, yani 7" = N ~ S bog
kiimeden farkli olsun. 7"nin minumumu, d, vardir. 2 < d olacagi acik. d, asal olamaz.

Dolayisila
d=mn
olacak bicimde 2 < m,n sayilar1 vardir. m,n < d olacagindan m,n € S ve dolayisiyla

d € S olur. Bu celigki kanit1 tamamlar U

Bu teoremin bir sonucu olarak asal olmayan her sayimin bir asal say1 tarafindan boliinecegi

sonucu elde edilir. Bu, Oklid’in Elemani’'nim 12. Kitabrnin 31. Onermesi’dir.
Teorem 5.4. Asagidakiler denktir.
i. p asal ve a, b pozitif saylar olmak tzere, plab ise pla ya da p|b olur.
. p; ve q;llerpy <pa--- < ppveq < qo--- < g esitsizliging ve

Pip2 - Pn = Q192 " gk
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esitligini saglayan asal saylarsa n = k ve her i i¢in p; = q; olur.

Kamt. i = ii: p; ve g;'ler (i7)’deki gibi verilsin. pi|g1¢2 - - - g, oldugundan (7)’den
p1lg; olacak bi¢imde j vardir, dolayisiyla
Pi=q 2 ¢
olur. Benzer bigcimde ¢; < p; olur. Buradan p; = ¢; elde edilir. Bu yontemin en fazla

sonlu kez uygulanmasiyla, n < k£ olma durumunda,

L= o1 aw
geligkisi elde edilir, ve dolayisiyla, k& < n olmak zorundadir. Benzer bicimde, n < k ve
dolayisiyla n = k olur. Yine ayni yontemin uygulanmasiyla istenilen gosterilmisg olur.
i1 = i: plabise ab = kp olacak bigim k pozitif tamsayis1 bulunabilir. Teorem 5.3 geregi,
a=pipa---Po Ve b=q1q2 " qm
olacak bicimde p; ve ¢; asal sayilar1 bulunabilir. £'nin da asal sayilarin ¢arpimi olarak
yazilabildigi ve (i) devreye sokularak p = p; ya da p = ¢; olacak bicimde 7 ya da j
bulunabilir. Birinci durumda pla ve ikinci durumun olmasi durumunda p|b olur. Kanit

tamamlanir. O

Bu teoremin (ii)’si Oklid’in Elemanlarinm IX kitabmm 14. Onermesi’dir. Bu teo-
remde verilen (i7), dogal sayilarda bir teoremdir.
Teorem 5.4’tin, yani “a ve b, dogal sayilar, p asal ve plab ise p|la ya da p|b olur.”
ifadesinin dogrudan kanit1 agagidaki gibi verilebilir. Bu kanit, [3]’den alinmigtir.
Teoremin ifadesini saglamayan asal sayilarin kiimesini U ile gosterelim. U’'nin bog

kiime olduguni gostemek, kaniti tamamlar. Olmadigunu varsayalim.
p = minU
diyelim.
U(p) ={a € N:3a,beN,plab,p fa,p fb}
kiimesi bog kiimeden farklidir.
a =min U (p)
diyelim.
U(p,a) ={b e N:plab,p fa,p fb}
kiimesi de bog kiimeden farkhdir. b € U(p, a) segelim.
ab = (a —p)b+ pb

oldugundan,
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p|(a —p)b < plab

olur. Asagidaki durumlardan biri olmal:

i.

ii.

iii.

a>p: 0<a—p<avea, minumum oldugundan a — p € U(p) olur. Buradan,
bir b € N icin

p fla—p)b, pl(a—p), plb
ifadelerinden biri gerceklesir. Ikincisi ve {i¢liniisii olamaz. Dolayisiyla,
ab = (a — p)b+ pb
olur. plab ve p|pb olmasi nedeniyle de birincisi de olamaz.
a = p: Bu durumda p|a celigkisi olur.
a < p: Bu durumda 1 < a olmak zorunda-gergekten de a = 1 olsaydi p|ab, yani
p /b olurdu- dolayisiyla gla olacak bi¢imde ¢ asal sayis1 vardir. p < ¢ olsayd,

a = gt olacak bicimde bir ¢ dogal sayis1 olacagindan

pl<gt=a<p
celigkisi olurdu, dolayisiyla ¢ < p olmak zorunda. ¢ € U, yani Oklid lemmasin
q saglar. p|ab oldugundan ab = pk olacak bi¢imde k vardir. ¢|a oldugundan
qlab ve dolayisiyla ¢|pk olur. ¢, Oklid lemmasim sagladigimdan ¢|p ya da ¢|k

olur. Birinci durum gergeklesemeyeceginden ¢|k dir.

E_a
Py =74

olmasindan p[¢b olur. Yani,
IS, pl(§)b ve p fb
olmasi ve a’nin minumum olmasi nedeniyle
plgb

olur. Buradan da, p|§—ki buradan pla olur- ya da p|b olur. Bu geligkidir.

Kamt tamamlanir, yani her asal say1 icin Oklid Lemmasi gercelesr. U

Teorem 5.4 ve sonrasindaki agiklama sonucu olarak su teorem elde edilir.

Teorem 5.5. p; ve gjller p1 < pa < -+ < pp, @1 < @2 < -+ - < gy esitsizliging ve

PiP2-Pn = q192 - - Gk

esitligini saglayan asal saylarsa n = k ve her i i¢in p; = q; olur.

Teorem 5.4’tin (7)’si bir teorem oldugundan, denklik iizerinden (i7) de bir teoremdir.

Bu teoremin (7)’sini tekrar ifade ederek dogrudan da bir kaniti verilebilir.
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Teorem 5.6. Her dogal say: asal sayilarin ¢carpima olarak yazilabilir.

Kanit. Her dogal sayinin bazi asal sayilarin ¢arpimi olarak yazilabildigi zaten Teo-
rem 5.3’de ifade edilmigti. Yazilimin tek oldugunu gosterilecek. Olmadigini varsayalim.
Bu durumda en az iki farkli bigcimde asal sayilarin ¢arpimi olarak yazilabilen dogal
sayilarin kiimesi bogkiimeden farklidir. Bu kiimeyi U ile gosterelim. Iyi siralama ilkesi

geregi U'nin maksimumu vardir, bunu n ile gosterelim. Bu durumda, m # k ve

n=mpip2---Pr=aqP2""4s
olacak bigimde p; ve g; asal sayilar1 vardir.
PSP SPrVveqi SP2s e S Ps
oldugunu varsayabiliriz.
Her j icin, p; # p; olur: Gercekten de bazi j’ler i¢in p; = g, olsaydy,
pﬂl =DP2P3 - Pr =41 qj-145+1 " " - Gs;,
pﬁl < n ve n, Unun minumumu olacagindan, r — 1 =s — 1 ve
P2 =4q1, " Pj = 4j-1,Pj+1 = 4j+1," ", Pr = Gs
olur. Buradan da p; = ¢; olur ki, bu n’nin asallar olarak tek bir bi¢imde yazilamaz
olmasiyla geligir. Ayrica, p; # ¢ olur. p; < ¢ oldugunu varsayabiliriz.
m=n—qp2qs=p1(P1p2- - pr — Qa3 4s) = (@1 — p1)(@1gs - Gs)
m|p;1 oldugundan, m = (q1—p1)(q1gs - - - ¢s) say1sin asallarin ¢arpimi olarak yazilabileceginden
ve bu yazilimin tek olmasi nedeniyle bu asallardan en az biri p; olmak zorundadir.
G2, q3, - - - ¢s lerin her biri p;’den farkl olmasi ve ayrica,
pilla —p)(@as -~ qs)
olmasindan,
G —p1 =Dpity-
olacak bigimde t; asal sayilar1 vardir. Yani, p;|(¢1 — p1) olur. Buradan, p;|q; elde edilir

ki bu, p; = ¢; olmasimi verir. Bu ¢eligki kanit1 tamamlar. O

Bu teoremin bir uygulamasi olarak:
1
Teorem 5.7. n € N verilsin. \/n™, rasyonelse dogal saydur da.
1
Kamt. /n" dogal say1 olmayan bir rasyonel say1 olsun. p ve ¢ aralarinda asal
1
olmak iizere, \/n" = § olacak bicimde aralarinda asal p ve ¢ dogal sayilarini secgelim.

Bu sayilarin asal sayilarin ¢arpimi olarak yazilimi
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P=pPiP2Pry 4 = Q192" " (s
olsun. Her ¢ ve j igin p; # p,; olacaktir. Ayrica, n asal sayilarin ¢arpimi olarak
yazilabildiginden,
n=tyty -t
olacak bicimde t; asal sayilar vardir. Buradan,
ity tkqidy - 4 = PPy P

¢; # p; olmasi nedeniyle Teorem 5.6’dan her i icin t; € {p; : 1 < j < n} olacaktur,
dolayisiyla, g¢i'qh ---q7, baz1 p; asal sayilarin ¢arpimi olacaktir. Bu bir celiski olup,
kanit1 tamamlar. U

Bu boliimde verilen teoremlerin kanitlarinda iyi siralama ilkesi miimkiin oldugu
kadar dogrudan kullanilmaya calisildi. Her dogal sayinin sonlu tane asal sayiya izdiisii-
miiniin oldugu da kanitlandi. Sira, hep aklimizda olan asal sayilarin sayilarin sonsuz

oldugunu gostermeye geldi.
Teorem 5.8 (Asal Sayilarin Sonsuzlugu). Asal sayilar kimesi sonsuzdur.

Kanit. Olmadigini varsayalim. Bu durumda, biitiin asal sayilarin listesi

P1,D2," " s Pn
olarak verilebilir. Ayrica,
P=pipy---pn+1

sayisi asal olmayacaktir. Dolayisiyla, P, en az bir p asal sayisi-ki p = p; bi¢imindedir-

tarafindan boliinebilir. Yani, p;| P olur. Buradan p;|1 geligkisi elde edilir. U

Bu teorem Oklid’in Elemanlar: Kitap IX, Onerme 20’dir. Bu teoremin kaniti dogudan

iyi siralama ilkesi kullanilarak verilebilir mi?

6. SoNLU KUME

Bir 6nceki boltimde iyi siralama ilkesi'nden kopmamak istemedigimiz verilen teorem-
lerin kanitlarindaki kullanimindan anlagilmigtir. Bu boliimde de ayni bigimde devam
edilecek. Esas amag belli; bu ilkeye denk olan tiimevarim yapisini tanimak.

X ve Y kiimelerinin aralarinda birebir ve orten fonksiyon olma durumunda
[ X] = [Y]
gosterimi kullamlir. | X| = |X| ve | X| = |Y]| ve |Y| = |Z| oldugunda | X| = |Z| oldugu

acik. Bu boliimde n € N icin
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S,=40,1,--- ,n—1}
olarak gosterilecek!?.
Asagidaki teorem ve kaniti hemen hemen agik. Ama, iyi siralama ilkesi kullanilarak

kanit1 verilecek.

Teorem 6.1. Her n,m € N i¢in |S,| = |Si| olmasu igin gerekli ve yeterli kosul n = m
olmasudar.

Kanit. n = m igin S, = 5, olacagindan |S,| = |S,,| olur. A = {n : Im €
N, n # m, |S,| = |Sm|} kilmesinin boskiimeden farkl oldugunu varsayahm. Iyi siralama

ilkesi geregi k = min A vardir. 1 € A oldugu kolaylikla gosterilebilir. 1 < k olur.
k € A olmasi nedeniyle k # m ve |Sk| = |Sn| olacak bicimde m vardir. Buradan,
|Sk—1| = [Sm—1] oldugu kolaylikla gosterilir. £ —1 # m — 1 olmas1 k — 1 € A olmasiyla

celigir. Kanit tamamlanir. 0

Tamim 6.2. Birn € N i¢in | X| = |S,| olan kiimeye sonlu kiime denir. Ayrica, X 'n

kardinalitesi n denir ve | X| = n yazilr.
Sonlu olmayan bir kiime vardir. Bunun i¢in sunu kanitlamaliyiz.
Teorem 6.3. n € N verilsin. [N| = N~ {n}| olur.

Kamt. f(k) = kxnqy (k) +nxqpy (k) karaliyla tammh f : N — N~ {1} fonksiyonu

birebir ve ortendir.
Teorem 6.4. N kumesi sonlu degildir.

Kanit. N'nin sonlu oldugunu varsayalim. Bu durumda A = {n : n = |N|} kiimesi
bos kiimeden farkhdir. Iyi siralama ilkesi geregi k = min A vardir. {0} ile N arasmna
birebir ve orten fonksiyonun olmayacagindan 1 ¢ A olur. f : Sy — N birebir ve orten
fonksiyon olsun. Bu durumda,

g9: Sk = NxAf(n=1)}, g(n) = f(n)
olarak tanimlanan fonksiyon birebir ve orten, ve dolayisiyla
[Se-1] = INNA{f(n = 1)} = [N| = |Sk|
ve dolayisiyla, k — 1 = k celigkisi ende edilir. 0

U7 F sisteminde her n € w i¢in n = {0,1.--- ,n — 1} olarak tanimlanir.
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Tamim 6.5. |N| = N,.

Teorem 6.6. S C N olmak tzere f : S — N fonksiyonu birebir ve orten ise N'den

S ye birebir, orten ve artan fonksiyon vardar.

Kamt. ¢g(1) = min f(S) ve g(n + 1) = min f(S) ~ {g(1),9(2), -+ ,g(n)} kurahyla
tanimli g : S — N fonksiyonu istenilen niteliktedir.

Teorem 6.7. S C N i¢in |S| = Xy olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul, S nin tstten

sinarstz olmasidar.

Kanit. S, iistten siursiz olsun. Iyi siralama ilkesi geregi,
f(1) =min S
vardir. f(n) tamimlandiginda, f(n), S’nin bir {ist sinir1 olamayacagindan,
fn+1) =min S\ Af(1),---, f(n)}
tanimlanabilir. Ayrica, f artan ve her ¢ igin i < f(i) < f(i + 1) olur. {f(i) : i € N}
kiimesinin tist sinir1 yoktur.
S={f(z):ieN}
olur. (olmadigim varsayalim. Iyi sirahlama ilkesi geregi,
s=minS ~ {f(i) :i € N}
secgilebilir. Bu durumda her i igin s > f(i) > i celigkisi olur.) Dolaysiyla, N ile S
arasinda ¢ — f(i) birebir ve érten fonksiyon vardir.
f S — N birebir ve orten fonksiyon olsun. Teorem 6.6 geregi bu fonksiyon artan
olarak da secilebilir. S’nin st sinirinin oldugunu varsayalim, s ile gosterelim. Bu

durumda, f(s), f(S)nin bir ist smr1 ve dolaysiyla, s, N'nin iist sir1 olur ki, bu
celigkidir. U

Teorem 6.8. X sonlu olmayan bir kime olmak “zere, X 'den N’ye tanimliv birebir

fonksiyon varsa | X| = Vg olur.
Teorem 6.9. |N"| = Ry.

Kanit. py,pso, -+, pn, birbirlerinden farkli asal sayilar olsun. N’den N’ye
f(kla k?a Tt 7kn) = pllﬂplf2 o prn

kuraliyla tanimlh fonksiyon birebirdir. Teorem 6.8 geregi istenilen elde edilir U

Ayrica, f: N? — N, f(n,m) = 2"(2m — 1) birebir ve orten fonksiyondur.
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Teorem 6.10. Her n igin |Z"| = Ny.

Bunun yaninda, f(n) = nxn(n) + (2|n| + 1)xz.n(n) kuralyla tamimh fonksiyon

birebir ortendir.
Teorem 6.11. |Q| = ;.

Kanit. Q’dan Z?*'ya birebir fonksiyon oldugu ifade edilmisti. |Z2| = Ry olmasindan

ve Teorem 6.8'nin uygulanmasiyla istenilen elde edilir. U

P, asal sayilar kiimesi olsun. P’nin ist siir1 olmadigindan N'den P’ye birebir, orten

ve artan fonksiyon vardir. Dolayisiyla, her ¢ icin p; < p;11 olmak iizere,
P={p;:ieN}

yazilabilir. Bunun kullanimiyla agagidaki teoremin kanit1 verilebilir.

Teorem 6.12. p(N)<, N'nin sonlu altkiimelerinin kimesi olsun.
[p(N)=| = |N]|

olur.

Kanit. Asal sayilar kiimesini, her ¢ i¢gin p; < p;41 olmak tizere {p; : i € N} ile
gosterelim. S = {ny,ng, -+ ,nx} C N igin,
kuraliyla tammh f : o(N)< — N fonksiyonu birebirdir. f(p(N)<), tstten simirsi

oldugundan, Teorem 6.7’den istenilen elde edilir. O

Teorem 6.13. Her 1 < i < nigin | X;| = Vg, A sonlu ve 1 < j < n verilsin.
|EXi| = U X[ = |X; N Al = [X; U Al =X,

=1

Konumuz dig1 olan se¢im aksiyomu kullanilarak su teorem verilebilir.
Teorem 6.14. Her i # j i¢in X; N X; = @ ve her i i¢in | X;| = Ry ise
|z'E—j1 Xl =R
olur. Kamit. Her i i¢in |X;| = [N x {Z_}| olmasu dikkate alinarak
10Xl =UN > (i} = N =
elde edilir.
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7. DEDEKIND DOGAL SAYI

Su ana kadar dogal sayilar tizerine bir¢ok ig yapilmasina kargin onun ne oldugundan
hicmi hi¢ bahsedilmedi. Ornegin, “bir” sayismin ne oldugu hic tartisma konusu bile
olmadi. Dedekind, 1888'de bu konuyu ele alarak dogal sayilar1 tanimlamadi. Bu
tanimlama stirecinde Dedekind’in “kiime” kavramini nasil ele aldigi konumuz olmaya-
cak.

Dedekind, dogal sayilar kiimesinin tamimlayabilmek icin
f:S—8, f(S)#S
ozelliginde birebir bir fonksiyon f’ye ihtiya¢ duydu. Giiniimiizde, bu ozellikteki bir S

kiimesine Dedekind sonsuz kiime denir'?.

Dedekind sonsuz olmayan kiimeye Dedekind sonlu kiime denir'?.

Tanim 7.1. f: S — S, birebir ama orten olmayan bir fonksiyon olsun.
1€ S~ f(9)
verilsin.
N={KcS:f(K)CcK/1eK-\ f(K)}
olmak tzere,

N:mKeNK

kiimesine f’nin 1’e gore Dedekind dogal sayilar kiimesi denir.
En az bir Dedekind sonsuz kiimenin olmasi durumunda asagidaki teorem gerceklesir.

Teorem 7.2. Asagidaki kosullar saglayan bir (N, f,1) d¢list vardr.

i. f: N — N birebir bir fonksiyondur.
ii. 1 e N~ f(N).
iii. KCN, f(K)CNwvele K\ f(K) ise K =N
olur.

121638’de Galileo, dogal sayilar kiimesiyle elemanlar1 bir dogal saymm karesi olan kiimenin birbir-
lerine egit olmamasina kargilik bu iki kiime arasinda birebir bir eglemenin oldugunu farkediyor. Bu
“tuhaf” durum, Dedekind sonsuz kiime kavraminin ilk sinyallerini veriyordu. Bu gozlem Dedekind ve
Cantor dénemine kadar, yani yaklagik 200 yil beklemeye bagliyordu.

13Her sonlu kiime Dedekind sonlu kiime olmasima kargin Z F-sisteminde Dedekind sonlu ve sonsuz
olan bir kiime vardir. Diger taraftan ZFC sisteminde Sonlu ve Dedekind sonlu kiime kavramlar: gakigir.
Bu kavramlarin incelenmesi bu yazinin konusu olmayacak. Diger taraftan carpici olmasi agisindan
bir X kiimesinin sonlu olmasi igin gerekli ve yeterli kogulun p(p(X)) kiimesinin Dedekind sonlu
olmasi oldugunu ifade edelim. Burada, p(X), X kiimesinin kuvvet kiimesini, yani X’in altkiimelerinin
kiimesini gosteriyor.
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Bu teoremde tanimlanan N agagidaki anlamda tektir.

Teorem 7.3. (N, f,a) ve (M, g,b) dclileri Teorem 7.2°nin kosullarini saglasin.

1. a: N —= M birebir ve orten.
. a(b) =a
iii. Hern € N i¢in a(f(n)) = g(a(n))

olacak bicimde o fonksiyonu vardar.

Bu teoremindeki anlamda Teorem 777’de yer alan (N, f,1) tekbir tane olup, bu
ticliye Dedekind dogal say1 sistemi denir. “Ttmevarim bu sistemin neresinde?”
sorusunun yaniti, (¢ii) olacaktir.

(N, f,1) Dedekind dogal say1 sisteminde bir n € N ile 1’in toplam1

n+1= f(n)
ve bir m i¢in, n ile m + 1 sayilarinin toplami
n+(m+1)=(Mn+m)+1
ozelligini saglayacak bicimde tanimlanarak, her n,m € Nicin n ve m’nin toplami n+m

tanimlanir. Benzer bicimde ¢carpma iglemi,
nl=nvem(m+1)=(nm)+m
ozelliklerini saglayacak bicimde tanimlanir. Detaylar bu yazinin konusu olmayacaktir.

Su teoremi de verelim.

Teorem 7.4. Dedekind dogal saylar kiimesi N, sonsuz ve Dedekind sonsuz kiimedir.

8. TUMEVARIM VE PEANO AKSIYOMLARI

Birgok temel teoremin kanitinda kullanilan iyi siralama ilkesi dogal sayilar sisteminin
tanimlanmasina ihtiya¢ duyulmadan verildi. Benzer durum tiimevarim icin de gegerli.
Bu iki kavram tanimlanmadan kullanilan dogal sayilar sisteminde birbirlerine denk
olmasina kargin, tiimevarim, dogal sayilarin Peano sistemi olarak tanimlanmasindaki
aksiyomlardan biri olarak verilerek, iyi siralama ilkesi bir sonug olarak verilebiliyor.
Buna karsin, dogal sayilarin sisteminin kiime teorik olarak tanimlanmasi durumunda
bu iki kavram birbirlerine denk olmasinin yaninda, bu sistem Peano aksiyomlarini
saglamaktadir.

Girig kisminda “verilen miktardan daha fazlasi vardir” ifadesini dogal sayilar icin
anlamaya ¢alighm. {1} miktar verilsin. Bu miktardan daha fazlasi olduguna goére bu

miktar: kapsayan ama onunla ayni olmayan bir miktar vardir, bunu B ile gosterelim.
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Sonra B miktarindan daha fazla miktar: iceren bir miktar vardir. Bu bdyle devam
etsin gitsin, “sonsuza” kadar. Bu miktarlar toplulugu biittiini (bilegimini) M., ile
gosterelim. M, miktar1 1’1 igeriyor ama 2’yi igerdiginin bir delili yok! Olmasi nasil
saglanabilir? Ya da saglanmamasi durumunda bazi geyler kontrol digina c¢ikabilir
mi? “daha fazlasi”y1 “hemen sonraki” olarak degistirsek, bu kez “verilen miktarin”
“hemen sonrasi”ni tanimlama problemi olusacaktir. Bunun i¢inde verilen miktar:
sadece bir sayidan oldugu varsayilirsa, bir sayinin hemen sonrasi tanimlanabilecek gibi
durum oldugundan, “verilen miktardan daha fazlasi vardir” ifadesini “verilen sadece
bir sayidan olusan bir miktardan hemen sonraki sayidan olusan miktar vardir” diye
degigtirilirse de iki sayisinin yukaridaki anlamda igerildiginin yine garantisi olmay-
acaktir. O problemi c¢ozmek icinde su yapilabilir: “verilen miktardan daha fazlas
vardir” yerine “sadece bir sayisindan olugsan bir miktar vardir” ve “verilen sadece bir
sayidan olugan bir miktardan hemen sonraki sayidan olugan miktar vardir” alinirsa ne
iki sayisi, ne ti¢ sayisi kagabilecektir. Kug ugurtulmayacaktir!

Dogal sayilar1 aksiyomatik olarak tanimlama geregi duymadan tiimevarim goyle ifade
edilebilir'*: A C N olmak iizere bir n € w icin

S={n,n+1,---}NA
diyelim. n € S ve k € S oldugunda k + 1 € S oluyorsa S = N olur. Iyi siralama
ilkesinden tiimevarim elde edilebilir: S, tiimevarim kogullarini saglamasina kargin S #
N oldugunu varsayalim. k& = N~ S vardir. 1 € S oldugundan 1 < kolur. k—1 ¢ N\ S
ve dolayisiyla £ — 1 € S olur. S’nin sagladig ikinci koguldan k = (k—1) 4+ 1 € S olur.
Bu celigkidir.

Matematiksel Tiimevarim Peano Aksiyomlarindan biridir. Bu asamada, konuyu
dagitmadan, bu kavrami tanim olarak verip, bunun ilerisi ve sonrasi i¢in arayislar
stirdiiriilebilir. Yukarida yapilan agiklamalar agagida verilen aksiyom sisteminin geri
plandaki nedenini daha fazla yorumlatabilmenin yolunu agacaktir.

Peano axiom sistemi ii¢ tanimsiz sey tizerine kurulmus bir akiyom sistemidir. Girig
paragraflarinin birinde kullanilan “diine kadar” denilen zaman 1889’dir. Bu tarihte
Peano dogal sayilari ii¢ tanimsiz terim olan sifir, say1 ve ardili ile beg aksiyom ile

tammmlamigtir. Bu aksiyomlar semboller kullanilmadan soyle ifade edilebilir:

i. Sifir bir sayidir.
ii. Her sayinin bir ardilis1 vardir.

iii. Farkl iki sayimin ardililar: ayni olamaz.

MPiimevarim kavraminmn ne oldugu farkli seviyelerde ifade edildiginin farkindayiz.
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iv. Sifir bir sayinin ardihisi degildir.
v. Timevarim saglanir!

Sifir, sayilar ve ardililar sirasiyla, 0, w ve S ile gosterilsin. n bir say1 ise n € w yazalim.

Bu durumda Peano Aksiyomlar: soyle ifade edilebilir.

Tanim 8.1 (Peano Aksiyomlari, 1889). Asagidaki aksiyomlar: saglayan (0,=, €,w, s)
beslisine Peano beglisi denir'®.

a. 0 e w.

b. n € w ise s(n) € w.

n,m € w ve s(n) = s(m) ise n = m olur.

/o

s(n) = 0 olacak bi¢imde n € w yoktur.
e. (Timevarim) S, 0 € S ven € S olsugunda s(n) € S olacak bigimde w’nin bir

toplulugu ise S = w olur.

Burada verilen son aksiyom, w'nin sayilardan bagka herhangi birgey icermeyeceginin
garantisidir. Bu yapi lizerinden tanimlanan aritmetik islemler ve siralamalar bildigimiz

gibi olup, o kavramlarin tanimlanmalar1 konumuz disidir.
Tanim 8.2. Her n € N i¢in n’ye Peano sayis1 denir.

Tamim 8.3. N =w \ {0}.

Pratiklik agisindan dogal sayilar kiimesi denilince kastedilen N olacaktir ama bu ¢ok

onemli bir ayrinti degildir; yani, w’ya da dogal sayilar kiimesi denilmesi sorun olmaz.

Teorem 8.4 (iyi Siralama iklesi). Dogal sayilar kiimesinin bos olmayan her altkimesinin

en biyuk alt sinwry vardr.

Kanit. S C N bog olmayan bir kiime olsun. S’nin en biiyiik altsimirinin olmadigin

varsayalim.
T={n:{1,2,--- ,n} CN\ S}
olarak tanimlansin. S’nin en biiyiik altsinir1 olmadigindan 1 € T olur. n € T oldugunu
varsayalim, yani {1,2,--- ;n} C N~ S olsun. n+1 € T olsaydi n+ 1 € S olur ve
her 1 < ¢ < nigin ¢ € S olacagindan, n 4+ 1, S’nin en biiyiik alt sinir1 olurdu ki-bu
geligki olurdu. Dolayisiyla, n + 1 € T olur. Ttimevarim geregi 7' = N olur. Buradan,
5Dedekind, bu aksiyomlar1 1887 yilinda Essays on the theory of numbers. I: Continuity and

irrational numbers. II: The nature and meaning of numbers adli eserinde de gozlemistir. Bu nedenle
bu aksiyom topluluguna Dedekind-Peano Aksiyomlar: da denir.



26 TUMEVARIM: KLASIK

her n i¢in {1,2,---n} NS = & ve dolayisiyla n iizerinden bilegilmeri de bog kiime olur.

Buradan, S’'nin bos kiime elde edilir ve bu, celigkidir. O

Iyi siralama ilkesi tizerinden tiimevarim elde edilmisti. Dolayisiyla, bu teoremi de
dikkate alarak, kitabi olarak degil ama alayh bir ifadeyle, tiimevarim ve iyi siralama
ilkesinin, yazinin ilk satirlarinda da belirtildigi gibi birbirine denk oldugu soylenebilir.
Bu durum gozontine alinarak su sorulabilir:

Soru: Peano aksiyomlar sisteminde tiimevar1 aksiyomu yerine iyi siralama ilkesi bir

aksiyom olarak alinarak dogal sayilar sistemi tanimlanabilir mi?

9. TUMEVARIMIN TEMEL 1ZLERI

Tiimevarim yonteminin izleri farkli eksenlerde aranabilir ve elbet de bu “izlerin”
seviyeleri baz1 anlamlarda tartismali olabilir. Bu izlerin bazilar1 bulanik, bazilar1 daha
belirgin ve elbette bazilar1 tartigmasiz bir bigimde giincel (modern)dir.

Baz1 matematik tarihgilerine gore, bu izler Platon’un Diyaloglari’nda (MO 370)
vardir, ¢iinkii bu, tiimevarimin temel bilegenlerinden olugan “bir sonraki”ni tartigmak-
tadir. Aym bakig acisiyla Oklid’in elemanlar: Kitap IX, Onerme 20'nin (asal sayilarin
sonsuzlugu) kanit1 tiimevarim yontemini icermektedir. Bir bagka iz, Hintli matematikgi
Bhaskaracharya’min (1114-1185) kuadradik denklemleri (ax? + bz + ¢ = 0 bigimindeki
denklemler) ¢6zmek igin “dairesel yontem” (cyclic method) olarak adlandirilan yontemde
yer almaktadir.

“Tiimevarim yontemiyle bir teorem yazin ve kanitlayin” sorusuna verilecek yanitlarin

cok biyik bir kisminin, “verilen herhangi bi n dogal sayis icin,

1+2+...+:@

esitligi dogrudur” iizerine olacagi tahmin edilebilir. Bu esitligin ilk olarak Carl Friedrich
Gauss'un (1777-1855) bir ilkokul égrencisiyken verdigi yaygin olarak bilinse de bu
esitlik, Gauss’dan yiizlerce yil énce Levi ben Gersonun'® temel eseri olan Maasei Ho-

shev’de (The art of the calculator) n’nin bir ¢ift say1 olma durumu igin verilmistir[1].

16L,6vi ben Gerson (1288-1344) Giiney Fransa’min Bagnols-sur-Ceze koyiinde dogmug ve yagaminin
biiyiik bir kismim1 Orange’de gecirmis matematik¢i ve anstronomdur. Temel eseri olan Maasei Ho-
shev (The art of the calculator), 1321’de yaymmlanmig olup, kombinatériikk formiiller ve tlimevarim
yontemiyle kanitlanan matematiksel ifadeler icermektedir. Bu eserdeki sonuglarin bir kismi bu eser-
den sonra yaklagik 200 yil bagka yerlerde yer almamig olmasina ragmen bu esere uzun yillar referans
verilmemis ve etki birakmamigtir. [1]’de “Levi ben Gerson’un ¢aligmalarimi okuyan olmug mudur?”
bashgla bir boliim vardir. Bu eser, 1620 yilinda, Fransa’nin Istanbul elcisi Achille Harlay de Sancy
tarafindan Paris’e getirilmistir.
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Bunun kanit1 i¢in Gauss ve Gerson’un kullandigi yontem ayni olup, bu yontem tiimeva-
rim yontemiyle tamamiyla farkhidir. Her ne kadar bu esitligin dogrulugu Maasei Ho-
shev’de n’nin ¢ift say1 olma durumu i¢in verilmis olsa da bu, n’nin tek olma durumunda
da verilebilir. Diger taraftan, giintimiizde, bu esitligin dogrulugunun gosterilmesi
tiimevarimin uygulandigi en klasik 6rneklerden biridir.

Tiimevarim yonteminin ilk ne zaman kullanildigina iliskin sorunun daha belirgin bir
izi

P42+ 4103 = (1424 +n)?

esitligine dayanmaktadir. Bu esitligin gosterilmesinde Al-Karaji'” tarafindan kul-
lanilan yontemin timevarimin ilk atasi oldugu diisiiniilmektedir. Bu esitlik Aryab-
hata'® tarafindan biliniyor olmasmin 6tesinde Yunanhlar tarafindan da bilindigi sanil-
maktadir. Bu esitligin gosterilmesinde uygulanan yontem [1], 9.3.4’de bulunabilir.
Al-Karaji'nin kullandig1 yontem, “k’dan k& — 1’e gecis” biciminde olup, bu yaklagim
glincel timevarimgiller kavraminin temel bilegenlerinden biridir.

Giiniimiiz matematik diliyle “k’den k& — 1’e gecig yontemi” su bigimde de ifade
edilebilir.

Teorem 9.1. n € N, f:{1,2,--- 'n} — X bir fonksiyon ve a € X wverilsin.
i. f(n)=a.
. 1<k<novef(k)=aise f(k—1)=a

kosullary saglanwyorsa her 1 < i < n igin f(i) = 1 olur.

Maasei Hoshev’de temel olarak bu yontem ve agagida verilen bazi onciil teoremler

kullanilarak,
B4+224. 4nd=(142+-+n)

esitliginin dogrulugu kanitlanir.

Teorem 9.2 (Maasei Hoshev, Onerme 30). Verilen herhangi bir n dogal sayisi igin,
(I+2+-4+n)+(1+24---+(n—-1))=n

17Karaj’da dogmus ve 953-1029 yillar1 arasinda yagmig Iranh matematik¢i ve miithendis. Temel
eserleri :Al-Badi’ fi’l-hisab (Wonderful on calculation), Al-Fakhri fi’l-jabr wa’l-muqabala (Glorious
on algebra), and Al-Kafi fi’l-hisab (Sufficient on calculation) Tiimevarim yontemini ilk kullanan kisi
olarak da bilinir. Bunun yaninda, Misir Pramitleri’nin inga edilme nedenini anlayabilirim ama yaklagik
1000 y1l 6nce 1’den 10’a kadar olan sayilarin toplaminin karesinin o sayilarin kiiplerinin toplamina
esit oldugunu gosteren Abu Bakral-Karaji'nin derdi neydi, anlayamadim.

18Hintli matematikei ve astronum (476-550). Trigonometrik fonksiyonlar: tanimlams, ikinci derece
denklemlerini ¢ozmiis, 7 sayisinin yaklagik degerini hesap etmis ve 7m’nin irrasyonel oldugunu sezin-
lemigtir.
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olur.
Bir sonraki teoremin orjinal bir kanit1 [1], s. 340’da bulunabilir.

Teorem 9.3 (Maasei Hoshev, Onerme 41). Verilen herhangi bir n dogal sayisu igin,
142+ +n?=n*+1+2+---+(n—-1))?

olur.

Yukarida verilen iki teorem birlestirilerek sayilarin kiiplerinin toplamiyla ilgili agagidaki

sonug elde edilir.

Teorem 9.4 (Maasei Hoshev, Onerme 41). Verilen herhangi bir n dogal sayist i¢in,
P42+ 4nP=(1+2+---+n)?
olur'.

Yukarida verilen bakig acisiyla tiimevarim teknigini kullanan bilinen ilk matem-

atikgilerin al-Karaji ve Levi Ben Gerson oldugu soylenebilir.

10. SAYILARIN KUVVETININ TOPLAMI

w oldugunun

Bir onceki atlboliimde 1’den n’ye kadar olan sayilarin toplaminin
gosterilmesinin tiimevarimin temel uygulamalarindan biri oldugu ifade edilmigti. Dogal
olarak, verilen bir k ve n dogal sayisi i¢in 1’den n’ye kadar olan sayilarin k’inci kuvvet-
lerinin toplaminin ne olacag1 sezinlenerek, bu sezginin dogrulugu yine tiimevarimla
gosterilebilir. Bu toplamin ne oldugundan bahsedilerek kanitin tiimevarimla gosterilmesi
okuyucuya birakilacak.

a bir reel say1 ve n bir tam say1 olmak ftizere,

(@41 = 32 (o

olmasi ve her k dogal sayis1 i¢in
n n

S+ =Yk =1+ (i +1)F

i=1 i=1
esitligi kullanilarak,

Z (2 Z Uy Z ¢
i=1 =1 i=1
toplamlar1 “biliniyorsa”, bu bilininirlik tizerinden,

n
Z ik+1
=1

9By egitlik Nicomachus teoremi olarak da bilinir.
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toplami da “bilinebilir”. Ve dolayisiyla, > 4' bilinidiginden, tiimevarimla her % icin
i=1
>~ i* hesaplanabilir. Dikkat edilirse k’dan k + 1’e gecis yapildi.
i=1
Yeri gelmisken sayilarin k’nici kuvvetlerinin toplaminin ne oldugunu verebilecek su

teoremi verelim.

Teorem 10.1. Verilen k ve n dogal sayilar: i¢in

<n+1)iik:i§;ik+l+ an(zpji’f)

=1 p=1 =1
olur.

Gilintimiizde tiimevarimla kanitlanabilecek bu teoremi, n = 4, k = 1,2,3 i¢in Ibn
al-Haytkam?® vermistir. Bu teoremin kamtinda yukarida behsedilen al-Karaji yontemi
kullanilabilir.

Teorem 10.2 (Ibn al-Haytham). Her n dogal sayisi igin,

n2 3 2
2 _n® 0?0
_le_3+6+6’

-
Il

2

‘ mn
+

I
NgE
~.
w
I
=
m|3c~

S
I
—

nt )

(

1
=
~.

S
Il

.
Il
—

S

+ %)n(n + %)[(n + 1)n — %],

olur.

11. SAYILARIN KUVVETININ TOPLAMI

Tanim 11.1. Her dogal say: n,
n k

B, = Y[ S (1) (v + 1) ()]

k=0 v=0

sayisina Bernoulli say1 denir.

Teorem 11.2 (Faulhaber-Bernoulli formiilii). Verilen n ve p dogal saylar: igin, 0 <

k < picin
n P )
>k = > (7)) Bt
k=1 Pzt
Bu teoremle baglantili Tiirkge kaynaklardan biri [2]’dir.

20Avrupa’da Alhazen olarak bilinen Ibn al-Haytham Irak’m Basra kentinde dogmus dogmus ve
yasaminin biiylik bir kismini Misir’da gegirmis matematik¢idir. En onemli eseri, toplam 7 kitapta
toplanmig olan Kitab al-Manazir (Optik) kitabi olup, bu kitap 13.Yiizyihn baglarinda Latince’ye
cevrilmigtir. Literatiierde “Alhazen Problemi” olarak bilinen problem vardir.
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12. TUMEVARIMIN MODERN 1zI

Tiimevarim yonteminin izleri farkli eksenlerde aranabilir ve elbet de bu “izlerin” se-
viyeleri baz1 anlamlarda tartigmali olabilir. Bazi matematik tarihgilerine gore, bu izler
Platon’un Diyaloglari’'nda (MO 370) vardir, ¢iinkii bu, tliimevarimin temel bilegenlerinden
olugan “bir sonraki”’ni tartigmaktadir. Ayni bakis acisiyla Oklid’in elemanlar1 Kitap
IX, Onerme 20'nin (asal sayilarin sonsuzlugu) kaniti tiimevarim yéntemini igermektedir.
Bir bagka iz, Hintli matematik¢i Bhaskaracharya’nin (1114-1185) kuadradik denklem-
leri (ax? + bx + ¢ = 0 bigimindeki denklemler) ¢ozmek igin “dairesel yontem” (cyclic
method) olarak adlandirilan yontemde yer almaktadir.

Su ana kadar tam tamina tiimevarim yontemi kullanilarak herhangi bir teorem
kanitlanmadi. Giincel anlamda tiimevarim tekniginin kanit olarak kullanildig: ilk teo-
rem binom teoremidir.

0 < k < nigin,

gosterimi kullanili. Her n € w i¢in
(6) =() =1
olur. Ayrica,
n n\ _ (n+1
(") + () = (%)
oldugu kolaylikla gosterilebilir. Bu veriler altinda Paskal ilk kez tiimevarim yontemini

kullanarak agagidaki teoremi kanitlamigtir.

Teorem 12.1 (Binom Teoremi, Pascal). a,b reel saylar: ve n € w verilsin.

(a+b)" = i (1)a "ok

olur.

Kamit. Kanit i¢in b = 1 almak genelligi bozmayacaktir. n = 0 icin istenilen agik. n

i¢in ifadenin dogrulugunu kabul edelim, yani

(a+b)"=>] (Z)a”_k

k=0
olsun. Bu durumda,
(a+ 1) =(a+1)(a+1)"=ala+ )"+ (a+1)" =3 (M)a™ + 3 ()’
i=0 i=0
olmas1 kullanilarak,

(@17 = 32(() + (e + a4
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elde edilir.

L= (") = (i) ve (1) + () = (%)
olmas1 kullanilarak,
(a1t =5 (1)t
k=0

elde edilir. Yani, dogrulugu gosterilmeye calisilan esitlik n 4 1 i¢in dogrudur. Boylece

kanit tamamlanair.
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