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ÖZET  

NONL NEER PROBLEMLER N  
NON-PERTURBAT F YÖNTEMLERLE  

ÇÖZÜMLER ÜZER NE  

YILDIRIM, Ahmet 
Doktora Tezi, Matematik Bölümü 

Tez Yöneticisi : Prof.Dr.Turgut ÖZ

 

Ocak 2009, 231 sayfa 
                  
              Genellikle matematik, mühendislik, fizik ve di er bilim dallar

 

için 

nonlineer problemlerin yakla k kapal çözümlerine sahip olmak çok yararl d r. 

Bu durumlarda genel olarak çe itli perturbasyon  metotlar kullan l r, ama 

sonuçlar nonlineerlik derecesi artt kça bozulmaya ba lar. E er gerçekten fiziksel 

i lemlerin analitik formulasyonlar

 

isteniyor ise klasik perturbasyon yöntemlerine 

baz matematiksel yakla mlar katmal y z. Bu tezde, modifiye Lindstedt-Poincare 

metodu, homotopi perturbasyon metodu ve di er modifiye perturbasyon metotlar 

olarak bilinen yeni analitik metotlar sunduk. Sunulan tüm metotlar sadece zay f 

nonlineer problemler için de il, ayn zamanda güçlü nonlineer problemlerde de 

geçerli olmu tur ve elde edilen çözümler tüm çözüm bölgesinde geçerlidir. 

Anahtar sözcükler: Modifiye Lindstedt-Poincare Metodu, Homotopi 

Perturbasyon Metodu, Taylor Serileri, Pade Yakla m , Üstel  Pade Yakla m , 

Nonlineer Sal n mlar 
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ABSTRACT  

ON  SOLUTIONS OF NONLINEAR PROBLEMS 
WITH NON-PERTURBATIVE METHODS  

YILDIRIM, Ahmet 
PhD Thesis, Mathematics Department 

Supervisor: Prof.Dr. Turgut  ÖZ

 

January 2009, 231 pages  

               It is often useful to mathematics, engineering, physics and others to 

have an approximate closed form solution to describe the nonlinear problems. 

Various perturbation methods are widely used for this purpose, but results often 

deteriorate as the degree of nonlinearity increases. Consequently, if we are really 

determined to extract meaning from analytic formulations of physical processes, 

we must resort to amelioration of the classical perturbation methods using 

mathematical tools. In this thesis, we proposed some new analytical methods, 

e.g., modified Lindstedt-Poincare methods, homotopy perturbation method and 

other modified perturbation methods. All the proposed methods are valid for not 

only weakly nonlinear equations, but also for strongly ones, and the obtained 

solutions are valid for the whole solution domain.  

Key words: Modified Lindstedt-Poincare Methods, Homotopy Perturbation 

Method, Taylor Series, Pade Approximant, Exponential  Pade Approximant, 

Nonlinear Oscillators 
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1.G R

 
Nonlineer bilimdeki h zl geli me ile son yirmi y lda, bilim adamlar ve 

mühendisler, nonlineer problemler için analitik asimtotik tekniklerle daha fazla 

ilgilenmeye ba lam lard r. Günümüzde, bilgisayar yard m ile lineer sistemlerin 

çözümlerini bulmak çok kolay olsa da, nonlineer problemleri nümerik veya teorik 

olarak çözmek hala çok zordur. Nonlineer problemlerin nümerik çözümlerini 

bulmak için, çe itli yöntemler ve nümerik simülasyonlar iterasyon teknikleri 

uygulanmaktad r ve hemen hemen bütün iteratif metodlar ba lang ç çözümlerine 

duyarl d r. Bu nedenle güçlü bir nonlineerlik durumunda yak nsak sonuçlar 

bulmak çok zordur. Bunlara ek olarak, en önemlisi, ba lang ç ko ullar na 

dayanan nonlineer sal n m n do al dairesel frekans (örne in; sal n m n genli i) 

gibi bilgiler nümerik simülasyon i lemi s ras nda kaybolacakt r. Örne in, 

nümerik metodlar iyi bilinen Burgers denklemini [1] herhangi bir 

 

de eri için 

kolayca çözebilir.  

xxxt uuuu  ,                                                    (1.0.1) 

,0,0),1(),0( ttutu         (1.0.2) 

1,0,2sin)0,( xxxu    .        (1.0.3) 

Fakat nümerik çözüm, mühendislikte esas rol oynayan dalga h z ve 

frekans aras ndaki da n k ili kiyi veremeyebilir. Fizik ve biyolojide daha fazla 

öneme sahip olan modern matemati e ait analitik yöntemler, modern matemati in 

oldu u gibi, klasik veya çok eski matemati in de, gerçek hayattaki çe itli 

nonlineer fizik problemleri için yakla k analitik çözümün ara t r lmas 

alan ndaki uygulamalar na olan ilginin artmas na yard mc olmaktad r. 
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Bilgisayar, belirli problemler için yakla k çözümü teorik olarak ara t rabilme ve 

elde edilen bir dizi çözümün çe itli özelliklerini s ralayabilme ihtimalini 

art rmaktad r. Ayn zamanda, bilgisayar çok büyük hesaplamalar yapmak için ve 

sonuç bilgilerinin i lem verilerini elde etmek için de kullan labilecektir. 

Bilgisayar biliminin çok h zl büyümesine ve nümerik simülasyonun her alanda 

uygulanmas na ra men, nümerik olmayan ç kar mlar hala çok önemlidir. Gerçek 

hayattaki fiziksel anlay n anahtar yakla m kullanmakt r. Günümüzde, 

mühendislerin, fizikçilerin ve uygulamal matematikçilerin kar la t fizik 

problemleri, tam analitik çözümlere meydan vermeyen belirli özellikler 

sergilemektedir. De i keninde karma k ve al lmam fonksiyonlar bulunduran 

tam çözüm kesin olarak bulunabilse de, bu matematiksel ve fiziksel yorum veya 

nümerik de erlendirme için kullan s z olabilir. Bunun tersine, yakla k 

çözümler, tüm bilim adamlar ve mühendisler taraf ndan bilinen fiziksel 

de i kenler aras ndaki zorunlu ili kiyi göstermek için, mevcut detaylar 

parçalayabilir. Bir gösterim olarak , kimyasal tepkime için matematiksel model 

olarak kullan labilen denklem göz önüne al ns n:  

CBA 2 

t = 0 da, A ve B moleküllerinin say lar s ras yla a ve b , ve herhangi bir t 

an nda C nin say s n n da c oldu u kabul edilerek, denklem u biçimde 

yaz labilir: 

.)2)(( 2nbnaK
dt

dn

     

              (1.0.4) 

Bu denklemin tam çözümü u ekildedir [2]: 
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an

bn

babnbbaK
t

/1

/21
ln

)2(

21

2

1

2

11
2

                    (1.0.5)  

Bu ifade, tepkimeyle ilgili olan, n nin t ye kar olan e risi nas ld r? 

veya denklemdeki a, b, ve K sabitlerine ba l bu e rinin ekli nas ld r? gibi en 

basit sorulara do rudan bir cevap vermek için çok kar kt r. Bunun tersine;   

)
4

1
1(

a
Kab ,         (1.0.6) 

e itli inin varl nda, yakla k çözüm bu sorulara u ekilde do rudan cevap 

verir:    

)1(
2

1 tebn .         (1.0.7)  

(1.0.7) çözümü unu anlat r: (1.0.6) formülünde verilen zaman sabiti ile 

n, t=0 noktas nda, s f rdan ba layarak üstel bir yakla mla n=b/2 son de erine 

kadar artar . [2]    

Bu bölümde, basit ve kullan l baz analitik metodlar k saca 

özetleyece iz.  

1.1. Straightforward Aç l m  

Perturbasyon metodlar [3,4], mühendislik problemlerinin nonlineer 

analizinde mevcut olan çok kullan l yöntemleri tedarik eder. Bu yöntemler 

düzenli bir ekilde geli mekte ve daha kar k problemlere uygulanmaktad r. Bu 

bölümde, straightforward aç l m metodunu ele  alaca z. Modifiye edilmi  bir 

straightforward aç l m, He taraf ndan [5] te ileri sürülmü tür.  
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Yöntemin teknik durumuna bir örnek olarak, a a daki cebirsel denklem 

göz önüne al ns n:   

012 xx  .                    (1.1.1)  

Bu denklemde 

 

çok küçüktür (0 1). Bu denklemin tam çözümü 

kolayl kla u ekilde bulunabilir :  

2

42

x  .         (1.1.2)  

 

= 0 olmas durumunda,   

012x           (1.1.3) 

perturbe edilemeyen denklemi bulunur:  

Perturbe edilemeyen denklemin kökleri ise:   

10x .          (1.1.4) 

eklindedir.  

(1.1.1) esas denkleminin kökleri, 10x köklerinden çok farkl 

olmamal d r. Böyle bir yerine koyma hatas , x

 

teriminin at lmas ndan 

kaynaklan r. Çözümü daha do ru bulabilmek için, u ekilde seriye açar z:   

...xxxx 2
2

10   .      (1.1.5)  

Bu ifadeyi, perturbasyon denklemi olan (1.1.1) denkleminde yerine 

koyarak ve ayn kuvvete sahip lar n katsay lar n e itleyerek:  



  
5

    
           0 n katsay lar : ,x 012

0

     
(1.1.6)  

1 in katsay lar : ,xxx 02 010

     
(1.1.7)  

2 nin katsay lar : .xxxx 02 120
2
1

    

(1.1.8) 

denklemleri bulunur.  

nx in çözümleri u ekilde bulunur: 211 10 /x,x

  

ve 812 /x . 

Buradan   

...x 2

8

1

2

1
1   ,      (1.1.9) 

ve          ....x 2

8

1

2

1
1      (1.1.10) 

yakla k çözümleri elde edilir.  

10.

 

olmas durumunda, perturbasyon çözümleri 95125.0x ve 

05125.1x iken, tam çözümler 95124922.0xx

 

ve 05124922.1xx dir. 

Küçük 

 

de erleri için perturbasyon çözümlerinin do ruluk oran n n yüksek 

oldu u aç kt r, fakat 

 

de eri büyüdükçe sonuç h zl bir ekilde bozulur. imdi, 

küçük 

 

için cebirsel denklemin [3] çözümünü ele alal m:   

21 uu  .        (1.1.11)  

Bu durumda sistem küçük bir perturbasyonu kabul eder: 2u

 

ifadesine 

perturbasyon terimi veya nonlineer küçük terim , ve  a da küçük 

parametre denir. (E er =0, 10u ise.) S f rdan farkl küçük 

 

için, (1.1.11) in 
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çözümü her ne kadar sade bir biçimde yaz lamazsa da, 0u =1 den daha farkl 

olamaz. Küçük 

 
için, (1.1.11) in çözümünün, un kuvvetleri biçiminde u 

ekilde ifade edilebilece ini kabul edelim:   

....1 2
2

1 uuu

      

(1.1.12) 

Bu ifadeyi (1.1.11) de yerine koyarsak u sonuç elde edilir:  

           .)...1(... 2
2

2
13

3
2

2
1 uuuuu       (1.1.13) 

Küçük 

 

için geni leterek, (1.1.13) ü u ekilde tekrar yazar z:  

           ....)2(2... 2
12

3
1

2
3

3
2

2
1 uuuuuu                 (1.1.14) 

lar n derecelerine göre katsay lar n önlerine yazarak, u denklemi elde ederiz:  

           .0...)2()2()1( 2
123

3
12

2
1 uuuuuu                 (1.1.15) 

Bu denklem  a ba l oldu undan, her un katsay s s f ra e itlenir:  

            ,011u        (1.1.16)  

,uu 02 12

        

(1.1.17)  

2
123 2 uuu  = 0.       (1.1.18) 

321 u,u,u çözümleri u ekilde bulunur:   

,11u        (1.1.19)  

,02 12 uu       (1.1.20) 
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.52 2

123 uuu      (1.1.21) 

Böylece yakla k çözüm u ekilde edilir:  

....521 32u     (1.1.22)  

Düzeltmelere hiçbir zorlukla kar la madan devam edilebilirdi, fakat un 

de erinin artmas yla, tam çözümden önemli miktarda sapma olmas kaç n lmaz 

olacakt r. Bu nedenle un büyük de erleri için perturbasyon metodlar yetersiz 

kal r.   

Perturbasyon metodlar , zay f nonlineer problemler için etkili 

yöntemlerdir, fakat güçlü nonlineer problemlerin analizinde etkisiz kalabilirler.   

Ba lang ç ko ullar :   

0)0(',)0( uAu       (1.1.23) 

olan, a a daki nonlineer oskülatörü göz önüne alal m:   

0)(" ufuu  .       (1.1.24)  

Al lm perturbasyon metodlar için, 

 

parametresi küçük kabul edilir. 

(0 1).   

Perturbasyon metodlar n n esas amac , dan ba ms z katsay lar ile  a 

göre kuvvet serisi olan:  

,...2
2

10 uuuu      (1.1.25)  
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biçimindeki (1.1.24) ün çözümünü aramakt r. (1.1.24) denkleminde =0 al narak 

elde edilen   

,0" uu        (1.1.26) 

perturbe edilemeyen denklemin çözümünün, ilk terim olan 0u oldu u görülür. 

Bu, sadece 0

 

veya 1 durumunda, 0u n (1.1.24) ün yakla k çözümü 

olarak dü ünülebilece i anlam na gelir. (1.1.25) in ikinci terimi olan 1u in, ba 

terim 0u dan yararlan larak ve 2
2u nin de birinci dereceden yakla m olan 

10 uu den yararlan larak bulundu unu hat rlayal m. Böylelikle bulunan 

sonuçlar sadece 1 durumunda geçerlidir. Yukar da k saca belirtilen 

olumsuzluklardan kurtulmak için, ilerideki bölümlerde baz yeni asimtotik 

metodlar tan taca z. Perturbasyon metodlar n n esas amac n aç klamak için, 

oskilatörü göz önünde bulundural m. Örne in,   

,0)0(',)0( uAu      (1.1.27) 

ba lang ç ko ullar alt ndaki:  

,0)1(" uu 1 .      (1.1.28) 

denklemini ele alal m. 

Burada, ),(tu boyutsuz de i ken ve 

 

da boyutsuz küçük parametredir. 

(1.1.28) in yakla k çözümünün   

....2
2

10 uuuu      (1.1.29) 

eklinde ifade edildi ini kabul edelim. 
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(1.1.29) u (1.1.28) de yerine koyal m:  

           .0...))(1(...)"( 2
2

102
2

10 uuuuuu                  (1.1.30) 

lar n derecelerine göre katsay lar n önlerine yazal m:   

0...)"(" 01100 uuuuu   .     (1.1.31)  

,un dan ba ms z ve (1.1.31) un tüm küçük de erleri için geçerli 

oldu undan, her un katsay s s f ra e itlenir:   

,0)0(',)0(,0": 0000
0 uAuuu

   

(1.1.32)  

0)0(')0(,0": 11011
1 uuuuu .    (1.1.33)  

(1.1.32) nin çözümü u ekildedir:   

.cos0 tAu

        

(1.1.34)  

0u  (1.1.33) de yerine koyarak elde edilen denklemin çözümü öyledir:   

2

1
1u At sin t.       (1.1.35)  

Ne yaz k ki, (1.1.35), )(0 tu nin küçük ve periyodik bir fonksiyon 

olmas na ra men, 1u in periyodik olmayan ve t

 

için s n rs z oldu unu 

gösterir. Bu nedenle, e er amac m z (1.1.28) denklemine periyodik çözümler 

bulmaksa, (1.1.29) un uygulamas n n yetersiz olu u ciddi zorluklar do urur. 

0u ve 1u in (1.1.29) da yerine konmas yla, a a daki birinci dereceden yakla k 

çözümü elde ederiz.  
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.sin

2

1
cos tAttAu

      
(1.1.36)  

lk terim olan tAu cos0 nin kesinlikle do ru bulunmu olmas 

gerekmektedir ve bundan elde edilen ilk yakla m 2/sin tAt

 

olur. Bu 

yakla m n gerekti i kadar küçük olmas n n, sadece t nin küçük olmas na ba l 

oldu u unutulmamal d r.   

)1(Ot

 

olmas durumunda, ilk terimden elde edilen küçük yakla m, 

terimin derecesi olur. Gerçekten de, t

 

O(1) olmas durumunda, terimin 

derecesi haline gelen küçük yakla m do ru olarak kabul edilir. Bu nedenle, 

straightforward aç l m sadece t 

 

O( -1) durumunda geçerlidir ve t nin her de eri 

için düzgün de ildir.   

(1.1.28) in tam çözümü u ekildedir:   

tAu )1cos(  .       (1.1.37)  

(1.1.37) nin aç l m unu verir:   

...sin
2

1
cos)1(cos tAttAtAu     .   (1.1.38)  

(1.1.38) in sa yan ndaki sonlu say daki terimin, nonperiyodik ve t

 

için s n rs z olan bir fonksiyon tan mlad kolayca görülür. n = 1,2,3,... için tnsint 

veya tncost gibi terimlere seküler terim denir. (1.1.29) daki seri çözüm düzgün 

olmad için seküler terimler artar. (1.1.25) denkleminin sadece sonlu say daki 

terimlerinin al nmas , ifadenin aç l m n n periyodikli ini bozaca ve t için 

s n rs z olaca aç kça görülür. Bununla birlikte, sonuçlanan seriler yak nsakt r, 
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yava yak nsar ve bu serilerin sonlu say daki terimleri kullan ld ndan bütün t ler 

için çözüm olarak al namaz. leriki bölümlerde, seküler terimleri ay rmak için 

baz teknikler tan t lacakt r.   

Perturbasyon metodlar n n bir olumsuzlu u da udur: Birçok önemli 

soruda küçük perturbasyonlar n tan t m , çözümlerin niteleyici ve niceleyici 

özelliklerini ortaya koyar, ve bu özellikler perturbe edilemeyen problemlerin 

çözümlerinin özelliklerinden çok farkl d r. Örne in, a a daki iki örne i [6] ele 

alal m:   

1)0(,0' uuu

      

(1.1.39) 

ve         .1)0(,0' uuu

      

(1.1.40)  

(1.1.39) denkleminin çözümü tetu )1()( iken, perturbe 

edilemeyen çözümü te)t(u0 dir. 1 olmas durumunda, )()( 0 tutu 

için perturbasyon çözümünün do ruluk oran yüksektir.   

Benzer ekilde, (1.1.40) denklemi için unu elde ederiz:   

tetutu 1)()( 0   .      (1.1.41)  

t 1 olmas durumunda, 0u , (1.1.40) denkleminin yakla k çözümü olarak 

göz önünde tutulmaz.   

Perturbasyon metodlar n n kendilerine ait s n rlamalar vard r:   

1. Hemen hemen bütün perturbasyon metodlar , bir denklemde küçük bir 

parametrenin bulunmas varsay m na dayan r. Bu küçük parametre varsay m , 
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perturbasyon tekniklerinin uygulamalar n önemli ölçüde s n rlar. Nonlineer 

problemlerin, özellikle güçlü nonlineerli e sahip olanlar n n ise küçük 

parametreleri yoktur;   

2. Daha zoru ise, bu küçük parametrenin nas l saptanaca d r ve bu da 

özel teknikler gerektirir. Küçük parametrenin uygun seçiminin ideal sonuçlar 

vermesinin yan nda küçük parametrenin uygunsuz seçimi de ciddi anlamda kötü 

sonuçlara yol açabilir;   

3. Uygun küçük parametre bulunsa bile, ço u durumda , perturbasyon 

metodlar ile bulunan yakla k çözüm, sadece parametrenin küçük de erleri için 

geçerlidir. Örne in, çoklu ölçek metoduyla çözülen yakla mlar, sistem 

parametresi küçük oldu u sürece düzensizdir. Fakat yakla mlara tamamen 

güvenemeyiz çünkü parametrenin ne kadar küçük olmas gerekti i konusunda bir 

kriter yoktur. Bu nedenle, yakla mlar n geçerlili ini say sal olarak veya deneme 

yoluyla kontrol etmek gereklidir [7].   

Bilinen yöntemlerin ba ar s z oldu u alanlar için problem çözmede baz 

yeni geli tirilmi metodlar tan tmam z gerekecektir.  

1.2.  Nonlineer Newton-Raphson terasyon Metodu  

yi bilinen Newton-Raphson metodu (Burada lineer Newton-Raphson 

metodundan bahsediliyor) nümerik metodlarda [8-9] yayg n olarak 

kullan lmaktad r. Bu metod, her ne kadar, ço u zaman etkili olsa da, baz 

ko ullarda (örne in, çok güçlü nonlineer denklemlerde) yetersiz kalabilmektedir. 

Bu bölüm, Newton-Raphson metodunun olumsuzluklar n giderebilmek için, bu 

metodun modifikasyonunu önermektedir. Bu metod, modifiye Newton-Raphson 

Metodu [10] veya nonlineer Newton-Raphson iterasyon metodu olarak 
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adland r l r. Bu metodda xn yerine r

nx kullan l r; burada n iterasyon indeksi ve r 

birimden farkl bir sabittir. Modifiye Newton Raphson Metodu terminolojisini 

baz standart kitaplarda [9] ba ka anlamlarda kulland m z bilinmelidir. Te et 

matrisi, bu metotta aç klanan her iterasyon yerine, sonraki durumda sadece art 

nedeniyle yenilenecektir.   

A a daki denklemi ele alal m:   

0)(xf  .         (1.2.1)  

E er nx önceden bilinen kök ise, 0)( nxf olmak üzere, a a daki 

ifadeyi olu turarak, önceden bilineni yenileyerek tekrar yazabiliriz:   

)(1 nnn xfxx ,        (1.2.2)  

Burada 

 

Lagrange çarpan d r. n n bulunabilmesi için, yukar daki 

ifadenin nx e [11 14] göre türevi al narak, s f ra e itlenir:   

0)('11
n

n

n xf
dx

dx
.      (1.2.3)  

Bu denklemde 

 

çekilerek, u ekilde bulunur:   

.
)('

1

nxf

        

  (1.2.4)  

Bulunan 

 

çarpan n , (1.2.2) denkleminde yerine koyarak, bilinen 

Newton-Raphson formülünü elde ederiz:  
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)('

)(
1

n

n
nn xf

xf
xx   .       (1.2.5)  

Tabii ki de, Newton metoduyla, iyi bir ba lang ç tahmini için dikkate 

de er olan yak nsak sonuçlar bulunur.  

Örnek 1

  

Öncelikle, 500 .x

 

ba lang ç de eri ile  

,1)( 10xxf       (1.2.6) 

örne ini ele alal m.  

1.2.1 Çizelgesi, r =1 için iterasyon prosedürünü [10] göstermektedir. 

Newton iterasyonunun tam köke zay f yakla mdan dolay ancak 42 iterasyondan 

sonra, çok yava bir ekilde yak nsad görülür. Bunun üstesinden gelmek için, 

baz güvenilir modifikasyonlar önerilir.  

Çizelge 1.2.1 

terasyon x(r=1) x(r=2) x(r=3) x(r=5) x(r=5.5) x(r=7) 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

51.650 

46.485 

41.836 

37.652 

33.887 

30.498 

27.448 

24.704 

22.233 

20.010 

7.169 

6.412 

5.735 

5.129 

4.588 

4.103 

3.670 

3.283 

2.936 

2.626 

3.376 

2.997 

2.661 

2.363 

2.098 

1.863 

1.655 

1.470 

1.309 

1.174 

1.741 

1.571 

1.324 

1.166 

1.055 

1.007 

1.000 

1.000 

1.000 

1.000 

1.581 

1.371 

1.196 

1.070 

1.010 

1.000 

1.000 

1.000 

1.000 

1.000 

1.275 

1.105 

1.016 

1.000 

1.000 

1.000 

1.000 

1.000 

1.000 

1.000 
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Kaynak [14] te belirtildi i üzere,   

)(1 nn xgx

        
(1.2.7) 

gibi herhangi bir iterasyon formülü, Lagrange çarpan yla u ekilde 

geli tirilebilir:  

).x(f)x(gx nnn 1      (1.2.8)  

Bu denklemden  çekilerek, u ekilde bulunur:   

)('

)('

n

n

xf

xg
 .        (1.2.9)  

Böylelikle a a daki genel iterasyon formülü elde edilir:   

)('

)()('
)(1

n

nn
nn xf

xfxg
xgx   .      (1.2.10)  

E er 
)('

)(
)(

n

n
nn xf

xf
xxg

 

ise, (1.2.10) denkleminden unu elde ederiz:  

,
)('

)()("

)('

)(
3

2

1
n

nn

n

n
nn xf

xfxf

xf

xf
xx

    

         (1.2.11)  

Bu da, homotopi perturbasyon metodu [15] ile bulunan sonuca çok 

benzerdir. Detaylar için Bölüm 3.1 e bak n z.   

imdi (1.2.2) denklemini a a daki biçimde modifiye edelim:   

).(1 n
r
n

r
n xfxx

       

(1.2.12) 
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çarpan n n yerine konmas yla a a daki yeni iterasyon formülünü elde 

ederiz:   

.
)('

)(1

1
n

n
r
nr

n
r
n xf

xfrx
xx

      
(1.2.13)  

r =1 durumunda, orijinal Newton-Raphson metodu, lineer Newton-

Raphson metodu olarak adland r l r. Önerilen metod ise, nonlineer Newton-

Raphson metodu veya yüksek dereceden Newton-Raphson metodu olarak 

nitelendirilir. Nonlineer Newton-Raphson metodu te et do rusu yerine e rilik 

kavram n (r = 2 için bir parabol) kullan r.   

1.2.1 çizelgesi, r nin çe itli de erleri için (1.2.13) denkleminin iterasyon 

prosedürünü gösterir. Bu modifikasyonun, r nin geni aral için yak nsakl 

artt rd n görürüz.  

Örnek 2

  

A a daki denklemi ele alal m:   

.sin)( xxf

        

(1.2.14)  

E er 610 .x

 

ile ba larsak, 029.0)6.1('f küçük bir de er oldu u için 

lineer Newton-Raphson metodu geçerli olmaz. Bundan dolay , lineer Newton-

Raphson metodu raksar. 1.2.2 çizelgesi, r = 10 için nonlieer Newton-Raphson 

metodunun iterasyon prosedürünü göstermektedir.    
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Çizelge 1.2.2  

terasyon x(r=10) 

0 

1 

2 

3 

4 

1.6 

2.7375 

3.0075 

3.1210 

3.1410 

0x = 1.6 ya en yak n çözüm x dir. Mevcut tekni in geçerlili i görülür.  

Örnek 3

  

A a daki çok katl köke sahip problemi ele alal m:   

223 )1)(3(375)( xxxxxxf  .    (1.2.15)  

Bildi imiz üzere, Newton-Raphson metodu çok katl köklerle çal amaz. 

r ye keyfi bir de er verelim, mesela, r = 3 için unu elde ederiz:  

            
7103

)375(3
2

232
33

1
nn

nnnn
nn xx

xxxx
xx  .  

1.2.3 çizelgesi iterasyon prosedürünü göstermektedir:        
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Çizelge 1.2.3  

terasyon x(r = 3) 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

0.5 

0.6660 

0.7951 

0.8830 

0.9366 

0.96683 

0.98301 

0.99139 

  

Newton-Raphson metodunun geli mi i olan do ru ara t rma metodu [16], 

zay f ba lang ç tahminine kar l k kullan lmaktad r. Her iterasyonda n, do ru 

ara t rma algoritmas , f nin, mümkün olan azalma yönü sn boyunca, lineer, 

ikinci dereceden veya üçüncü dereceden yakla m n en uygun duruma getirmeyi 

dener. 

           nn xx 1 nn s    ,    n 

 

0  ,      (1.2.16)  

Yakla k en uygun skaler n in hesaplanmas yla  

)( nnn sxf )( nxf         (1.2.17) 

bulunur.   

Bu yakla mda, r nin uygun bir seçimi u e itsizli i garantiler:  
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)( 1nxf )( nxf  .                 

Bu durumda bizim metodumuz do ru ara t rma tekni inden daha 

kolayd r. Önerilen modifiye Newton-Raphson metodu n-boyutlu problem için 

daha kullan l d r. Temel prosedürü daha iyi aç klayabilmek ve esas dü ünceyi 

gereksiz ve karma k matematiksel ifadelerden temizleyerek daha net hale 

getirebilmek için u basit sistemi ele alal m:  

.0)cos(,0)sin( yxyx     (1.2.18) 

Lagrange çarpanlar uygulanarak, a a daki iterasyon formülü olu turulur:  

.)cos(,)sin( 2111 nn
q
n

q
nnn

p
n

p
n yxyyyxxx

  

(1.2.19) 

Burada p ve q sabitler, 1 ve 2

 

Lagrange çarpanlar d r.  

Çarpanlar n bulunabilmesi için a a dakilere ihtiyaç vard r.  

0)(,0)( 11
q
n

n

p
n

n

y
y

x
x

 .     (1.2.20) 

Çarpanlar n bulunmas ndan sonra, a a daki iterasyon formülü elde edilir: 

,
)cos(

)sin(1

1
nn

nn
p
np

n
p
n yx

yxpx
xx

     

(1.2.21) 

.
)sin(

)cos(1

1
nn

nn
q
nq

n
q
n yx

yxqy
yy

     

(1.2.22) 
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Newton-Raphson iterasyon formülü Taylor Teoremi do rultusunda da 

aç klanabilir. E er x0,  f(x) in yakla k kökü ise, o zaman f(x) i Taylor serisine 

açar z:  

.0])[())((')()( 2
0000 xxOxxxfxfxf   (1.2.23) 

Newton-Raphson iterasyon formülü olan (1.2.5) denklemindeki x in 

çözülmesi esast r. Bu, Newton-Raphson iterasyon formülünün temel sonucudur, 

bunun ötesinde, ba ka bir iterasyon formülü [17] de önerilir. Taylor serisini 

2
0 )( xx

 

derecesinde tutarak, a a dakini elde ederiz:  

])[())(("
2

1
))((')()( 3

0
2

00000 xxOxxxfxxxfxfxf .             (1.2.24) 

Bundan dolay , (1.2.1) nonlineer denklemi a a daki ikili sisteme 

dönü türülür:  

,0)())(("
2

1
))((')( 2

00000 xgxxxfxxxfxf            (1.2.25)  

.))(("
2

1
))((')()()( 2

00000 xxxfxxxfxfxfxg

  

(1.2.26)  

Bunlardan yararlan larak ve g(x0)=0 al narak a a daki iterasyon 

formülleri olu turulur.  

       ,0)())(("
2

1
))((')( 2

11 nnnnnnnn xgxxxfxxxfxf             (1.2.27) 

.))(("
2

1
))((')()()( 2

11111 nnnnnnnnn xxxfxxxfxfxfxg    (1.2.28) 
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(1.2.27) nin yeniden düzenlenmesiyle u sonuca var l r:   

.0)(1
2

1 nnn xgCBxAx           (1.2.29)  

Burada,  

2)("
2

1
)(')(,)(")(',)("

2

1
nnnnnnnnn xxfxxfxfCxxfxfBxfA

  

dir.   

(1.2.29) un çözümü a a daki iterasyon formülünü verir:   

.
2

))((42

1 A

xgCABB
x n

n

    

       (1.2.30)  

Gerçek çözüm için 0))((42
nxgCAB e itsizli ine ihtiyaç vard r. 

Yukar daki iterasyon formülü yüksek bir yak nsakl a sahiptir.  

Örnek 4

  

A a daki ikinci dereceden polinom verilsin:   

02)( 2 xxxf .        (1.2.31)  

00x n bu polinomun ba lang ç yakla k çözümlerinden biri oldu u 

farzedilerek, (1.2.30) iterasyon formülüyle sadece bir ad mda tam çözüm (x = 1 

ve x = -2) hemen bulunur.   
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Örnek 5

  
x = 0 civar nda a a daki transendental denklemin pozitif kökünü bulmak 

için:   

0)( 3 xexxf ,         (1.2.32)  

x0=0 ile ba layarak birkaç iterasyon sonunda, x = 0.7729 buluruz. 

Ba lang ç tahmini 0))((42
nxgCAB ko ulunu garantileyemezse, x0 

uygun bir yöntemle yenilemeyi (örne in, 003
1

xex denklemini çözerek) 

unutmayal m. 1.2.4 çizelgesi iterasyon prosedürünü göstermektedir.  

Çizelge 1.2.4  

terasyon x 

0 

1 

2 

3 

4 

0 

1 

0.8123 

0.7743 

0.7729 

 

(1.2.6) denklemini, )((4,5.0 2
0 nxgCABx

 

0 ko ullar yla tekrar 

ele alal m. Bu durumda 10
9
1 xx i çözerek, ba lang ç tahminini de i tirmeliyiz.  

1.3. Homotopi Perturbasyon Metodu  

Homotopi perturbasyon metodunun [15,18] di er analitik metodlara göre 

önemli avantajlar vard r. Metodun temel amac n daha iyi aç klayabilmek ve esas 

dü ünceyi gereksiz ve karma k matematiksel ifadelerden temizleyerek daha net 

hale getirebilmek için a a daki cebirsel denklemi [19,20] ele alal m:  
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.xx 015

        
(1.3.1)  

Bu denklemin bir çözümü oldu unu iddia ederiz ve Newton metoduyla   

x = 0.75487767...        (1.3.2) 

oldu unu hesaplar z.   

Denklemde kesin veya aç k bir küçük parametre olmamas ndan dolay , 

 

küçük parametresinin seçiminde özgürüz. Böyle küçük bir parametrenin 

tan t lmas için mevcut olan çe itli olas l klar ele alal m.  

1.3.1. Metodu  

 

metodunun [19,20] temel amac , (1.3.1) deki nonlineer terimin 

üssündeki sahte 

 

parametresinin tan t lmas d r.   

011 xx  .       (1.3.3)  

Çözümün, ya göre kuvvet seri aç l m oldu u varsay l r:   

...cccx 2
2

10   .      (1.3.4)  

Bu serinin katsay lar kolayl kla hesaplanabilir. lk birkaç katsay 

unlard r [19,20]:  

.01758.0,02377.0,03377.0

,05139.0,08664.0,17328.0,5.0

654

3210

ccc

cccc 
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(1.3.4) serisinin yak nsakl k yar çap R = 1 dir. 4  için, bu seri kesin ve 

çok h zl bir ekilde raksar. lk alt terimin toplam -54.3224 tür. Metod 

hak ndaki yorumlar için kaynak 21 e bak n z.   

Mühendislikte, daima ilk birkaç terime ihtiyaç duyulur, di er terimleri 

bulmak ço u zaman zor olabilir.  

1.3.2. Zay f Çift Yakla m  

A a daki denklemi ele alal m:   

.xx 015

       

(1.3.5)  

x i un kuvvet serisi biçiminde ifade edelim:   

....xxxx 2
2

10      (1.3.6)  

Bölüm (1.2) de aç klanan standart ad mlarla a a dakileri hesaplar z:   

...,x,x,x,x 35511 3210

  

nx için kapal bir ifade vard r:   

)!14(!

)!5()1(

nn

n
x

n

n  .  

(1.3.6) serisinin yak nsakl k yar çap 08192054 54 ./R dir ve bu seri 

de 1

 

için çok h zl bir ekilde raksar.    
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1.3.3. Güçlü Çift Yakla m  

A a daki denklemi ele alal m:   

.xx 015

       

(1.3.7)  

(1.3.7) denkleminin çözümünün (1.3.6) da gösterilen, un kuvvet serisi 

biçiminde ifade edildi ini varsayal m. 

(1.3.6) y (1.3.7) de yerine koyarak ve e it kuvvetli lar n katsay lar n 

e itleyerek, serinin katsay lar n kolayl kla hesaplayabiliriz:   

...,25/1,1,1 210 xxx   .   

nx için kapal bir ifade bulabiliriz:   

,
!

5

4
5

5

14

n
n

n

xn

 

serinin yak nsakl k yar çap 649145 54 ./R / dur. 1 in yak nsakl k 

yar çap

 

içinde yer almas na ra men mevcut seri tam çözüme çok yava yak nsar. 

Önceki metodlardan farkl olarak, homotopi perturbasyon metodunu [15,18] 

çözümü bulmak için kullanaca z.   

A a daki homotopi [22] kurulur:   

]1,0[,0)1(]1)1)[(1( 5 pxxpxbp   (1.3.8) 

veya     ( .]1,0[,)(1)1 5 pxbxpxb     (1.3.9) 
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Burada b bilinmeyen bir sabittir. E er x=1/(1+b) tam çözüm ise, bx - x5 

bütünüyle kaybolur, fakat ço u nonlineer denklemler için durum bu de ildir. 

A a daki ifadeyi minimum yapacak ekilde bir b sabiti seçebiliriz:   

1

0

25 .min)( dxxbx      (1.3.10)  

Buradan b = 3/7 buluruz.   

p yapay parametresinin s f rdan bire do ru monoton olarak artmas yla, 

(1+b)x=1 a ikar problemi sürekli biçimde bozularak (1.3.1) denklemli esas 

probleme dönü ür. Bu nedenle, e er (1.3.9) denklemi için bir iterasyon formülü 

olu turabilirsek, yapay parametresinin s f rdan bire art yla, yakla m serisi 

çözüm basamaklar boyunca ta n r. Bu da ba lang ç çözümünü (1.3.1) esas 

denklemin çözümüne görüntüler. 10 p durumu gere ince, embedding 

parametresini, küçük parametre olarak adland rabiliriz. A a daki biçime sahip 

(1.3.9) un çözümünü ara t ral m:   

....cppccx 2
2

10      (1.3.11)  

Bu serinin katsay lar kolayl kla hesaplanabilir. Birkaç n u ekilde 

hesaplayal m:  

.032355.0
1

5
,09235.0

1
,7.0

1

1 1
4
01

2

5
00

10 b

ccbc
c

b

cbc
c

b
c  

Böylece ikinci mertebeye kadar olan yakla k çözümleri buluruz:   

S f r nc mertebeden yakla m: ,.cx 7000
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Birinci mertebeden yakla m: ,79235.0101 ccx  

kinci mertebeden yakla m: .75999.02102 cccx  

kinci mertebeden yakla k çözüm, tam çözümden sadece %0.6 farkeder. 

Benzer basit bir yöntemle, do ruluk oran fazla olan yüksek mertebeli yakla k 

çözümleri de bulabiliriz. Bu basit bir yöntemdir, burada de inmeyece iz.   

Homotopinin kurulmas için alternatif yakla mlar vard r. (1.3.1) 

denklemini a a daki ekilde tekrar yazar z:   

)1)(1(1 4325 xxxxxxx .     (1.3.12)  

Homotopi parametresini a a daki formlara yerle tirebiliriz:   

].1,0[,)](1)[1( 432 pxxxxpxx   (1.3.13)  

]1,0[,)](1)[1( 432 pxxxpxxx .   (1.3.14)  

Birkaç iterasyon ad m bile do ru sonuç için yeterlidir. Homotopi 

perturbasyon metodu ile ilgili detayl bilgi için Bölüm 3 e bak n z.   

1.4. Perturbasyon Metodunun lerisi  

Perturbasyon metodunun çözüm prosedürü çok basittir, fakat Bölüm 

1.1 de belirtildi i gibi baz dezavantajlar vard r. Perturbasyon metodunda 0x ilk 

terimi önemli rol oynar. Olumsuzluklar yok etmek için, homotopi perturbasyon 

metodu küçük parametre varsay mlar n tümüyle eler. Bu bölümde modifiye 

perturbasyon metodunu önerece iz.  
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Genel perturbasyon metodu u ekilde ifade edilebilir:   

,...2
2

10 xxxx

      
  (1.4.1)  

0

 

durumunda 0x ba terimi denklemin çözümüdür. Bir sabiti 

denklemde aç k olarak yazarak, bu olguyu modifiye etmeye çal aca z. (1.1.1) 

denklemini tekrar ele alal m ve çözümün (1.4.1) formunda ifade edilebilece ini 

varsayal m. 1 sabitini de un kuvvet serisi biçiminde yazabiliriz:   

....1 2
2

10 aaa

      

  (1.4.2)  

(1.4.1) ve (1.4.2) yi (1.1.1) de yerine koyar z:  

0...)(...)(...)( 2
2

102
2

10
2

2
2

10 aaaxxxxxx .  (1.4.3)  

lar n derecelerine göre katsay lar n önlerine yazarak, u denklemi elde 

ederiz:   

,00
2
0 ax        (1.4.4)  

.02 1010 axxx       (1.4.5)  

  0 n yerine konmas yla (1.1.1) esas denkleminden elde edilmemi 

olmas , (1.4.4) denklemini (1.1.6) dan farkl k lar. Bu güvenilir modifikasyon 

klasik perturbasyon metodlar n geli tirir. 10x yerine, (1.4.4) ün çözümü 

udur:   

00 ax .        (1.4.6) 
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Bu nedenle, 0a daha sonra belirlenecek olan serbest parametredir. 0x n 

tüm 0 lar için ba terim olmas n umar z ki bulunan çözüm tüm 0 lar 

için geçerli olsun.   

(1.4.5) in çözümü unu verir:   

.
2 0

10
1 x

ax
x

       

(1.4.7)  

Bu yakla mda, 1x in 0x cinsinden yaz labilmesi için 01 / xx 1 

e itsizli ine ihtiyaç vard r. fadeyi daha sade öyle yazar z:   

.010 ax        (1.4.8)  

E er birinci dereceden yakla k çözüm yeterliyse, o zaman (1.4.2) den 

unu elde ederiz:   

101 aa .        (1.4.9)  

(1.4.6) ve (1.4.8) i  (1.4.9) da yerine koyarak, u sonuca ula r z:   

.010
2
0 xx                (1.4.10)  

Sonuç olarak 0x  tam çözümdür.   

Bu basit düzeltme, (1.1.27) denklemli perturbasyon serisi çözümündeki 

seküler terimlerin meydana ç kmas na engel olacakt r.   

.0)0(',)0(,0)1(" uAuuu   (1.4.11) 
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Mevcut yakla m m zda, 

 
parametresi küçük olmak zorunda de ildir. 

Hem çözüm, hem de denklemdeki 1 sabiti un kuvvetleri biçiminde öyle aç l r:   

,...2
2

10 uuuu      (1.4.12)  

,...1 2
2

1
2 aa      (1.4.13)  

Bu noktada, ia ler bilinmeyen sabitlerdir. 

 

ise frekans m z 

göstermektedir.  

(1.4.12) ve (1.4.13) ü (1.4.11) de yerine koyarak unu elde ederiz:  

( ...)"2
2

10 uuu + 0...)(...)( 2
2

102
2

1
2 uuuaa  (1.4.14)  

lar n derecelerine göre katsay lar n önlerine yazarak ve bu katsay lar n 

her birini s f ra e itleyerek, 0u ve 1u için a a daki diferansiyel denklemleri 

buluruz:   

,0)0(',)0(,0" 000
2

0 uAuuu

   

(1.4.15)  

0)0(')0(,0)1(" 1101101 uuuauau   .   (1.4.16)  

(1.4.15) in çözümü kolayca a a daki biçimde bulunur:   

tAu cos0

 

.       (1.4.17)  

u0 n (1.4.16) da yerine konmas unu verir:   

0cos)1(" 11
2

1 tAauu    .     (1.4.18) 
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11a olmad kça (1.4.18) denkleminin her çözümü bir seküler terim 

içerecektir.   

Bu nedenle,   

11a         (1.4.19) 

olmal d r.   

Böylece (1.4.18) denklemi una indirgenir:   

0" 101 uau   .       (1.4.20)  

0)0(')0( 11 uu ba lang ç ko ullar göz önüne al narak, (1.4.20) nin 

çözümü  

01u         (1.4.21) 

olarak bulunur.   

Bu nedenle, birinci mertebeden yakla k çözüm a a daki gibi olur:   

.cos10 tAuuu

      

(1.4.22)  

(1.4.13) ten elimizde  

1
21 a

        

(1.4.23) 

vard .   

Böylece (1.4.22) deki frekans kolayca belirlenir:  
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11 1a  .       (1.4.24)  

Sonuç olarak a a daki tam çözüm bulunur:   

tAu 2/11cos

 

.      (1.4.25)  

Bu basit tekni in daha ileri uygulamalar Bölüm 2.3 te gösterilmektedir.  

1.5. Çok Eski Çin Metodu [23]  

Dokuz bölüm içerdi i için ad Nine Chapters on the Art of Mathematics 

olan eserin sahibi büyük klasiklerden Jiu Zhang Suan Shu dur. Bu eser, Çin 

matematik tarihinin en eski ve en güvenilir çal malar ndand r. Ziraat, i letme, 

mühendislik, denklemlerin çözümü ve dik üçgenlerin özellikleri alan ndaki 246 

problemden olu mu tur. Çözümlerin kurallar sistematik olarak verilmi tir, fakat 

Yunan duyarl l nda ispatlar yoktur. Bilindi i kadar yla, Çin in çok eski 

zamanlar na ait, en eski matematiksel sonuçlar içerdi i tahmin ediliyor. 

Gerçekten de, Çin in yaz l tarihinin en eski dönemlerinde Jiu Zhang Suan 

Shu nun kökenlerinden bahsedilmektedir. Bir söylentiye göre, M.Ö. 27. yüzy lda 

ya am olan Yellow Emperor (Huang Di), elçisi Li Shou yu, Jiu Zhang Suan 

Shu nun [24] eserlerini derlemek için görevlendirmi tir. Dauben [24] taraf ndan 

belirtildi i üzere, Nine Chapters, içerdi i öklid elemanlar sayesinde yakla k 

2000 y ll k dönem içinde Bat matemati ine öncü olmu sayg duyulmas gereken 

bir Çin emsalidir. Nine Chapters n 7. Bölümünde, nonlineer denklemin yakla k 

gerçel köklerini bulmak için kullan lan en eski metod olan çok eski Çin 

algoritmas Ying Buzu Shu (Fazlal k ve eksiklik metodu; çok az ve çok fazla 

yakla m) yer almaktad r. Metodun temel dü üncesini daha iyi aç klayabilmek 

için, bu bölümün ilk örne ine bakal m:  
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Fiyat bilinmeyen bir nesneyi, bilinmeyen say da insan sat n alacakt r. 

E er her bir nesne 8 dolar olarak atan rsa, 3 dolar fazlal k; 7 dolar olarak atan rsa 

4 dolar eksiklik oluyor. Bu nesnenin fiyat ve insan say s kaçt r?   

Bu problem do uda bilinen, elementer say teorisine ait Chinese 

Remainder Theory ye çok benzerdir:   

3 e bölündü ünde 2, 5 e bölündü ünde 3 ve 7 ye bölündü ünde 2 

kalan n veren en küçük say kaçt r?

  

Çin algoritmas veya Çin metodu olarak bilinen bu algoritman n çözüm 

prosedürü a a da verilmi tir ( ekil 1.5.1 e bak n z):  

1) Atanan 8 ve 7 dolar birinci s raya koy;  

2) 3 dolar fazlal ve 4 dolar eksikli i a a s raya koy;  

3) Çapraz çarparak 32 ve 21 bul, bunlar n toplam 53 olur;   

4) Atamalar n fark 134 ;  

5) Böylelikle 53/1=53 fiyat n bulunuz.  

K sa ve modern biçimdeki prosedür udur:    

1x ve 2x birbirinden farkl olarak atanan dolarlar (yakla k fiyatlar) ve 1R 

ve 2R de tam fiyata olan sapmalar olsun. Bu durumda fiyat u biçimde ifade 

edilir:    
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ekil 1.5.1. Çok eski Çin matematikçileri taraf ndan kullan lan çözüm prosedürü  

21

2112

RR

RxRx
x   .       (1.5.1)  

Bat n n çift hata pozisyonu metodu, Çin algoritmas ndan do mu tur. 

0)(xf cebirsel denklemini ele alal m; 1x ve 2x denklemin yakla k çözümleri 

olsun, bunlardan elde edilen kalanlar da s ras yla )( 1xf ve )( 2xf olsun. Bu 

durumda, geli tirilmi yakla k çözüm u ekildedir:   

)()(

)()(

21

2112
3 xfxf

xfxxfx
x .      (1.5.2)  

(1.3.1) denklemini tekrar ele alal m. 01x için kalan 1,1 21 xR 

için kalan 12R dir. ]1,0[x için (1.3.1) denkleminin çözümünün oldu unu 

iddia ediyoruz.   

Bu nedenle, bu çok eski Çin metodunu uygulayarak, unu elde ederiz.:   

.5.0
11

1

21

2112
3 RR

RxRx
x     (1.5.3) 

(8) (7) 

(3) (4) 

(32) + (21)=  

 

(53) 
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Bu çözüme kar l k gelen kalan da 46875.03R

 
0 d r. Ara De er 

Teoremi bize unu söyler: (1.3.1) denkleminin çözümü olan ve çok eski Çin 

Metodu taraf ndan yakla bulunabilen, (0.5,1) aral na ait bir 4x noktas 

mevcuttur:   

7045.0
375.01

46875.05.0

32

3223
4 RR

RxRx
x .    (1.5.4)  

%6.6 do ruluk oran oldukça iyi bir sonuçtur. Tabi ki, prosedüre 

kolayl kla devam edilerek, do ruluk oran daha yüksek olan yakla k çözümlere 

ula labilinir. imdi (1.5.2) denklemini a a daki biçimde tekrar yazal m:   

.
)()(

))((

)()(

)()(

21

211
1

21

2112
3 xfxf

xxxf
x

xfxf

xfxxfx
x

   

(1.5.5)  

E er )(' 1xf  türevini a a daki gibi tan mlarsak:   

21

21
1

)()(
)('

xx

xfxf
xf  ,      (1.5.6)  

Newton (1642 1727) taraf ndan öne sürülen ve çok iyi bilinen a a daki 

Newton iterasyon formülünü elde ederiz:   

)('

)(

1

1
1 xf

xf
xx                                                                                  (1.5.7)  

ki noktan n ( 1x ve 2x ), tam kökün iki taraf na yerle ti i durumlarda 

(Yani )().( 21 xfxf

 

0 durumunda), Çin algoritmas n n, çok iyi bilinen Newton 

iterasyon formülüne göre önemli avantajlar vard r. Çin algoritmas ndan 

görüldü ü üzere, Çin matematikçilerinin bilimin ilerlemesinde çok katk lar 
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olmu tur. 8. Bölümde, biraz daha ileri giderek, çok eski ünlü Çin matemati ine 

dair bilgileri ve bunlar n uygulamalar n görece iz.  

1.6. Periyodik Çözümler  

Sinüzoidal fonksiyon yard m yla nonlineer oskilatörlerin periyodik 

çözümü yakla k olarak bulunabilir. Bu, denklemin terimlerinin aç k olarak 

denetlenmesi sayesinde denklemin sal n ma sahip olup olmad n n anla lmas na 

yard m eder. Tam çözümlerinin fiziksel anlay için önemli oldu u, ayn 

mertebeye sahip iki diferansiyel denklemi ele alal m:   

,0" 2uku        (1.6.1) 

ve        .0" 2uu

        

(1.6.2)  

Her iki denklem de sabit katsay l  lineer terimlere sahiptir. Bu iki denklem 

aras ndaki fark, ikinci terimdeki u nun katsay s n n i aretidir. Bu, çözümün üstel 

mi yoksa sal nan m oldu unu belirler. (1.6.1) denkleminin genel çözümü udur:   

ktkt BeAeu .        (1.6.3)  

kinci denklem olan (1.6.2) deki u nun katsay s pozitiftir ve bu durumda 

genel çözüm öyle olur:  

.sincos tBtAu

      

(1.6.4)  

Bu çözüm, 

 

aç sal h z ndaki oskilasyonu tan mlar.   

Üstel ve sinüzoidal fonksiyonlar birçok yakla k analitik metotta deneme 

fonksiyonlar olarak kullan l r. Bu fonksiyonlar, fizikte kar m za ç kar. ekil 
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1.6.1 deki matematiksel sarkac ele alal m. Bunun ile ilgili denklem öyle ifade 

edilir:  

u
g

u"    [ivme-ba lang ç kuvveti]  

/g nin pozitif olmas ndan dolay , "u ivmesi daima u nun ters 

i aretlisidir. Bu da sarkac n merkeze do ru geri dönmesinin sebebidir.       

ekil 1.6.1. Basit sarkaç, hareket boyunca, u nun ve "u ivmesinin ters i aretli oldu unu 

gösterir.  

Benzer biçimde a a daki nonlineer denklem [2]  

0" 5uu ,        (1.6.5) 

bir oskilasyon tan mlar: u pozitif oldu u zaman, ivme a a da görüldü ü gibi 

negatif olur:   

.)(" 4 uuu

        

(1.6.6)  

Bunun aksine, u negatif oldu u zaman, ivme pozitif olur.  

u u 

"u "u 
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Denklem [2] nin tersine  

     0" 5uu        (1.6.7) 

denklemi    uuu )(" 4

         

 (1.6.8) 

denklemi için bir oskilasyon tan mlayamaz. Bundan dolay "u ivmesi u ile ayn 

i arete sahiptir. Bu durumda, sistem merkezi denge pozisyonuna (u = 0) geri 

dönemez, hatta yeri de i tirilmi nesne daha da ileriye do ru h zlan r. A a daki 

genel denklemi ele alal m:   

,0)(" uuku       (1.6.9) 

)(uk 0 durumunda (1.6.5) denklemi bir oskilasyon tan mlar. Örne in, u 

denklem   

,0" 52utu        (1.6.10) 

denklemi  

.0)(" 42 uutu       (1.6.11) 

formunda yaz labilir.  

u nun katsay s 42utk  pozitiftir.   

imdi Friedmann denklemini [25] ele alal m:    

.0
'

" 3
2

ducu
u

u
au               (1.6.12)  

(1.6.12) yi daha anla l r biçimde tekrar yazal m:  
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.0

'
" 2

2

2

udcu
u

u
au               (1.6.13)  

E er a, c ve d parametreleri pozitif ise, o zaman Friedmann denklemi 

periyodik çözümlere sahiptir.   

Oskilatörün tam periyodunu bulmak yerine, a a daki genel oskilasyonu 

ele alal m:   

.0)(" ugu        (1.6.14)  

Burada g, u nun bir fonksiyonudur.        

ekil 1.6.2. Oskilatörün u-v yörüngesi  

A a daki dönü üm verilsin:   

'u .        (1.6.15)  

Zincir kural ndan unu yazar z:   

..'"
du

d

dt

du

du

d

dt

d
u

    

 (1.6.16) 

-u0 u0 

v 

u 
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(1.6.14) denklemi u ekle dönü ür:   

0)(ug
du

d
,        (1.6.17) 

veya               0)( duugd

      

(1.6.18)  

Yukar daki denklemin integralini al r z:   

.)(
2

1 2 EuG

      

(1.6.19)  

Burada E toplam enerji, G(u) da potansiyeldir ve öyle tan mlan r:   

).()( uguG
du

d

       

(1.6.20)  

(1.6.19) denkleminden unu elde ederiz:   

)(22 uGE  ,       (1.6.21) 

veya               
)(22 uGE

du
dt  .                    (1.6.22) 

Yukar daki denklemin 0u dan 0u a integralini alarak, u sonucu buluruz [25]:   

0

0

0

0
)(

2
)(22

2
u

u

u

u uGE

du

uGE

du
T   .    (1.6.23) 

Örnek 1

  

3)( uuug  , Duffing denklemine xAu sin

 

dönü ümünü uygular z:  
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)cos1(

2

1
cos1

sin
4

)cos
2

1
(cos

2

1
1

sin
4

422

2/

04222

2/

0 xAx

dxx

xAxA

dxx
T

  

   
2/

0 222 )cos1(
2

1
1)cos1(

sin
4

xAx

dxx  

   .
sin11

4

sin
2

1
1

4
2

2/

0
2

222

2/

0 xk

dx

AxAA

dx
    (1.6.24)  

Burada,  
)1(2 2

2

A

A
k   dir. 

Örnek 2

  

.
1

)(
2u

u
ug

       

(1.6.25)  

Basit bir i lemle unu elde ederiz:  

)1/()1(ln
4

)1ln()1ln(
4

22
0

22
0 uA

du

uA

du
T

AA

  (1.6.26)  

2A için, (1.6.18) periyodu u ekle indirgenir:  

.22)(24
)ln(ln2

4lim 2

00
2

AdxxA
uA

du
T

A

A

         (1.6.27) 
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Örnek 3

  
.)( 3uug

        
(1.6.28)  

unu elde ederiz:   

.
)(

24

)(
4

1
2222

44
044030 uA

du

uA

du

dss

du
T

AA

A

u

A

  

Yukar daki denkleme xAu cos

 

dönü ümünü uygulayarak unu elde 

ederiz:   

2/

0 2
2222

2/

0 sin
2

1
1

4

)cos1(sin

sin
24

x

dx

AxxA

dxx
T 

          
AA 2/12/1

743.6
68575.1

4

  

           (1.6.29) 

     Örnek 4

   

.)(
u

ug

        

(1.6.30) 

unu elde ederiz:  
1

000 )/1ln(

22

lnln

22

/

22
s

du
A

uA

du

dss

du
T

A

A

u

A

 

AA /22
22

         (1.6.31)



  
43

   
2.PERTURBASYON  METODLARINA KISA B R G R

 
    Perturbasyon metodlar belki de modern matemati in en romantik 

alan d r. Bilimsel problemleri ara t rmak için matematiksel metotlar n 

uygulamalar nda kar la lan birçok zorluk vard r. Bunlardan en önemlisi 

basit denklemlerin bile tek çözümlerinin olmamas gerekti i 

gerçe idir.Sonuç olarak e er fiziksel yöntemlerin formüllerinden kesin bir 

anlam ç karmakta kararl ysak,farkl yakla m tiplerine ba vurmak 

zorunday z.Bunlar n ba nda geleni mekanik,fizik ve di er pozitif bilimler 

için geni uygulamalar olan perturbasyon metodlar d r.Perturbasyon 

metodu bir sanatt r.Ünlü isimler genellikle ba ar l yakla mlar yla bu 

sanata ortak olurlar.Bu bölümde biz lineer olmayan zay f denklemler için 

geçerli olan çe itli perturbasyonlar ve perturbasyon metodlar n n eksik 

k s mlar n yok eden  ve bu yüzden lineer olmayan güçlü sistemler için 

geçerli olan çe itli modern modifikasyonlar üzerinde duraca z. 

2.1 Perturbasyon Metodu le Neptün Ve Platon un Ke fi[1] 

       Gökyüzü mekani inde pertürbasyon metodunu kullanan ilk isimler 

J.Euler (1707-1783) ve J.L.Lagrange (1736-1813)d r ve Euler perturbasyon 

teoreminin babas olarak dü ünülür.Euler in inceleme yaz s nda hem 

perturbasyon teori metodunun fikirleri hem de örne in,belirli nümerik 

de erlerinin noktalar için çözülen astronomik problemlerin çözümleri 

vard r.Euler taraf ndan gerçekle tirilen bu metodlar Lagrange,Laplace ve 

di erlerine gezegensel hareketin oldukça kesin bir teorisini olu turma 

imkan vermi tir. 

         Herbir yakla m , çok küçük oldu u san lan, ihmal edilen de erlere 

uyan, üzerinde dü ünülen problemin kesin belirli bir durumunun bir tam 

çözümü kabul eder.Bu çözüm yakla m n birinci mertebesini 

olu turur.Sonra, imdiye kadar ihmal edilen de erleri hesaplayarak yava 
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yava do rulan r.Sadece yakla mlarla çözülebilen bu mekanik 

problemlerinde ekil üzerinde hareket eden sadece gerçek güçleri dü ünerek 

genellikle ilk çözüm bulunur.Geriye kalan di er güçleri hesaba katarak 

pertube diye de adland r labilen bu çözümü geni letmek için en kolay yol 

de i ken olarak kapsanan bütün keyfi sabitleri dü ünerek ilk çözümün 

formunu tutmakt r. u sebepledir ki önceden ihmal edilen imdi hesaba 

kat lmas gereken de erler çok küçük olursa o zaman yeni de erler sabit 

olmal ve yakla mlar n geleneksel metodlar belki onlara uygulanabilir. 

         Pertürbasyon metodunun en a ikar ba ar örneklerinden biri 

Neptün ün ke fiydi.Bu, 18. yüzy lda güne e en uzak gezegen oldu u 

dü ünülen Uranüs ün hareketinde pertürbasyonun ke finde ortaya 

ç kt .Bilinmeyen rahats z edici bir gezegenin varl n varsayan 

Adams(1819-1892) ve Le Verrier(1811-1872), üç ekilli bir problemin 

olu turulmas ndaki perturbasyon teoreminin ters bir problemini 

çözmü lerdir: bilinen pertürbasyonlar n bilinmeyen bir eklin kütlesini ve 

yörüngesini bulmak için.23 Eylül 1846 da yeni gezegen ba ar l bir ekilde 

ke fedildi. 

         Sonra, 1915 te sadece kalem ve ka t  yoluyla Lowell yeni bir 

gezegen olan Pluton un haberini verdi.13 Mart 1930 da K.Tombo incelenen 

ke fini ilan etti. 

 2.2 Lindstedt-Poincaré Metodu[ 2,3] 

         Uygulamada, hesap ve zaman faktörleri genellikle terimlerin sadece 

küçük bir say s n dü ünmemiz için bizi zorlar.Bu yüzden tek geçerli çözüm 

sa lamak için seküler terimleri ortadan kald racak bir yakla ma ihtiyaç 

vard r.Seküler terimlerden kurtulmak için Lindstedt taraf ndan bir metod 

verilmi tir.Sonradan Poincaré, Lindstedt in metodu taraf ndan sa lanan 

geni lemelerin asimtotik ve tek geçerli olduklar n kan tlam t r. 
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A a daki genel denklemi dü ünelim: 

       ,0),(
2

2

uufu
dt

ud
                                                               (2.2.1)                               

ve ba lang ç ko ullar

 

       0)0(,)0( uAu                                                                        (2.2.2)   

d r.                                                                                  

Bu metodun özü ba ms z de i kenin bir dönü ümünü belirlemektir. 

Bu dönü üm seküler terimleri önlememizi sa layacakt r. Standart 

Lindstedt-Poincaré metodunun temel dü üncesi yeni bir de i ken 

belirlemektir. 

         ,)( tr                                                                                    (2.2.3) 

Burada , un bilinmeyen bir fonksiyonu olan sistemin frekans d r. 

         Denklem (2.2.1) den 

     ,0)(2 ufuu                                                                    (2.2.4) 

elde edilir.Burada üsler r ye göre türevi gösterir.Hem çözüm hem de 

frekans nun kuvvetlerinde aç l r ve (2.2.5) ve (2.2.6) elde edilir. 

        ,2
2

10 uuuu                                                               (2.2.5)   

        ,1 2
2

1                                                               (2.2.6)                                             

         (2.2.5) ve (2.2.6) denklemlerini (2.2.1) de yerine koyarsak ve  nun 

benzer kuvvetlerinin katsay lar n e itlersek lineer denklemlerin serisini 

         ,00uu                                                                                  (2.2.7) 

         ,0),(2 000111 uufuuu                                                   (2.2.8)  

                                                                                                                 

elde ederiz. 

         (2.2.2) ba lang ç ko ullar  
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         ,0)0(,)0( 00 uAu     (i=1,2,3, )                                          (2.2.9)                                                                                                        

olur ve       

         0)0(,0)0( ii uu                                                                     (2.2.10)                          

iu  ve i (i=0,1,2,3,...)  ard ard na çözülebilir. 

         imdi  a a daki denklemi tekrar dü ünelim: 

       ,0)1(0 uu         

 

<<1 ,                                                 (2.2.11) 

ba lang ç ko ullar u(0) = A, u (0)

 

= 0 d r. 

         E er (2.2.11) deki yeni ba ms z de i ken )(r t yi de i tirirsek 

ve nun kuvvetlerine açarsak, çözmek için a a daki homojen olmayan 

lineer diferansiyel denklemleri elde ederiz.  

        000 uu ,     ,)0(0 Au                                                        (2.2.12)                                                                                       

         ,02 00111 uuuu       ,0)0(1u    .0)0(1u                 (2.2.13)                                               

(2.2.12) denkleminin çözümü rAu cos0 dir.Bu sonucu (2.2.13) 

denkleminde yerine koyarsak   

        0cos)21( 111 rAuu                                                   (2.2.14)                                                                     

denklemini elde ederiz. 

         1u deki seküler terimleri yoketmek için ,(2.2.14)ün sa taraf nda 

rcos  nin katsay s n yok etmek için 1

 

seçilir.Bu ko ul 1 i 
2

1
 olarak 

belirler. Yani       

2

1
1

 

dir                                                                                     (2.2.15)                                                    

Sonra (2.2.14) ün çözümü  

         01u                                                                                       (2.2.16) 



  
47

   
olur.Böylece, ilk yakla ma göre (2.2.11) için çözüm (2.2.17) olur.  

         tAu )
2

1
1cos(                                                                   (2.2.17) 

Standart Lindstedt-Poincaré metodu sadece zay f nonlineer problem için 

geçerlidir, a a daki durumlar için çal maz.  

1)Damping ile sal n m.Bu metod a a daki basit lineer damping denklemi 

için uygun de ildir. 

         ,02 uuu      ,)0( Au     ,0)0(u                            (2.2.18)                

2)Lineer terimsiz.Örne in;bu metod a a daki denklemi çözmez. 

         ,0)0(,)0(,012 uAuuu n                                           (2.2.19) 

3)Lineer terimin katsay s negatiftir.Örne in ; 

         0)0(,)0(,032 uAuuucu                                      (2.2.20)                                           

denklemini dü ünelim. A, sal n m n geni li i olmak üzere, 22 2cA  ise 

teorik analiz yukar daki denklemin bir periyot çözüme sahip oldu unu 

söyler. 

4)Nonlineer denklemler. Örne in;  

       0)0(,)0(,01 uAuuu                                                (2.2.21)                          

         Standart Lindstedt-Poincaré metodunun ötesinde ,gelecek bölümde 

Lindstedt-Poincaré metodunun modifiye edilmi ini görece iz. 

2.3.Modifiye Lindstedt-Poincare Metodu:Bir sabitin aç l m [4] 

         Lindstedt-Poincare metodu zay f lineer olmayan sal n mlar n 

periyodik çözümleri için tek geçerli asimtotik aç l m verir, genelde bu 

metod güçlü lineer olmayan terimler oldu unda çal maz.          

Refs[5,6] da , n n yerine 2 yaz l rsa perturbasyonun sonuçlar 

daha düzenli olabilir. 
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         2

2
1

2 1                                                            (2.3.1)    

         Bu bölümde,(2.3.2) lineer olmayan diferansiyel denklemin tek geçirli 

çözümlerinin olmas için bir modifiye Lindstedt-Poincaré metodu 

verece iz. 

         0),( uufbuu                                                               (2.3.2)                          

Burada b bir sabit,s f r hatta tek say da olabilir, f  nonlineer bir fonksiyon 

ve 0  dur. 

        

 

= 0 oldu unda    

         0buu                                                                                (2.3.3) 

elde edilir. 

         b pozitif oldu unda frekans dan ba ms z olan b  dir. 

         b 0 oldu unda,yakla m m zda bir k s tlama olmamas na ra men 

klasik Lindstedt-Poincaré metodu geçerli de ildir. 

         (2.3.2) sistemin frekans n  kabul edersek,  

         02uu                                                                               (2.3.4) 

denklemini elde ederiz. 

         Burada bilinmeyen frekans  daha iyi tan mlan r. Çözüm serilerinde 

(2.3.4)ün çözümü 0u ilk teriminin yerini al r.Bunu sonland rmak için 0u n 

sa lad denklemin  

         00
22

0 uu                                                                            (2.3.5) 

formunda oldu unu garanti etmeliyiz. 

         Modifiye  Lindstedt-Poincaré metodunun özü, hem çözümü hem de 

u nun katsay s b yi un kuvvetlerinde açmakt r. 

         ,210 uuuu                                                              (2.3.6)                                                             

         ,2
2

1
2b                                                          (2.3.7)                                                  
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Burada ve i bilinmeyen sabitlerdir.  

       (2.3.6) ve (2.3.7)yi (2.3.2) de yerine koyarsak un çe itli 

kuvvetlerinin katsay lar n s f ra e itlersek 

         ,0)0(,)0(,0 000
2

0 uAuuu                                          (2.3.8)         

         0)0(,0)0(,0),( 1100011
2

1 uuuufuuu                (2.3.9)      

denklemlerini elde ederiz. 

         0b oldu unda , 0u ba terimi (2.3.8) ile çözülebilir. i bilinmeyen 

sabitler, iu de seküler olmayan terimler alt nda bulunabilir. Temel i lemi 

aç klamak için a a daki örnekleri inceleyelim. 

Örnek 1

 

         Bilyeli rulmanla sal n m n hareketini u ekilde verebiliriz[7]. 

Sürtünmeyle ortaya ç kan kay plar göz ard edilerek düzenlenen denklem  

         0)0(,)0(,03 uAuuu                                                 (2.3.10) 

t r. 

         Standart Poincaré metodu bu örnek için çal maz. imdi (2.3.10) 

denklemini a a daki ekilde tekrar yazal m. 

         00 3uuu                                                                   (2.3.11)  

un kuvvetlerinde lineer terimin katsay s n ve çözümünü açal m.                                 

         ,2
2

10 uuuu                                                         (2.2.12)      

         ,0 2
2

1
2                                                       (2.3.13) 

          (2.3.12) ve (2.3.13) ü (2.3.11) de yerine koyal m ve standart 

pertürbasyon metodunu uygularsak,  

        0)0(,)0(,0 000
2

0 uAuuu                                           (2.3.14)   

         ,03
0011

2
1 uuuu                                                      (2.3.15)   
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         ,03 1

2
011022

2
0 uuuuuu                                     (2.3.16)      

 homojen olmayan lineer diferansiyel denklemleri elde ederiz ve nu 

(n = 1,2,3 ) için ba lang ç  ko ullar     

            0)0(,0)0(
11 n

n
n

n uu                                                        (2.3.17)   

dir.                                                            

          (2.3.14) denklemini çözersek, 

           tAu cos0                                                                            (2.3.18)  

denklemini elde ederiz.(2.3.15) de 0u  yerine koyarsak 

           03cos
4

1
cos)

4

3
( 32

11
2

1 tAtAAuu                 (2.3.19)    

olur. 

Not: 0
4

3 2
1 A  olmazsa, (2.3.19) denkleminin her çözümü bir seküler 

terim içerecektir. 

Böylece 

            2
1 4

3
A                                                                           (2.3.20) 

olur ve (2.3.19) denkleminden tcos

 

terimini yok ederiz.Bu ko ulla 

(2.3.19) denklemi 

             03cos
4

1 3
1

2
1 tAuu                                                   (2.3.21)                   

olur.(2.3.21) in özel çözümü  

         t
A

u 3cos
32 2

3

1                                                               (2.3.22) 

olur. 
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(2.3.18) ve (2.3.22) denklemlerini (2.3.16) da yerine koyarsak, 2u in 

sa lad

05cos
128

3
3cos

64

)32(
cos)

128

3
(

2

5

2

2
1

3

2

4

22
2

2 t
A

t
AA

t
A

Auu

                                                                                                             (2.3.23)     

denklemini elde ederiz.  

         tcos in katsay s s f r olmazsa, denklemdeki üçüncü ifade bir 

seküler terim olabilir. 

Seküler terimlerin olmama ko ulundan, 2 yi tan mlayabiliriz 

          
2

4

2 128

3A
                                                                        (2.3.24) 

Sadece birinci derece yakla k çözüm aran rsa, 

           )cos3(cos
32

cos
2

3

10 tt
A

tAuuu                 (2.3.25)  

 elde ederiz.  

        Burada frekans yi (2.3.26) dan (2.3.27) olarak belirleyebiliriz. 

          22
1

2

4

3
0 A                                                      (2.3.26)   

          A21

2

3
                                                                          (2.3.27) 

         Denklemin periyotu  

         121121 25.7
3

4
AAT                                                (2.3.28)   

                                                      

olarak yaz labilir. 

          Tam periyot , 

          121743.6 ATtam                                                                  (2.3.29)   



  
52

   
olarak bulunabilir.  

        Maksimum hatan n 5.7% ten az oldu u a ikard r ve elde edilen 

yakla k periyot  her  0  için geçerlidir. 

        kinci mertebeden yakla k frekans elde etmek için (2.3.20) ve 

(2.3.24)ü (2.3.13)de yerlerine koyal m. 

         
2

42
22

128

3

4

3
0

A
A                                                            (2.3.30)      

veya kolayca     

         A218832.0                                                                        (2.3.31)  

olur. 

kinci derece periyot    

          121114.7
2

AT                                                           (2.3.32)      

olur. 

imdi periyodun do rulu u %5.2 ye ula r. 

         Yüksek mertebeden yakla k çözüm daha yüksek periyotlu ba l 

hataya sebep olmas na ra men, genlik için hata daha da 

geni leyebilir.(2.3.25) denkleminde birinci mertebe yakla k çözüm yerine, 

daima s f r mertebe yakla k çözümü kullan r.  

         tAAtu )
2

3
cos()( 21                                                          (2.3.33a)  

veya 

          tAAtu )8832.0cos()( 21                                                     (2.3.33b)  

olarak bulunur. 

Örnek 2

 

imdi duffing sal n m n dü ünelim. 

         0)0(,)0(,0.1 3 uAuuuu                                       (2.3.34)   
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Önceki örnekte, lineer terimin katsay s n ve çözümünü un kuvvetlerinde 

açm t k. 

         ,2
2

10 uuuu                                                          (2.3.35)    

         ,1 2
2

1
2                                                        (2.3.36) 

Çözüm yöntemi önceki örnekte aç klanana benzerdir. 

1u de seküler terimin olmamas ko ulu  

         2
1 4

3
A                                                                               (2.3.37)   

sonucunu verir. 

Birinci mertebe yakla k çözümü (2.3.36)da kullan rsak 

          22

4

3
1 A                                                                          (2.3.38)    

elde ederiz.  

(2.3.38)den frekans kolayca bulabiliriz,böylece s f r mertebe yakla k 

çözüm 

           tAAu 212 )
4

3
1cos(                                                           (2.3.39)          

olur. 

Örnek 3

 

imdi lineer terimin katsay s negatif olan  

         0)0(,)0(,032 uAuuucu                                     (2.3.40) 

denklemini alal m.Amac m z, periyot çözümün oldu u zamanki ko ullar 

bulmakt r. 

Buradaki i , iu deki seküler terimlerin olmamas ndan belirlenebilir 

          ,2
2

1
22c                                                    (2.3.41)                                        

Yukar da anlat lan ekilde devam edersek 



  
54

   
          2

1 4

3
A                                                                                (2.3.42) 

denklemini elde ederiz. 

Böylece frekans 

          22

4

3
cA                                                                        (2.3.43)     

olarak ifade edilir. 

          22

3

4
cA                                                                                  (2.3.44)   

oldu unda bir periyodik çözüm var olur. 

Farkl analizler (2.3.40) denkleminin periyodik çözümünün 22 2cA

 

oldu unu gösterir. 

Örnek 4

 

imdi di er örnek olarak, 

          0
1 2u

u
u                                                                          (2.3.45)                                           

denklemini Au )0( ve 0)0(u ba lang ç ko ullar ile dü ünelim.(2.3.45) 

denklemini yeniden a a daki gibi tekrar yazal m.  

         0.1 2uuuu                                                                   (2.3.46)   

                   

önceki örneklerde lineer terimin katsay s 1, un kuvvetlerinde aç lm t ; 

         ,1 2
2

1
2                                                       (2.3.47)   

         0u   ve 1u       

         0)0(,)0(,0 000
2

0 uAuuu                                       (2.3.48)    

         0)0(,0)0(,0 11
2

00011
2

1 uuuuuuu                  (2.3.49)   

denklemlerini sa lar.   
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(2.3.48) in çözümü tAu cos0 dir.Bu sonuç (2.3.49)da yerine konulursa 

ve 1u deki seküler terimler yok edilir. 

         
2

4

3
1

1

A

                                                                      (2.3.50)   

elde edilir.Böylece yakla k çözüm 

         tAAtu 212 )
4

3
1cos()(                                                      (2.3.51)   

 olur, un küçük de erleri için  

         2

8

3
1 A                                                                           (2.3.52) 

olur. 

Sonuç olarak bu metod standart pertürbasyonlar[2,8] la benzer sonuçlar 

verir.Elde edilen sonuçlar n göze çarpan do rulu unu aç klamak için 

yakla k periyot 

          2

4

3
12 AT                                                                (2.3.53)                                           

denklemini, tam çözüm  

AA

uAIn

du

uInAIn

du
T

0 220 22 )1()1(
34

)1()1(
4                                                                    

                                                             (2.3.54)   

ile kar la t ral m. 2A

 

oldu unda (2.3.54) denklemi 

AdxxA

s

du
A

uA

du
T

AA

A

22)exp(24

)1ln(
22

)ln(ln2
4lim

0

2

002

                    (2.3.55)   

denklemine indirgenir. 
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un büyük de erleri için, 

          AT 3                                                                                    (2.3.56) 

olur.  

>>1 için (2.3.53) yakla k periyodu tam periyoda benzerdir. 

         oldu unda, 

         9213.0
3

22
lim

A

A

T

Ttam

A
                                                    (2.3.57) 

        Böylece un her de eri için maksimum relatif hatan n %8.54 ten 

küçük oldu u kolayca görülebilir, tüm çözüm aral  0  dur. 

Örnek 5

 

        A a daki sal n m dü ünelim: 

      0)0(,)0(,01 uAuuu                                                     (2.3.58) 

imdi (2.3.58) denklemini tekrar yazal m. 

         0.0 2uuuu                                                                   (2.3.59) 

Lineer terimin katsay s n ve çözümünü un kuvvetlerinde açal m. 

         ,2
2

10 uuuu                                                            (2.3.60)    

         ,0 2
2

1
2                                                          (2.3.61)  

(2.3.60) ve (2.3.61) i (2.3.59)da yerine koyarsak ve önceki örnekler gibi 

uygularsak, 0u ve 1u  için 

          ,00
2

0 uu        Au )0(0 ,  ,0)0(0u                               (2.3.62)    

          ,00
2

0011
2

1 uuuuu     ,0)0(1u    ,0)0(1u           (2.3.63)   

diferansiyel denklemlerini elde ederiz.   

(2.3.62) nin çözümü tAu cos0  dir.(2.3.63) denkleminde 0u yerine 

koyarsak 
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          03cos

4

1
cos)

4

3
( 3424

11
2

1 tAtAAuu         (2.3.64)    

olur. 

1u de seküler terim olmamas için 

          24
1 4

3
A                                                                           (2.3.65)      

olur. 

Daima birinci mertebe yakla k çözümde dururuz.Bu ko ulla (2.3.61) 

denklemi  

          242

4

3
0 A                                                                    (2.3.66)    

olur. 

Böylece     

         121121 1547.1
3

2
AA                                               (2.3.67) 

olur. 

Tam frekans 121121 2533.1 AAtam    , do ruluk %7.8 olur. 

S f r mertebe yakla k çözüm         

         1 2 12
cos( )

3
u A A t                                                               (2.3.68)   

olur. 

Baz özel sal n mlar için bu metoda ba vurulabilir.Örne in;a a daki 

denklemi dü ünelim.       

                   0uueu                                                                     (2.3.69)   

                             

(2.3.69) denklemini a a daki gibi tekrar yazal m.               

                   0.0 uuuu                                                            (2.3.70) 
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Katsay 0,(2.3.61) formunda ifade edilir. 

(2.3.61) denklemindeki sabit  1  seküler terimleri yok ederek             

        0)cosexp(coscoscos
0 1 dttAtAtAtA
T

             (2.3.72)                                             

elde edilir.  

Burada  2T dur. 

         1 ,(2.3.72) den baz özel fonksiyonlar taraf ndan aç kça 

tan mlanabilir. 

2.4 Modifiye Lindstedt-Poincare Metodu :Bir yeni dönü üm [9] 

         Bu bölümde,Standart Lindstedt-Poincaré metodunun di er 

modifikasyonunu inceleyece iz 1990 da Dai et al.[10,11,12] ba ms z 

de i keninin ba ka dönü ümünü sundu.Bu ana fikri aç klamak için, ilk 

önce a a daki lineer olmayan denklemi dü ünelim:                                                                              

        ,,0)()( ttuNtuL                                                       (2.4.1)      

        ,,)()( ttgtuB                                                                 (2.4.2) 

Burada L ve N s ras yla lineer ve lineer olmayan operatörlerdir,B s n r 

operatörüdür. 

Ref[10-12] yi do rulayarak,a a daki denklemi sunabiliriz. 

         ),()( 2Oruu                                                                       (2.4.3)         

         ),()( 2OruFrt     0)]([ ruF                              (2.4.4)                   

Burada )(ruF daha sonra tan mlanacak olan bilinmeyen nonlineer 

fonksiyoneldir.  

(2.4.4) dönü ümü alt nda  (2.4.1) ve (2.4.2) denklemleri 

        ,,0)()(),()( 2
1 rOruNFruLruL            (2.4.5)      

        ,,)()( rrgruB                                                           (2.4.6)   
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olur. Burada 1L   hesaplanarak elde edilen operatördür.   

Asimtotik lineerle menin uygunlu u kullan larak, )(O için örne in (2.4.5) 

ve (2.4.6) denklemleri lineerle tirelim: 

        rruNFruL ,0)(),(1                                                  (2.4.7) 

       ,,0)( rruF                                                                     (2.4.8) 

          O zaman, (2.4.5) ve (2.4.6) denklemleri asimtotik  olarak 

lineerle tirilmi olan a a daki denkleme indirgenir.  

        ,,0)( rruL                                                                      (2.4.9) 

       ,,)()( rrgruB                                                               (2.4.10) 

(2.4.7) ve (2.4.8) denklemlerinden fonksiyonel F tan mlanabilir ve (2.4.9) 

ve (2.4.10) dan )(ru çözülebilir.(2.4.3) ve (2.4.4) dönü ümlerine göre, 

un do rulu u için (2.4.1) ve (2.4.2) denklemlerinin çözümü elde edilir.          

Dai s metodu daha geni tir. 

         Standart Lindstedt-Poincaré metodunun dönü ümünü [5,6,9] 

formunda tekrar yazabiliriz. 

         ),,( tftr     ,0),0( tf                                                   (2.4.11) 

         Burada ),( tf

 

bilinmeyen bir fonksiyondur, fonksiyonel 

de ildir.Dönü ümümüz (2.4.4) dekleminden daha kolayd r.Bilinmeyen f 

fonksiyonunun tan m n n,Dai s  metodundaki bilinmeyen fonksiyonel 

F den çok daha kolay oldu unu a a daki örneklerle görebiliriz. 

(2.4.11) den  

         
2

2

2

2
2

2

2

)1(
r

u
G

r

u

t

f

t

u
                                                   (2.4.12) 

olur.Burada 

         2)1(),(
t

f
tG                                                                      (2.4.13) 
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tür. Taylor serisinden yararlanarak   

         ,),( 10 GGtG                                                             (2.4.14) 

yazabiliriz. Burada ,...)3,2,1(iGi seküler terimleri yok ederek 

tan mlan r. ,...)3,2,1(iGi nin tan m ndan sonra (2.4.13) denkleminden 

bilinmeyen f  fonksiyonu çözülebilir.           

(2.4.11) dönü ümü daha da kolayla t r larak  

          ),,(tfr       ttf )0,(                                                        (2.4.15) 

yaz labilir. Böylece  

         
2

2
2

2

2

)(
r

u

t

f

t

u
                                                                     (2.4.16) 

olur. un serisinde 2)( tf yi açal m: 

         ,1)( 2
2

1
2 ff

t

f
                                                    (2.4.17)          

Duffing denklemini dü ünelim.(2.4.15) dönü ümünden  

          ,0)( 3
2

2
2 uu

r

u

t

f
                                                        (2.4.18) 

olur. 

Klasik Lindstedt-Poincaré metodunu uygulayarak , 0u  ve 1u  için  

        ,0)0(,)0(,0 0002

2

uAuu
r

u
                                          (2.4.19) 

        0)0(,0)0(,0 11
3

02
0

2

112
1

2

uuu
r

u
fu

r

u
                   (2.4.20) 

elde edilir. 1u de seküler terim olmama ko ulundan 

         2
1 4

3
Af                                                                                 (2.4.21) 

olur.(2.4.17) den 
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         22

4

3
1)( A

t

f
                                                                   (2.4.22) 

veya     2

4

3
1 A

t

f
                                                                     (2.4.23) 

elde edilir.            

S f r mertebe yakla k çözüm  

           tAAfArAu 212 )
4

3
1cos(coscos                          (2.4.25) 

olarak yaz labilir.          

imdi Lighthill denklemini dü ünelim,bu denklem PLK 

metodu(Poincaré-Lighiil-Kuo Metod) taraf ndan geni biçimde çal lm t r. 

         1)1(,1,0,0)( yxy
dx

dy
yx                                      (2.4.26) 

          ,)0,(,),( xffx                                                         (2.4.27) 

dönü ümü ile (2.4.26) denklemi 

         0)(
d

df
y

d

dy
yf                                                           (2.4.28) 

olur. 

          ,1 2
2

1 ff
d

f
                                                       (2.4.29) 

 ve         ,2
2

1f                                                         (2.4.30) 

kabul edelim.             

Standart perturbasyon metoduna benzer i lemler uygulan rsa, 

          ,1)0(,0 00
0 yy

d

dy
                                                      (2.4.31) 

         0)0(,0 110
0

0
0

11
1 yfy

d

dy
y

d

dy
y

d

dy
                (2.4.32) 
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elde edilir. 

          (2.4.31) denkleminin çözümü  

          
1

0y                                                                                    (2.4.33) 

tür.(2.4.32) de (2.4.33) ü yerine koyarsak, 

          0
111

1
0

3121
1 f

y
y

d

dy
                                    (2.4.34) 

elde ederiz.Böylece 

        0
111

1312
f                                                          (2.4.35) 

 veya     
2

1
1

1
f                                                                           (2.4.36) 

olur. 

Diferansiyel denklem 1y  için, 0)0(1y ba lang ç ko uluyla çözülürse, 

          01y                                                                                     (2.4.37) 

 bulunur.         

(2.4.29) da 1f i yerine koyarsak , 

         )(
1

1)1(11
2121 ff

d

df
               (2.4.38) 

elde ederiz.          

(2.4.38) i düzenlersek, 

         f
d

df
                                                                         (2.4.39) 

olur. 

         )
1

(
2

1
fx                                                           (2.4.40) 

sonuç ve  
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         )2(

11 2
10 xxyyy                            (2.4.41) 

tam çözüm olur.           

imdi van der Pol denklemini  au )0(  ve 0)0(u ba lang ç 

ko ullar yla dü ünelim: 

          uuuu )1( 2                                                               (2.4.42) 

          ),(tfr

 

dönü ümüyle,(2.4.42) denklemi  

         
r

u

t

f
uu

r

u

t

f
)1()( 2

2

2
2                                            (2.4.43) 

olur. 

         
2

2 1
)(

t

f
                                                                           (2.4.44) 

ile tan mlanan  yeni bir de i ken olarak kabul edelim.Böylece (2.4.43) 

denklemi  

          
r

u
uu

r

u
)1( 22

2

2

                                                  (2.4.45) 

olur. 

          ,1 2
2

1
2                                                     (2.4.46) 

 veya      ,)
4

1
(

6

1

2

1
1 2

12
2

1                                  (2.4.47) 

olarak kabul edelim. 

         0u , 1u  ve 2u için a a daki denklemleri elde ederiz. 

         ,000 uu     ,)0(0 Au     ,0)0(0u                                  (2.4.48) 

         0
2

00111 )1( uuuuu                                                   (2.4.49) 

01001
2

01
2

0021122 2)1(
2

1
)1( uuuuuuuuuuu    (2.4.50)   



  
64

   
(2.4.48) in çözümü rau cos0 yi (2.4.49)da yerine koyarsak,  

r
a

ra
a

rarraarauu 3sin
4

sin)
4

(cossin)cos1(cos
33

1
22

111

                                                                                                            (2.4.51)  

olur. 1u de seküler terim olmama ko uluna göre  

           2,01 a                                                                             (2.4.52) 

olur. 1u  için özel çözüm  

           rr
a

3sin
4

1
3sin

32

3

                                                            (2.4.53)  

olur. 

           0u  ve 1u i (2.4.50) de yerine koyarsak, 

rrrrrrrruu 5cos
4

5
3cos

4

3
cos)

4

1
2(3sin2sin3cos)cos41(

4

3
cos2 2

2
222

                                                                                                             (2.4.54) 

elde ederiz. 

          2u deki seküler terimleri yok edersek, 

         
8

1
2                                                                                        (2.4.55) 

olur.          

E er ikinci mertebe yakla k çözüm yeterliyse ,(2.4.46) dan  

         22

8

1
1                                                                              (2.4.56) 

olur.(2.4.44) den  

         
2

2
2

8

1
1

11
)(

t

f
                                                              (2.4.57) 

olur. 

(2.4.57) denkleminin çözümü ttf )0,( ko uluyla  
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2

8

1
1

1
fr                                                                   (2.4.58) 

olur.Periyodu ise 

         2

8

1
12T                                                                     (2.4.59) 

olarak ifade edilebilir. 

        1

 

oldu unda, sonuçlar n standart perturbasyon metolar ndan [2,3] 

de elde edilenlerle ayn oldu u a ikard r. 

        

 

un çok büyük de erleri için, tam periyot [8] un a a daki 

yakla m n elde ederiz. 

         )1(,614.1)3(2
31

32
vdv

v

dv
Ttam                           (2.4.60) 

         (2.4.59) denkleminden 

         )1(,22.2
2

T                                                      (2.4.61) 

olur. 

         Çok büyük lar için yakla k periyodun tam çözüme benzedi i 

a ikard r.MATHEMAT CA dan yüksek mertebe yakla mlar elde 

edebiliriz. 

 2.5 Modifiye Lindsted Poincere  Metodu: kili Seri Aç l m [13,14] 

      Önceki bölümlerde, Standart Lindsted Poincaré metodunun iki 

modifikasyonunu inceledik.Bazen ,sistemde iki aç l ml parametreler 

vard r.Bu bölümde kuadrik ve kübik nonlineerle mesiyle bir nonlineer 

sal n m n serbest sal n m inceleyece iz.Buna örnek u ekildedir. 

         ,0.1 3
2

2
1 uuuu       ,0)0(,0)0( uu                       (2.5.1) 
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         Burada 1

 
ve 2 sabitlerdir, imdi bu sabitlerin küçük olmalar na 

gerek olmad n inceleyelim.  

(2.5.1) denkleminde iki parametre vard r ve parametrelerin küçük 

de erlerinde geleneksel perturbasyon tekniklerine ba vurulamaz. Bunun 

yerine (2.5.1) denklemi için küçük fakat sonlu amplitütlerle straightforward 

aç l m yapabiliriz, Bunun için bu denklemde aç kça görülmeyen küçük bir 

parametre tan mlamaya ihtiyaç duyar z.Bu sonuç için, Nayfeh [13,14] 

formunda bir aç l m ara t r l r. 

          ,3
3

2
2

1 upuppuu                                                       (2.5.2) 

          Burada p sal n m n amplitüdünün bir ölçüsü olan küçük boyutsuz bir 

parametredir. E er amplitüt çok küçük al n rsa, bu parametre bire e it al n r 

ve seriyi buna göre düzenleriz. Farkl Nayfeh yakla m , a a daki 

formlarda[13,14]çözüm ve katsay lar( 1  ve 2 ) aç l r. 

          ,2
2

10 uppuuu                                                           (2.5.3) 

          ,1 2
2

1
2 cppc                                                            (2.5.4) 

          ,2
2

11 appa                                                                  (2.5.5) 

          ,2
3

1
2

2 bpbp                                                                (2.5.6) 

           Burada  ii ba ,  ve ic tan mlan r. Basit manipülasyon asimptotik 

çözümü kolayca elde edebiliriz. Bu nedenle biz sadece birinci mertebe 

frekans [13] yazal m. 

            
2

3

10
)

4

3
1(

4

3
1 22

1
2

2
2

2 AAA
                          (2.5.7) 
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         Aziz ve Na[15],iki küçük parametreler örne in küçük  1  ve 2  de 

u için asimptotik yakla mla nonlineer denklemler için bir ikili seri aç l m 

sunar. 

         1,
0 0

ji
j

j

i

iij ubau                                                                  (2.5.8) 

         Aç kt r ki yüksek mertebeden terimlerdeki seküler terimlerden dolay 

straightforward aç l m ba ar s z olacakt r. Bunu engellemek için (2.5.1) 

denkleminin çözümü için ikili seri aç l m [13,14] 

          ,5
2

24213
2

122110 uuuuuuu                   (2.5.9)  

kullan r z. 

         )1(iui deki seküler terimlerden kurtulmak için (2.5.1) 

denklemindeki 1 katsay n açar z. 

         ,1 5
2

24213
2

12211
2                (2.5.10) 

          (2.5.9) ve (2.5.10) denklemlerini (2.5.1) denkleminde yerine 

koyarsak, a a daki denklemleri elde ederiz. 

          ,00
2

0 uu     ,)0(0 Au      ,0)0(0u                              (2.5.11) 

          ,02
0011

2
1 uuuu                                                      (2.5.12) 

          ,03
0022

2
2 uuuu                                                     (2.5.13) 

          ,02 1003113
2

3 uuuuuu                                      (2.5.14) 

          1
2

0200421124
2

4 32 uuuuuuuuu = 0,           (2.5.15) 

          ,03 2
2

005225
2

5 uuuuuu                                   (2.5.16) 

          )1(iui için s n r ko ullar serbestçe seçilir,ama sonuçta kapal 

yakla k çözüm elde etmek için  0)0(,)0( uAu al r z. 

          (2.5.11) denklemini çözersek, 



  
68

   
           tAu cos0                                                                            (2.5.17)   

elde ederiz.(2.5.12) de 0u yerine koyarsak, 

          0)2cos1(
2

cos
2

11
2

1 t
A

tAuu                         (2.5.18) 

olur. 

           1u de seküler terim olmamas için  

          01                                                                                       (2.5.19) 

olmal d r.          

(2.5.18) denklemi için a a daki özel çözüm elde ederiz. 

         t
AA

tu 2cos
62

)(
2

2

2

2

1                                                    (2.5.20) 

        101 ,, uu i (2.5.13) de yerine koyarsak, 

         03cos
4

1
cos)

4

3
( 32

22
2

2 tAtAAuu                (2.5.21) 

elde edilir. 

         Seküler terimlerden kurtulmak için 

        2
2 4

3
A                                                                               (2.5.22) 

olur. 

         Böylece (2.5.21) denkleminin a a daki özel çözümünü elde ederiz. 

         t
A

u 3cos
32 2

3

2                                                                   (2.5.23) 

          Elde edilen sonucu (2.5.14) denkleminde yerine koyarsak, 3u için 

   0)
2

2cos
6

(cos2cos
2

2

2

2

33
2

3

A
t

A
tAtAuu          (2.5.24) 

ya da 
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    03cos

6
cos)

6

5
(

2

3

2

2

33
2

3 t
A

t
A

Auu                        (2.5.25)  

denklemlerini elde ederiz. 

        3u de seküler terim olmamas gerekti inden  

        
2

2

3 6

5A
                                                                                  (2.5.26) 

olur.         

Basit cebir i lemleriyle, 4u  ve 5u e seküler terim olmamas 

gerekti inden 4  ve 5 i tan mlar z.    

       04                                                                                         (2.5.27)     

        
2

4

5 128

3A
                                                                            (2.5.28) 

         E er sadece )( 3O terimlerini tutar,(2.5.10) denkleminde tan mlanan 

)5,4,3,2,1(ii leri yerine koyarsak, 

         
2

42
2

2

22
12

2
2

128

3

6

5

4

3
1

AA
A                                          (2.5.29) 

olur ve sonuç 

         
2

32

3

3

10
)

4

3
1(

4

3
1 42

2
22

1
22

2
2

2 AAAA
      (2.5.30) 

olur.          

Kar la t rma için küçük amplitütlar alt nda Nayfeh in sonucunu    

        22
12 )

12

5

8

3
(1 A                                                          (2.5.31) 
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yazabiliriz. Sonuç olarak, bu basit metod Nayfeh [16] ile benzer sonuçlar 

verir. 01

 
durumunda (2.5.1) denklemi ünlü Duffing denklemine 

dönü ür ve nonlineer frekans (2.5.30) denkleminden elde ederiz.  

        
2

32

3
)

4

3
1(

4

3
1 42

2
22

2
2

2 AAA
                      (2.5.32) 

        Yakla k periyot 

        

2
32

3
)

4

3
1(

4

3
1

2

42
2

22
2

2
2 AAA

T                       (2.5.33)   

  olarak ifade edilebilir.          

Kar la t rmak için Duffing denkleminin[8] tam periyotu 

        
2

0
22

2 sin11

4

xk

dx

A
Ttam                                             (2.5.34) 

Biçimindedir.Burada 
)1(2 2

2

2
2

A

A
k dir.  

        2  için asimptotik periyotun yüksek do rulu a sahip oldu u 

görülür. 

2

0 2sin5.01

3231695.0832
lim
2 x

dx

T

Ttam  

            9478.068575.1
3231695.0832

x                      (2.5.35) 
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         02 n bütün de erleri için (2.5.33) periyotunun maksimum relatif 

hatas n n %5.5 den küçük oldu u kolayca ispatlanabilir.          

imdi ba ka örnek dü ünelim; 

         ,0
120

1

6

1 52
0

32
0

2
0 uuuu   0)0(,)0( uAu     (2.5.36) 

         Like Hagedom matematiksel sarkaç[17] yi benzer ekilde ele al r ve 

iki parametre tan mlar. 

        2
02

2
01 120

1
,

6

1
                                                       (2.5.37) 

        Sonra (2.5.36) y tekrar yazal m. 

        ,05
2

3
1

2
0 uuuu     0)0(,)0( uAu                  (2.5.38) 

        (2.5.38) denkleminin çözümünü (2.5.9) formunda ifade edilebildi ini 

ve (2.5.38) denklemindeki 2
0  sabitinin (2.5.10) denklemine benzer bir 

ikili seri aç l m nda yaz ld n  farzedelim. 

        5
2

24213
3

12211
22

0           (2.5.39) 

       )( 2O in mertebesini korursak,yakla k periyodu  

       
4

2
2

10 8

5

4

3
1

2

AA

T                                                    (2.5.40) 

eklinde olur. 

        1  ve 2 yi (2.5.40) denkleminde yerine koyarsak,  

         
42

0 192

1

8

1
1

2

AA

T                                                     (2.5.41) 

 olur.          

(2.5.36) denklemini matematiksel sarkaç n iyi bir yakla k denklemi 

olarak dü ünebiliriz. 
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         ,0sin2

0 uu       0)0(,)0( uAu                                 (2.5.42)          

Matematiksel sarkaç[17] için yakla k periyot  

         
42

1

2
2 192

1

8

1
1

2

)1(2

)1(
1

2

AAA
nn

T

n

n
n

n
        (2.5.43) 

olur. 

        2A oldu unda,(2.5.43) den  017.1 TT   elde edilir, 20T   

oldu unda   016.1 TTtam      olur. 

2.6. Taylor Serisi Dönü ümü, Padé Yakla m ve Üstel Padé Yakla m

 

      Padé metoduna girmeden önce, Taylor serisinin dönü üm problemini 

olu turaca z. Frekans )(

 

varsayal m, )( , lineer olmayan sal n mda Taylor 

serisine aç labilir, bu 6,5 aral ndad r.  

            ,...)0(''
2

1
)0(')0()( 2                          (2.6.1) 

6,5 a ba l olarak mevcut türevin oldu u aral kt r.Klasik perturbasyon 

metodu ile kar la t ral m,  

)0(1 ,                (2.6.2) 

)0('1 ,                                                (2.6.3) 

                  ),0("
2

1
2

     

                               (2.6.4) 

a sahip oluruz.  
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,...)3,2,1(ii

 
Lindstedt-Poincare metoduna ba l olarak ard ard na 

çözülebilir. Bununla beraber, frekans n hala daha ileri belirlemeye ihtiyac vard r. 

Burada (2.6.2) - (2.6.4) ba lang ç ko ullar n sa layan için birçok çözüm 

vard r. Yani frekans en uygun ekilde belirlemek için daha fazla bilgiye 

ihtiyac m z vard r.   

Standart Lindstedt-Poincare metoduyla, Duffing denklemini göz önünde 

bulundurarak, 

.
2094152

37737

262144

6549

2048

81

256

21

8

3
1 1058463422 AAAAA

 

 (2.6.5) 

denklemine sahip oluruz. Yani, 

           ,1)0(

        

 (2.6.6) 

           ,
8

3
)0(' 2A

       

             (2.6.7) 

           ,
128

21
)0(" 4A

       

 (2.6.8)  

6

1024

243
)0(''' A .        (2.6.9) 

d r.   

, (2.6.7) 

 

(2.6.9) ba lang ç ko ullar ndan yararlanarak frekans 

belirlemek için dönü üm problemidir. Bununla beraber, e er 1

 

oldu unda 

lineer olmayan sal n m için bilgiye sahipsek, lineer olmayan frekans en uygun 

ekilde belirleyebiliriz.  
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Birçok say sal örnek, 0

 
için asimptotlar n fiziksel anlamlar n n 

kolayca elde edildi ini önerir. Di er taraftan, 

 
oldu unda s f rdan farkl 

asimtotlor hiçbir zorluk olmadan çözülebilirler.  

Duffing denklemini, 

0)1(" 2 uuu

       

(2.6.10) 

formunda tekrar yazal m.  

Deneme fonksiyonunu,  

u = A tCos

 

formunda seçelim,            (2.6.11)  

Burada 

 

belirli frekanst r.   

2 , frekans n karesinin asla  

tAt cos)(1

      

       (2.6.12)  

çözümünde, 

.)1(" 2
min uuuu                                                                (2.6.13)  

sal n m n çözümünün frekans n n karesini de asla geçmez.   

tAAt 2
2 1cos)(

  

                                         (2.6.14)  

.)1()1(" 22
max uAuuu

 

                                        (2.6.15) 

Bundan dolay ,  



  
75

    
22 110 Aiçin                                (2.6.16) 

ya da            2110 Aiçin                            (2.6.17) 

yi takip eder.   

Böylece a a daki duffing denklemi için ölçülen ba nt ya sahip oluruz.   

1  için )(

   

                             (2.6.18)  

Ba nt n n görüntüsünde, (2.6.18), frekans (2.6.6) ve (2.6.7) den 

belirleyebiliriz.   

.
4

3
1 2A

   

                                         (2.6.19) 

ya da            2

422

75.01

5301.05.11

A

AA

 

                                               (2.6.20) 

yada        
4/1

422

64
33

2
3

1 AA .                (2.6.21) 

olarak bulunur.   

Yakla m periyodu,   

2
1

4

3
1

2

A

T

    

                           (2.6.22) 

ya da      
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,

5301.05.11

75.01
2

42

2

2
AA

A
T

    
   (2.6.23) 

ya da            
4/142

2
3 64

33

2

3
12

A
AT

   

                       (2.6.24) 

eklinde yaz labilir. 1 , oldu unda, yukar daki yakla k periyod, 

perturbasyon metodu ile elde edilen a a daki periyod ile tam olarak uyar. 

oldu unda  

221

255.7

3

4
lim

AA
T

  

                           (2.6.25)  

,
473.7

7068.0

2
lim

222
AA

T

  

               (2.6.26)  

2

4/1

23

415.7
)

33

64
(

2
lim

AA
T .      (2.6.27) 

elde ederiz. Tam periyod  

)1(2
,

sin11

4
2

2

2

2/

02 A

A
k

xk

dx

A
Tex

 

   (2.6.28) 

olarak okunur. (Bak n z bölüm 1.6)  

E er, 

 

olursa, k 0.5 olur ve   

2

743.6
lim

A
Tex

 

                                                  (2.6.29) 
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Bu nedenle, oldu unda 321 ,, TTT ün do rulu u her biri s ras yla, 

%7.6, %10.8, %9.96 ya ula r.   

imdi, Van der Pol denklemini göz önünde bulundural m, Lindstedt-

Poincaré metoduyla,   

3072

17
,0,

16

1
,0 4321

  

             (2.6.30) 

elde edelim. nin katsay lar 164

 

kadar büyüyerek Anderson ve Geer 18 elde 

edilir. Burada 10. dereceden yakla m, çok yava yak nsayan 

,
0002293235712

28160413

5096079360

668899

884736

36

3072

17

16

1
1 108642                               

                                                                                                           (2.6.31) 

ile yaz l r.   

imdi 

 

durumunu göz önünde bulundural m.   

 

oldu unda periyodik çözümün oldu unu varsayal m, en kolay 

deneme fonksiyonu tAu cos yi seçelim. Bunu Van der Pol denkleminde 

yerine koyarsak  

ttAAtAuuuutR sin)cos1(cos)1(')1(")( 2222                     

                                                                                                            (2.6.32) 

sonucunu elde ederiz.   

4/t  de kollakasyon uygularsak,  
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           0)

2

1
1(

2

2
)1(

2

2
)4/( 22 AAAR

 
              (2.6.33) 

elde edilir. Yani,   

0
2

1
1()1( 22 A .                          (2.6.34)  

 

oldu unda (2.6.34) yakla k olarak do rulan r,   

1

 

oldu unu varsaymal y z. Böyle bir durum alt nda, (2.6.34) 

denklemi   

0)
2

1
1(1 2A

  

                           (2.6.35) 

olarak sadele ir. Bunun anlam parametresi büyük  de erler için,   

)(
1       

                      (2.6.37) 

olur.   

A a daki örnekte ayn ustal kla manipulasyon uygularsak yi a a daki 

gibi belirleyebiliriz.   

2

8

1
1

1
,                            (2.6.38) 

ya da    4/1
42

768

13

4

1
1

1

     

                      (2.6.39) 
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ya da       .

2272.09375.11

8125.11
42

2

   
                      (2.6.40)  

Bunun yakla k periyodu a a daki gibi ifade edilebilir;   

,
8

1
12 2

1T                           (2.6.41) 

ya da    
4/1

42
2 768

13

4

1
12T                         (2.6.42) 

ya da      2

42

3 8125.11

2272.09375.11
2T              (2.6.43)  

E er 246.2,266.2,221.2, 321 TTT  olur.   

Küçük  için, Bizim teorimiz standart Lindstedt-Poincaré metoduyla 

kesinlikle ayn sonucu verir. 

 

parametresinin büyük de erleri için yani ,1

 

614.1)2ln
2

3
(2exT                          (2.6.44) 

u takip eder 8 .   

Elde edilen yakla k periyodlar (2.6.41) 

 

(2.6.43), 

 

parametresinin 

küçük ve büyük de erlerinin ikisi içinde geçerlidir ve 

 

oldu unda kesin 

olan n ay r c (belirgin) özelli ine sahiptir.   

Yukar daki Ters Taylor Serisi metodu Padé metodu ile çok benzerdir. 

Pade yakla m n tan m n verelim.  
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0

,)(
i

i
icF

     
                      (2.6.45)  

,)(

0

0
m

i

i
i

m

i

i
i

mn

b

a
F

      

          (2.6.46) 

olsun. Burada ai, bi katsay lar bir sonraki durumdan belirlenir. Maclaurin 

serisinde )(mnf rasyonel fonksiyonun bir eleman olan ilk )( nm

 

bile eni, 

)(F serisinin ilk )1( nm bile eni ile çak r. Sonra nmFmn / Padé 

yakla m ile isimlendirilir. Örnek olarak, Duffing denkleminin frekans için 

2/2 Padé yakla m ,   

2

2

2/2 732

1932

A

A

  

                (2.6.47) 

dir.    

imdi bu nedenle, iki çok büyük ko ulla e lenen Padé metodunda 

de i im önerece iz. Ço u durumlarda,   

0

 

oldu unda asimptotun fiziksel anlam n kolayl kla olu turabiliriz.   

.0...,2
2

10 FFFF              (2.6.48)  

Ayr ca 

 

da s f rdan farkl asimptotlar da vard r.   

...,2
2

1
1

0 fffF :              (2.6.49) 
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De i tirilmi pnm ,, Padé yakla m ,  

p

m

i

i
i

m

i

i
i

mnpF

0

0)( ,               (2.6.50) 

Burada pay ve paydada katsay lar, (2.6.50) denkleminin bir eleman na 

göre 0

 

oldu unda seçilmi tir ve 

 

s ras yla (2.6.48) ve (2.6.49) 

ifadeleriyle çak mal d r, (2.6.38), (2.6.39) ve (2.6.40) denklemleri s ras yla 

modifiye Padé yakla m 2/1,4,24/1,4,0,2/1,2,0 MPYveMPY dir. Bu 

ekilde  bir de i im çok etkin ve uygundur.  

Avantajlar n örneklerle anlatmak için, u örnekleri göz önünde 

bulundural m;   

1)0(,0' 2 uuu .                          (2.6.51)  

1)0('u .                           (2.6.52) 

denklemine sahip oluruz.   

Bu nedenle 1t oldu unda,   

).(1)( 2tOttu

      

          (2.6.53) 

yakla k çözümüne sahip oluruz.   

Bu nedenle t ,  

0u                  (2.6.54) 
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oldu unda bu çözüm bir sonraki sonuca sahip olmak için ola anüstü haz rd r.   

(2.6.54) e bakarsak, (2.6.54) ün gerekli ko ulu ile çak an  

,
1

1

at
u

       

          (2.6.55) 

seçilir. Sabit a, (2.6.53) ün söyleyi i ile a = 1 olarak belirlenir. Bu nedenle tam 

çözüm olan 
t

u
1

1 
(2.6.55) yi gözlemleyebiliriz.   

imdi sal n m göz önünde bulundural m,   

0)0(',)0(,0" 3 uAuuu .              (2.6.56)  

Biz bunun periyod çözüme sahip oldu unu biliyoruz ve bunun yakla k 

çözümü tAu cos

 

formunda varsayal m, burada 

 

bilinmeyen frekanst r, 

daha ilerde belirlenir.   

(2.6.56) dan bir sonraki ba nt y kolayl kla elde edebiliriz.   

.)0(" 3Au

       

          (2.6.57) 

artlar ele tirmeyle (2.6.57),   

.)0(" 32 AAu

     

          (2.6.58) 

sahip oluruz.   

Frekans   

.2/1 A

       

          (2.6.59) 
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olarak belirlenir. Tam frekans Aex

2/19318.0

 
olarak okunur. %7.3 do ruluk 

ola anüstü iyidir.   

imdi üstel Padé yakla m n önerelim.   

0...,2
2

10 FFFF              (2.6.60) 

olsun. da s f rdan farkl asimtotlarda vard r.   

.,0fF                (2.6.61)  

Sonra nm, üstel Padé yakla m n   

i

m

i
i

m

i
ii

mn

ba

dc
F

0

0

exp

exp
)( ,               (2.6.62) 

formuna sahiptir.   

iiii dcba ,,, katsay lar bir sonraki artla belirlenir. Maclaurin serisinde 

)(mnF rasyonel fonksiyonunun bir eleman n n ilk bile enleri 

)(),22( Fnm serisinin ilk bile enleri )22( nm

 

ile ayn d r (çak r).   

.0)0(,01' 2 uuu               (2.6.63) 

örne ini göz önünde bulundural m,   

,1)0('u                 (2.6.64) 

ve 
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.0)0("u                 (2.6.65) 

denklemini elde etmek kolayd r. t , olursa, 1u e sahip oluruz. 

Seçimimize göre üstel Padé yakla m 1,1 ,  

.
1

1
bt

at

e

e
u

       

          (2.6.66) 

formundad r.   

artlar e le tirirsek;   

1)0(' bu ,                (2.6.67)  

,0)2()0(" babu                (2.6.68)  

a = 1/2   ve b = 1 e sahibiz ve a a daki sonuca ula l r. Böylece  

t

t

e

e
u

1

1 5.0

.                 (2.6.69) 

bulunur. ÜPY 2,2   

,
21

21

210

210
tbtb

tdtd

eaeaa

ececc
u

     

          (2.6.70) 

formunda da olu turabiliriz.  

Burada sabitler,  

0,)0()0( )( nuu n
ex

n .1)(,9 u  (2.6.71) 
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yerle imiyle belirlenebilir. Burada )0()(n

exu (2.6.63) den elde edilebilir. Örne in;  

.16)0(,0)0(,2)0(,0)0(,1)0(',0)0( )5()4('''"
exexuexexex uuuuuu  

Üstel Padé yakla m lineer olmayan dalga denklemlerinin çözümünü 

bulmada çok etkili ve uygundur.  

2.7. Modifiye Shohat Aç l m

  

Van der Pol e itli i için Shohat aç l m yaln zca küçük 

 

parametresi için 

de il ayn zamanda büyük 

 

parametresi içinde oldukça do rudur. Fakat 

Mickens bunun bir perturbasyon (perturbation) emas olarak genel bir 

geçerlili inin olmad n göstermi tir. Bu ema, ilk dü ünüldü ü ekliyle, 

Duffing denklemi için büyük de erlerine geni letilebilir. Bu bölümde 

perturbasyon aç l m n n geçerlili inin güçlü lineer olmayan sal n ma 

geni letebilmek için, modifiye bir shohat aç l m n ö renece iz.   

Van der Pol Polinom denklemini ele alal m;   

'.)1(" 2 uuuu

       

(2.7.1)  

ve  Shohat s n makalesiyle tutarl i aret ve de erleri korumak için,   

....1)(,
)(

2
21 aaf

f

s
t      (2.7.2)   

yeni denklem   

'2
2

2
2 ).1().()( uufu

ds

ud
f .      (2.7.3)  
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halini al r.   

1
r .         (2.7.4) 

de i ken dönü ümünü tan mlayal m ya da,   

,...32 rrr

       

 (2.7.5)  

,...)( 3
3

2
2 rcrcrf

      

 (2.7.6)   

....)()(cos 2
2

1 sursrusu      (2.7.7)   

Bölüm 2.2 de tan t lan Lindstedt-Poincaré metoduna  ba vurarak,   

.
16

13
,

16

15
,1 432 ccc       (2.7.8)  

denklemini buluruz.   

Duffing denklemini ele alal m ve   

1         
 (2.7.9) 

olan yeni de i keni tan yal m ve aç sal frekans n ve çözümün  

,...)( 3
3

2
2 cc              (2.7.10)  

,...)()()(),( 2
2

10 uuuu             (2.7.11) 

eklinde yaz labildi ini varsayal m. Burada t dir.  
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Perturbasyon metodunun geleneksel halinde i lem yaparsak,  

cos)(0 Au ,                (2.7.12)  

),cos3(cos
32

1
)( 2

1 Au              (2.7.13)  

).()
8

3
1( 322 OA

    

          (2.7.14) 

sonuçlar n elde ederiz.   

Çok küçük 

 

de eri için, Shohat aç l m ve standart Lindstedt-Poincaré 

metodunun kesinlikle ayn sonuçlar verdi i a ikard r. Ama bu büyük 

 

için 

geçerli de ildir. 1

 

oldu unda,    

ve1)( /1 .                (2.7.15)  

Gerçekte, büyük 

 

de eri için Duffing denkleminde aç sal frekans   

.                 (2.7.16) 

halini al r. (Bak n z denklem (2.6.18)).  

Böylece, ilk dü ünüldü ü ekliyle, Shohat aç l m n n Duffing denklemi 

için büyük 

 

de erlerinde geçerli olmad sonuçland r labilir.   

Shohat aç l m n n de i tirilmi halini geli tirmek için, 

 

de i kenini   

,
a       

          (2.7.17) 
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eklinde yeniden tan mlayal m. Buradan,   

1

a
  ve  )1(a .               (2.7.18) 

dir. Burada, a büyük bir de erdir, a .   

Bu nedenle Duffing denklemi,  

,0)"(" 322 auuuuu

    

          (2.7.19) 

formunda tekrar yaz labilir. Burada üsler ya göre türevi göstermektedir.   

u  ve , her iki bilinmeyende,   

...,2
2

10 uuuu

     

          (2.7.20)  

....1 2
2

1
2

     

          (2.7.21) 

eklinde aç klanabilir.   

2.7.20 ve 2.7.21 denklemlerini 2.7.19 denkleminde yerine koyarak, 

nun kuvvetleri gibi katsay lar,   

,0)0(,)0(,0 '
000

"
0 uAuuu              (2.7.22) 

0)0(,0)0(,0)( '
11

3
00

"
0

"
011

"
1 uuauuuuuu

  

          (2.7.23) 

denklemini sa lar. (2.7.22) denkleminin çözümü cos0 Au

 

d r. 1u de seküler 

olmayan terimlerin gereklili i,  
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.

4

3 2
1 aA

       
          (2.7.24) 

sonucunu ç kar r.   

E er, örne in 1. dereceden yakla m yeterli ise,   

.)1(
4
3

1
4
3

1 22 AaAa             (2.7.25)  

denklemine sahip oluruz.   

(2.7.25) denklemindeki a sabiti belirli olmal d r. Bu nedenle orijinal 

parametre nun büyüklü ünü önemsemeyerek, 

 

de i keni daima çok küçük 

kal r. Yani 1. Pratikte, aç sal frekans n özde le mesinden sonra 0

 

olarak al n z. 

2.8. Çok Zamanl Aç l mlar  

0'2" uuu ,                   (2.8.1) 

formunda yaz lan lineer sal n m , basit prosedürün en iyi aç klay c örne i olarak 

göz önünde bulundural m. Basit aç l m,  

...)sin()cos(
2

1
)(cos)cos( 22 tttatattau          (2.8.2)  

sonucuna ula r.   

Seküler terimlerin varl yüzünden )(0 1t oldu unda bu aç l m 

geçerli de ildir. yi bir yakla m, t ve un yan nda u yu 
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...)3,2,1(2 nt

 
kombinasyonuna dayanarak aç klar. Çarp m skalas 

metodunun en kolay dü üncesi farkl zaman ölçeklerine girmektir.   

tTtTtT 2
210 ,,

      
 (2.8.3)  

Burada );(tuu  yerine );( nTuu yazar z. Zincir kural  kullan larak,  

...,2
2

10 DDD
dt

d

     

            (2.8.4) 

ve          ,....)( 2
2

2
102

2

DDD
dt

d

    

              (2.8.5) 

 elde edilir. Burada nn TD / dir.   

Çözüm,  

...,)()()( 2
2

10 nnn TuTuTuu

     

(2.8.6) 

eklinde aç klanabildi ini varsayal m.   

Kolay bir i lemle,  

              )()
2

1
cos( 22 OttBeu t

  

                           (2.8.7) 

elde edilir.   

Genellikle, yakla k çözüm birçok durumda geçerli olan çarp m skalas 

metoduyla sadece küçük parametrelerin de erleri için çözülür.  



  
91

    
Bir sonraki bölümde, parametrelerin çok büyük de erleri için metodun 

geçerlili ini, metodun güvenilir de i imi ile sunaca z. Yani 1

 
olacakt r.  

Örnek 1

   

,0)1(" uu

       

(2.8.8)  

diferansiyel denklemini göz önünde bulundural m. Yukar da verilen örne in 

biçim de i imiyle,   

0)1()(2 2

10

2

2
0

2

uO
TT

u

T

u

    

(2.8.9) 

i elde ederiz. 10 uveu  için denklem  

,002
0

0
2

u
T

u      
          (2.8.10)  

02 0
10

0
2

12
0

1
2

u
TT

u
u

T

u
.               (2.8.11) 

(2.8.7) nin genel çözümü,    

,...)),(cos(,...),( 210210 TTTTTau

    

          (2.8.12) 

dir. 0u (2.8.8) de yerine koyarak,   

)cos())cos((2 00
10

2

12
0

1
2

TaTa
TT

u
T

u 
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).cos()12(

sin2)cos())sin((2

0
1

0
1

00
1

Ta
T

T
T

a
TaTa

T    

  (2.8.13) 

sonuçlan r.  

1u de seküler olmayan terimler,   

,0
1T

a       
          (2.8.14)  

012
1T

.                 (2.8.15) 

ifadelerini gerektirir. E er sonuç diferansiyel denklem 1u  için çözülürse,   

01u                   (2.8.16) 

bulunur.    

(2.8.14) ün çözümü 1T in ba ms zl n gösterir, yani ,...),( 32 TTaa

 

(2.8.15) in çözümü,   

2
1T

        

          (2.8.17) 

dir. Bundan dolay ,  

).()
2

1
1cos(...)

2

1
cos(,...),( 2

1032 OtATTTTau

  

          (2.8.18) 
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Örnek 2

  
Lineer olmayan,  

0"4" 2uuuu ,                (2.8.19) 

sal n m n göz önünde bulundural m. tTvetT 10 biçim de i ikli ine 

girersek, nun kuvvetlerini büyüterek,   

04 02
0

0
2

u
T

u
,                 (2.8.20) 

denklemini çözmek için homojen olmayan,  

.024 2
0

0
2

2
0

10

2

12
0

1
2

T

u
u

TT

u
u

T

u    
          (2.8.21) 

lineer diferansiyel denklemini elde ederiz. (2.8.18) in çözümü,   

00 2
1

2
10 )()( iTiT eTAeTAu .                (2.8.22) 

dir. 0u (2.8.19) da yerine koyarsak,  

000 22632
12

0

1
2

12444 iTiTiT eAAeAiAeu
T

u

   

          (2.8.23) 

sonuçlan r.   

Tekrar, seküler terimlerin elenmesi,   

.0124 2 AAiA                (2.8.24) 
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ü gerektirir.   

),exp(
2

1
iaA

      
          (2.8.25) 

kutupsal formunun (2.8.24) de yerine konmas yla ve reel ve imaginer 

bölümlerinin ayr lmas yla,  

0
1T

a
,                 (2.8.26)  

0
4

3 3a
T

a
i

.                (2.8.27) 

elde edilir.   

Bundan dolay a bir sabittir ve   

01
2

4

3
Ta                (2.8.28) 

d r. Bu nedenle, birinci yakla m,  

,...)
4

3
2(cos 0

2 taau              (2.8.29) 

dur. Burada a ve 0 sabitleri ba lang ç artlar ile belirlenmi tir.     
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2.9. Modifiye Çok Zamanl Aç l mlar  

Bu bölümde, a a daki genel lineer olmayan sal n mlar göz önünde 

bulunduraca z;   

0)0(',)0(,0),'(
2

2

uAuuufbu
dt

ud
.         (2.9.1) 

Burada ,b sabittir. Bizim çal mam zda 

 

parametresinin küçük olmas 

gerekmez, yani 0 dur.   

Zaman skalas na giri te ,...)1,0(ntT n
n dir. Çözüm ve sabit olan 

b yi ;   

...,,...),,(,...),,(,...),,( 2102
2

21012100 TTTuTTTuTTTuu          (2.9.2)  

...,2
2

1
2b      (2.9.3)  

Burada 2

 

ve i

 

sabitleri seküler olmayan terimlerin anlam yla 

belirlenebilir.   

Basit i lemlerin en iyi örne ini vermek için matematiksel aç l mlar n 

kar k biçimlerine gerek duyulmadan, bilinçalt ndaki fikirler aç k yap lmal d r.   

0.1'2" uuu

      

            (2.9.4) 

eklinde yaz lan (2.8.1) örne ine tekrar göz atal m.  

Çözümün ve (2.9.4) örne indeki 1 katsay s n n, s ras yla (2.9.2) ve (2.9.3) 

denklemleriyle ifade edilebildi ini varsayal m. Burada 1b ; (2.9.2) ve (2.9.3) ü 
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(2.9.4) de yerine koyarak ve standart perturbasyon metodunda ayn 

manipulasyonla ilerleyerek,   

,00
2

0
2
0 uuD

      
            (2.9.5)  

,022 00010011
2

1
2
0 uDuDDuuuD

    

 (2.9.6) 

   .02222 01101100
2

102011022
2

2
2
0 uDuDuDDuDuDDuuuuD    

(2.9.7) 

denklemlerini elde ederiz.  

(2.9.5) denklemi için genel çözüm   

)cos(),( 0210 TTTAu ,       (2.9.8)   

Burda A ,..., 21 TT nin bir fonksiyonu ve  bir sabittir.   

 

çarp m skalalar standart metodunda, ,..., 21 TT nin bir fonksiyonu 

olarak incelenir. Bu görü te, yakla m m z çarp m skalas standart metodundan 

daha kolay görünür. 1u  için denklem,  

0)sin(2)()sin(2)cos( 010011
2

1
2
0 TAADTTuuD 

(2.9.9)  

eklinde ifade edilir. Seküler terimlerin ç kar lmas yla,   

01 ,                 (2.9.10) 

a ve çözümü 
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,0)(1 AAD                (2.9.11) 

olan  

TieTBA )( 2 .                 (2.9.12) 

a ihtiyaç duyulur. 1u  için çözüm,   

01u                  (2.9.13) 

olup , (2.9.8) ve (2.9.13) den 0u  ve 1u i (2.9.7) de yerine koyarak,   

0)cos()(2)cos()(

)sin()(2)cos(

010
2

1

02022
2

2
2
0

TADTAD

TADTAuuD  

(2.9.14) 

elde edilir. Seküler terimleri 2u de ç kararak, )cos( 0T  ve )sin( 0T n n 

katsay lar n

 

s f ra e it alarak kurar z. Böylece   

0)(2 AD ,                   (2.9.15)  

0)(2)( 1
2

12 ADADA .                (2.9.16) 

bulunur. (2.9.11) e bakarsak 1,12
TBeA i elde ederiz. Burada B s f r 

olmayan sabittir. 2u  için çözüm,  

02u .                  (2.9.17) 

olarak okunur. Bundan dolay ikinci dereceden  
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),cos( tBeu t                (2.9.18) 

çözümünü elde ederiz. Burada frekans,   

2
2

2
1 11 .              (2.9.19) 

olarak çözülür. (2.9.18) denklemi bir tam çözümdür. Burada veB  sabitleri 

ba lang ç ko ullar ndan belirlenir.   

0)0(')0(,0.1" 3 uveAuuuu

   

          (2.9.20) 

biçiminde yaz labilen duffing denklemi, imdiki modifiye çok zamanl aç l m n n 

etkinli ini ve uygunlu unu do rulamak için kullan l r.   

b = 1 alarak ve (2.9.2) yi (2.9.3) te yerine koyarak, (2.9.20) de nun 

ayn kuvvetlerini toplayarak,  

,00
2

0
2
0 uuD

      

          (2.9.21)  

02 3
0010011

2
1

2
0 uuDDuuuD ,             (2.9.22) 

elde edilir. Au )0(0  ve )0(0u ba lang ç ko ullar ile (2.9.21) denklemini 

çözerek,   

0210 cos),( TTTAu

      

          (2.9.23) 

elde edilir. 0u (2.9.22) de yerine koyarak,  

03cos
4

1
sin)(2cos)

4

3
( 0

3
010

2
11

2
1

2
0 TATADTAAuuD .(2.9.24) 



  
99

   
sonuçlan r. Seküler terimlerin elenmesi,   

1( ) 0,D A

     
                                 (2.9.25)  

2
1 4

3
A .                 (2.9.26) 

y gerektirir. E er (2.9.3) den sadece birinci dereceden yakla k çözümler 

aran rsa,   

2

4
3

1 A

      

          (2.9.27) 

elde edilir. 0)0(1u  ve 0)0(1u ba lang ç ko ullar yla (2.9.24) ün çözümü,  

)cos3(cos
32 02

3

1 Tt
A

u .                (2.9.28) 

olarak bulunur. Böylece,  

)cos3(cos
32

cos
2

3

tt
A

tAu .                          (2.9.29) 

ile birinci dereceden yakla k çözümü elde ederiz.   

Küçük 

 

için yani 10 i göz önünde bulundural m, bu  

2

8

3
1 A

       

            (2.9.30) 

yi izler. 
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Bundan dolay , bu limitte, as l yöntem, Standart Lindstedt-Poincare 

yöntemi ile tam olarak ayn sonucu verir. 

 
oldu unda do ruluk %7.6 

olarak incelenir.   

imdi,   

0)'
3

1
'(.1" 3uuuu

     

          (2.9.31) 

olarak okunan Rayleigh denklemini göz önünde bulundural m. Ba lang ç 

ko ullar au )0(  ve 0)0('u d r. Bizim çal mam zda un küçük olmas 

gerekmez. Yani 0 d r. Yukar daki örneklerden ayn ustal kla a a daki 

denklemleri elde ederiz.   

,00
2

0
2
0 uuD

      

          (2.9.32)  

0)(
3

1
2 3

0000010011
2

1
2
0 uDuDuDDuuuD

 

          (2.9.33)  

0)()(

22

01
2

0010
2

00

01101100
2

102011022
2

2
2
0

uDuDuDuD

uDuDuDDuDuDDuuuuD

      

(2.9.34)  

(2.9.32) nin çözümü   

,cos),( 0210 TTTAu

     

          (2.9.35) 

d r. Sonucu (2.9.33) te yerine koyarak,  
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2 2 3 3 3
0 1 1 1 0 1 0 0 0

1
cos 2 ( )sin sin sin 0

3
D u u A T D A T A T A T

  
          (2.9.36) 

elde edilir. Seküler terimlerin varl n ç karmak,   

01 ,                 (2.9.37)  

0
4

1
)(2 33

1 AAAD

    

          (2.9.38)  

gerektirir. Böylece (2.9.38) in integrali al n rsa,   

2/12222 1)4(

2
Teaa

a
A

    

          (2.9.39) 

elde edilir.  

Önemli Not: lk zamanlarda A n n büyüklü ünün  lineer olmayan 

 

frekans  

üzerine dayand n bulduk. Ayr ca t  ya da 

 

oldu unda A n n 

büyüklü ünün, s f rdan farkl oldu u sürece a n n ba lang ç de erine 

bak lmaks z n 2 e iliminde oldu u aç kt r.   

)(1 tu için k smi çözüm,   

0

3

1 3sin
32

T
A

u

      

          (2.9.40) 

olur. 0u  ve 1u i (2.9.34) te yerine koyarak ve 2u de seküler olmayan terimler 

gerekmeyerek,  
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T

uDuDuDDuDuDDuuT
0 01101100

2
102011020 22cos

   
              0)()( 01

2
0010

2
00 dtuDuDuDuD           (2.9.41) 

ya da 

T
dtuDuDuDuDuDuDuT

0 01
2

0010
2

00010
2

1020 0)()(cos

 

          (2.9.42) 

(2.9.42) yi elde ederiz. Bu da bizi 

0)(
4

3

128

3
)(

1
)(

1
1

244

1
2

12 AD
AA

AD
A

AD
A

  

          (2.9.43) 

sonucuna götürür.   

E er, ikinci derece yakla k çözümünü durdurursak, (2.9.43) ten, 

0)(
4

3
128

3
)(

1
)(

1
1 1

244

1
2

1
22 AD

AA
AD

A
AD

A

 

          (2.9.44) 

elde edilir. (2.9.38) i tekrar hat rlayarak 8/2/)( 32
1 AAAD a sahip oluruz. 

Lineer olmayan frekans ve genlik aras ndaki ili kiyi çok önemli olan (2.9.44) 

denklemi ortaya ç kar r. Bu nedenle bu denklemi Frekans-Genlik denklemi olarak 

isimlendiririz. imdiki baz yazarlar böyle bir ba nt n n daha önce elde 

edilmemi oldu unu bilirler. Ba lang ç genli i ve as l genlik üzerinde lineer 

olmayan frekans n ba ml l , lineer olmayan sal n mda çok önemli karakterdir.                                               

Çok küçük  için )(1 2O ye sahip olmam z çok a ikard r. Geleneksel 

çarp m skalas metoduyla elde edilen )(01 2  (2.9.44) denklemini, yeniden 
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0)(

4

3

128

3
)(

1
)(

1
)1(

1
1

244

1
2

1
2

2 AD
AA

AD
A

AD
A

 
          (2.9.45) 

formunda tekrar yazal m.   

 

oldu unda 2,0 A  ve 11)( 2
1 AD oldu u 

aç kt r. Basit asimtotik aç l m yla,   

)( 21 OC ,                (2.9.46) 

ba nt s n buluruz. Burda C bir sabittir. 

 

nun büyük de erleri için )1( , 

a a daki ba nt y tam periyod 8  için elde ederiz.  

)1(614.1)2ln
2

3
(2)3(2

3/1

3/2
vdv

v

dv
Tex           (2.9.47)  

Büyük 

 

için, yakla k periyodun, tam olanla ayn belirgin özelli e sahip 

oldu u aç kt r.  

2.10. Krylov-Bogoliubov-Mitropolsky Metodu  

KMB metodu N.M Krylov (1879-1955) ve N.N Bogoliubov (1909-1992) 

taraf ndan geli tirilmi tir. Metod matematiksel olarak Bogoliubov ve Yury 

Mitropolsky (1917-     ) taraf ndan geni letilmi ve uygunla t r lm t r.   

Lineer olmayan diferansiyel denklemin,  

).',(" uufuu

      

          (2.10.1) 

formunda sahip oldu unu dü ünelim.   

E er 0  ise, (2.10.1) denklemi, 
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0" uu .                 (2.10.2) 

lineer denklemine indirgenir. (2.10.2) nin çözümü,  

)cos(tAu                (2.10.3) 

formunda yaz labilir. Burada A ve  sabittir. Çözümün türevinin (2.10.3) 

denklemiyle,   

)sin(' tAu ,                (2.10.4) 

eklinde oldu unu unutmayal m.  

E er 0  fakat yeterince küçükse, lineer olmayan (2.10.1) denkleminin (2.10.4) 

denkleminin türev formuyla, A ve 

 

 sabit olmaktansa t nin fonksiyonlar olmak 

art yla, (2.10.3) denkleminin çözüm formu oldu unu varsayabiliriz.   

Bu, (2.10.1) denkleminin çözümünün   

))(cos()( tttAu

      

          (2.10.5) 

oldu unu varsaymaktad r.   

E itlikteki A ve 

 

t nin fonksiyonlar d r. Bunlar çözümün türevi gibi 

sabitleri belirler.   

))(sin()(' tttAu ,                (2.10.6)  

Bu varsay lan çözümün diferansiyeli al narak;   

)sin()'1()cos('' tAtAu ,             (2.10.7) 
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elde edilir. 'u için, (2.10.6) denklemiyle verilen formu elde etmek amac yla,    

0)sin(')cos(' tAtA ,              (2.10.8) 

a gerek duymal y z. Varsay lan türevin diferansiyeli al narak, (2.10.6) 

denkleminden,   

)cos()'1()sin('" tAtAu .             (2.10.9) 

elde edilir.  

Varsay lan çözüm (2.10.5) denklemini, varsay lan türev (2.10.6) denklemi 

ve (2.10.9) denklemiyle verilen ikinci türevi, (2.10.10) diferansiyel denkleminde 

yerine koyarak,  

)sin(),cos()cos(')sin(' tAtAftAtA ,      (2.10.10) 

u elde ederiz.   

E er )(t yerine )(t

 

al rsak, (2.10.8) ve (2.10.10) denklemleri,   

0sin'cos' AA ,             (2.10.11)  

sin,coscos'sin' AAfAA

    

        (2.10.12) 

eklinde yaz labilir. (2.10.11) ve (2.10.12) denklemlerini 'A  ve '  için çözerek,   

sinsin,cos' aafA

    

        (2.10.13)  

cossin,cos' aaf
A

,            (2.10.14) 
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denklemlerini elde ederiz. 

cossin,cossinsin,cos aafveaaf yi Fourier serisini açarak,  

,sin)(cos)()(sin
1

0
n

nn nALnAKAKf

  

       (2.10.15a)  

,sin)(cos)()(cos
1

0
n

nn nAQnAPAPf

 

       (2.10.15b) 

yi elde ederiz.   

Burada;   

2

00 sin
2

1
)( dfAK ,  

dnfAKn

2

0
cossin

1
)( ,  

2

00 cos
2

1
)( dfAP ,  

dnfAPn

2

0
coscos

1
)( ,  

dnfALn

2

0
sinsin

1
)( ,  

dnfAQn

2

0
sincos

1
)( . 

Böylece (2.10.13) ve (2.10.14) denklemleri,  
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1

0 sin)(cos)()('
n

nn nALnAKAKA ,          (2.10.16) 

ve  

1
0 sin)(cos)()('

n
n nAQnnAP

A
AP

A
,          (2.10.17) 

eklinde yaz labilir.   

Krylov ve Bogoliubov un birinci yakla m (2.10.16) ve (2.10.17) 

denklemlerinin sa taraf ndaki ilki hariç tüm terimlerini içerir;   

2

00 sin
2

)(' dfAKA            (2.10.16)  

2

0
0 cos

2
)(' df

A
AP

A    
        (2.10.17)  

3uf

 

olsun. Bu Duffing Denklemi ile e lenir. )(tA = sabit elde edilir 

ve 

 

a a daki denklemle belirlenir;   

2

0

243

8

3
cos

2
' AdA

A
.            (2.10.18)  

)(t

 

için çözüm yap l rsa,  

0
2

8

3
tA  ,              (2.10.19) 

elde edilir. Burada 0

 

sabittir. Bundan dolay ilk yakla ma göre Duffing 

denkleminin çözümü;  
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0

2 )
8

3
1(cos tAAu ,             (2.10.20) 

dir. Bu çözüm sadece nun küçük de erleri için geçerlidir.  

2.11. Averaj Metodu Üzerine   

Bu bölüm Krylov-Bogoliubov-Mitropolsky metodunu önerir. Lineer 

olmayan,   

).',(" uufuu

      

          (2.11.1) 

sal n m n göz önünde bulundural m. (2.11.1) i ,  

),',('' 2 uuFuu

      

          (2.11.2) 

formunda tekrar yazal m. Burada 

 

sal n m n frekans olarak belirlenir, ve F,  

ufuuF )1()',( 2 .               (2.11.3) 

eklindedir. E er 0F  olursa (2.11.1)   

0" 2uu

       

          (2.11.4) 

lineer denklemine indirgenir.   

(2.11.4) ün çözümü,  

)cos( tAu ,                (2.11.5)  

formunda yaz labilir. A  ve 

 

sabittir. (2.11.1) in çözümün,  
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)cos()( ttAu ,                (2.11.6) 

formuna sahip oldu unu varsayal m, Burada A t nin fonksiyonu olarak belirlenir. 

Bu varsay lan çözümün iki kez diferansiyelini alarak,  

)cos()sin('2)cos("" 2 tAtAtAu            (2.11.7) 

olarak elde edilir. (2.11.6) y ve (2.11.7) yi yerine koyarak,  

FtAtA )sin('2)cos(" .             (2.11.8) 

denklemini elde ederiz. F yi Fourier serisine açarsak,   

1
0 )sincos(

2

1

n
n tnbntnaaF

   

          (2.11.9) 

elde edilir. Burada;   

T
TFdt

T
a

00 /2,
2

  

T

n ndtnF
T

a
0

...),3,2,1(,cos
2

  

T

n ntdtnF
T

b
0

,...)3,2,1(,sin
2

  

E er f /2T periyodu ile periodik bir fonksiyon ise 0a  tamamen yok 

oldu unu not edelim. E er 0a s f rdan farkl ysa, (2.11.2),  

),(" '2 uuFuu

      

        (2.11.10) 
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olarak de i tirilmelidir. Burada,   

ufBuuF )1()',( 2

     
        (2.11.11) 

olup, (2.11.10) un çözümü,   

,cos)(
2

B
ttAu

      

        (2.11.12) 

formunda varsay l r. Burada B,   

T
Fdt

T

B
02 .

1

      

        (2.11.13) 

ba nt s ndan belirlenen bir sabittir. (2.11.12) yi (2.11.10) da yerine koyarak, 

2n oldu unda )(sin tn  ve )(cos tn nin terimlerini ihmal ederek ve 

)sin( t  ve )cos( t n n katsay lar n her iki tarafta e itleyerek,   

T
tdtF

T
A

0
,cos

2
"

      

        (2.11.14)  

T
tdtF

T
A

0
.sin

2
'2

     

        (2.11.15) 

elde edilir.   

Yeni averaj yöntemini (2.11.1) denklem formuna sahip diferansiyel 

denklemlere uygulayaca z.  

Örnek 1

   

3uf olsun. Bunun,  
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0" 3uuu .               (2.11.16) 

Diferansiyel denklemine kar l k gelir ve,   

)cos()1()(cos)1( 23323 tAtAuuF            

   )(3cos
4

1
)cos()

4

3
1( 322 tAtAA          (2.11.17) 

Bundan dolay ,   

AAA )
4

3
1(" 22 ,             (2.11.18)  

0'2 A .               (2.11.19) 

elde edilir. (2.11.19) dan A = sabit ine sahip oluruz. Sonucu (2.11.20) denklemini 

(2.11.18) de yerine koyarak,   

,
4

3
1 2A

      

        (2.11.21) 

bulunur. Burada hata, A  ve nun herhangi bir de eri için tam periyodunun 

%7.6 s ndan daha azd r.  

Örnek 2

   

A a daki forma sahip, lineer denklemi göz önünde bulundural m.  

0'" uuu    ,     0

     

        (2.11.22) 
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Tam çözümü isteyerek elde etsek de, bu misali metodumuzu örneklerle 

anlatmak, verimlili ini geli tirmek için kullanaca z.   

Bu örnekte;  

)sin()cos(')1()1(' 22 tAtAAuuF .      (2.11.23) 

olup, veA  tekrar,  

AAA )1(" 2                          (2.11.24) 

AA2                               (2.11.25) 

denklemleriyle belirlenir.   

(2.11.25) i kolayla t rmak için,  

0
2

1
AA .               (2.11.26) 

yaz l r. Böylece (2.11.26) n n çözümü,  

2/taeA .               (2.11.27) 

biçimindedir. Sonucu (2.11.27) denklemini (2.11.24) te yerine koyarak ve sonuç 

aç l m n basitle tirerek,   

2
)1(

4

2
2

2

,               (2.11.28) 

olarak yazar z.   

Bundan dolay , 
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taeu

t
2/122

1

)
4

1
1(cos ,            (2.11.30) 

yakla k çözümü elde edilir. Bu tam çözümdür.   

Standart Krylov-Bogoliubov ilk yakla m  ise   

),cos(2

1

taeu
t      

        (2.11.31) 

eklindedir 2 . 

Örnek 3  

Son örnekte, Vander Pol denklemine göz atal m;   

')1(" 2 uuuu .              (2.11.32) 

Bir önceki örnekteki gibi,  

uuuF )1(')1( 22

 

    )cos()1()sin()cos('(cos(1 22 tAtAtAtA 

    ),sin()
4

1
1()cos()1('

4

3
' 222 tAAtAAAA                                                                                                                         

                                                                                                                    (2.11.33)  

Yeni metodun yakla m nda,   

.)1(
4

3
'" 22 AAAA

     

        (2.11.34) 
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.)

4

1
1('2 2 AAA

     
        (2.11.35) 

elde edilir. (2.11.35) denklemi basit olarak,   

)
4

1
1(

2
' 2AAA .              (2.11.36) 

biçiminde yaz l r. 

t

 

durumunda 2A

 

oldu u aç kt r ve bu da klasik perturbasyon metodu ile 

uyumludur.  

Böylece (2.11.36) denkleminin çözümü,   

te
A

A
)1

4
(1

4

2
0

2 .              (2.11.37) 

eklindedir. imdi  

(2.11.37) i (2.11.34) de yerine koyarak,   

A

AAAA '
4

3
'"

1

2

     

        (2.11.38) 

elde edilir.   

Bu bize, frekans n, zamanla de i en geni lik üzerine dayand n gösterir.    
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3.HOMOTOP PERTURBASYON METODU 

3.1. Giri

 
E er f ve g, X ten Y ye dönü üm iseler (örne in sürekli fonksiyonlar) ve 

F:XxI Y olacak ekilde F(x,0) = f(x) ve F(x,1) = g(x) , x X  var ise, f g ye göre 

homotopiktir deriz. 

Örnek olarak a a daki homotopik fonksiyon yaz labilir. 

F(x,p) = pg(x) + (1-p) f(x), p [0,1]     (3.1.1) 

(3.1.1) denkleminde p = 0 oldu u zaman denklem f(x), ve  p = 1 oldu u 

zaman e itlik g(x) olur. Bu yüzden s f rdan 1 e p nin de i im i lemi f(x) den 

g(x) e F( ,p) in de eridir. Homotopi diferansiyel topolojinin önemli bir 

parças d r. Homotopi teknikleri lineer olmayan cebirsel denklemlerin bütün 

köklerini bulmak için uygulan r. Basit bir örnekle aç klamak istersek a a daki 

lineer olmayan cebirsel denklemi göz önünde bulundurabiliriz.  

f(x) =0, x R,                                                                             (3.1.2)      

[1,2]yi sa lad gibi Rx[0,1] R bir homotopi çizeriz. 

H( ,p)= 1,0,,0)()()1()(. 0 pRxxffpfp         (3.1.3a) 

veya     H( ,p)= 1,0,,0)()()( 00 pRxxpfxff

 

           (3.1.3b) 

p nin bir parametre oldu u yerde x0 (3.1.2) denkleminin ba lang ç yakla m d r. 

A ikar olarak, 
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H( ,0) = f( ) f(x0) = 0,                                                                     (3.1.4) 

H( ,1) = f( ) = 0                                                                                (3.1.5) 

S f rdan bire p nin de i im i lemi [f( )-fx0)] ten f( ) ye H( ,p) dir. 

Topolojide buna deformasyon denir, f( )-f(x0) ve f( ) ler homotopik olarak 

adland r l r. 0 

 

p 

 

1 aral nda oldu undan dolay bu parametre, bir küçük 

parametre gibi göz önünde bulundurulabilir. Pertürbasyon tekni ini uygularken, 

farz edelim ki denklemin (3.1.3) çözümü = 0+p 1+p2
2 (3.1.6) gibi ifade edilir. 

P,1 e giderken (p 1), (3.1.3) denklemi (3.1.2) denklemine e leniyor ve (3.1.6) 

denklemi, (3.1.2) denkleminin yakla k çözümü oluyor. Örnek olarak, 

.....lim 210
1p

x      (3.1.7) 

(3.1.3) denkleminin yakla k çözümünü elde ederken, ilk olarak f( ) 

fonksiyonunu Taylor serisine göre açar z. 

22 2
0 0 1 2 0 1 2

1
...

2!
f f f p p f p p (3.1.8) 

(3.1.3b) denkleminde (3.1.8) i ve e it kuvvetli p lerin katsay lar n yerine koyarak 

0: 00
0 xffp

      

(3.1.9) 

0: 010
1 xffp

     

          (3.1.10) 

0
!2

1
: 2

1020
2 ffp                                 (3.1.11) 
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0

!3

1
2

!2

1 3
1021030 fff            (3.1.12) 

elde edilir. 

Yukar daki denklemlerden 1, 2 ve 3, 

0

0
1 f

xf

       

          (3.1.13)  

2

0

0

0

0

0

2
10

2 !2!2 f

xf

f

f

f

f   
          (3.1.14) 

3

0

0

0

0

3

0

0

2

0

0

0

3
10

0

210
3 62

1

!3 f

xf

f

f

f

xf

f

f

f

f

f

f
     

(3.1.15) 

biçiminde bulunur. 

p = 1 alarak, a a daki 1. dereceden yakla k çözüm elde edilir. 

0

0
010 f

f
x ,               (3.1.16) 

Bu çözüm ayn zamanda bir iterasyon formülü olarak ta yaz labilir. 

n

n
nn f

f
x 1                (3.1.17) 

(3.1.19) denkleminin bir çözümü 0 = x0 d r. (3.1.7) formülünde sonucu yerine 

koyarak iyi bilinen bir Newton iterasyon formülü  
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n

n
nn xf

xf
xx 1                (3.1.18) 

olarak bulunur. 

Benzer olarak ikinci dereceden yakla k çözümü 

x = 0+ 1+ 2                 (3.1.19) 

bulunur veya bir iterasyon formülü 

2

1 2 n

n

n

n

n

n
nn f

f

f

f

f

f
x

   

         (3.1.20a) 

a a daki iterasyon formülüne [1,2] dahil ediliyor 

2

1 2 n

n

n

n

n

n
nn xf

xf

xf

xf

xf

xf
xx           (3.1.20b) 

3. dereceden yakla k çözüm  

x = 0+ 1+ 2+ 3                (3.1.21) 

veya [1,2] deki iterasyon formülü  

322

1 62

1

2 n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n
nn f

f

f

f

f

f

f

f

f

f

f

f
x

 

(3.1.22a) 

a a daki iterasyon formülü gibi yaz l r; 
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322

1 62

1

2 n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n
nn xf

xf

xf

xf

xf

xf

xf

xf

xf

xf

xf

xf
xx 

(3.1.22b) 

Örnek 1

  

           2. dereceden polinom f(x) = x2+x-2 =0 

Çözüme ba lang ç de er olarak x0=0 la ba lar z, (3.1.9)daki denklemden 

01
0  ve 12

0

 

de erlerine ula r z. 

(3.1.20a) denkleminden 21
1x ve 12

1x gerçek çözümlerini elde 

ederiz. 

Örnek 2

  

A a daki denklemin  x = 0 daki kökünü bulun. F(x) = x-  Coshx. 

x0=0 la ba layarak (3.1.20b) denkleminden sadece bir iterasyonla 

x1= + 3/2 ye ula l r. 

 

= 0,20, x1=0.4919 oldu unda, denklemin gerçek çözümü 0.5050 dir. 

x=a ve x=b yakla k iki çözümünü bulmak istersek, a a daki gibi bir 

homotopi kurar z. 

(1-p) (x-a)(x-b) + pf(x) =0               (3.1.23) 

veya denk olarak 
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(x-a) (x-b) p(x-a) (x-b)+pf(x) =0              (3.1.24) 

(3.1.24) denkleminin bir çözümü  

x = x0+pc1+p2c2+                 (3.1.25) 

(3.1.25) p den ba ms z katsay larla p deki bir kuvvet serisine sahiptir. 

Aç k olarak, p = 0 kullan ld nda elde edilen x0 ba terimi  

b

a
x0                 (3.1.26) 

de erlerini alarak ba lang ç çözümü farzedilir. 

Ard k katsay lar c1,c2, a a dakiler gibi çözülür, 

bax

xf
c

0

0
1 2      

          (3.1.27) 

bax

xfxfxx
c

0

001
2
1

2 2     
          (3.1.28) 

Denklemde p = 0 al narak elde edilen 1. dereceden yakla k çözüm: 

bax

xf
xcxx

0

0
0101 2    

          (3.1.29) 

veya 1
nx  ve 2

nx lerin n.dereceden yakla k çözümü olan 

211 2 nnn

n
nn xxx

xf
xx

     

          (3.1.30) 
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bir iterasyon formülüdür. 

2.dereceden yakla k çözüm 

bax

xfxfxx

bax

xf
xx

0

001
2
1

0

0
0 22 

bax

xf
bax

xfxf

bax

xf

bax

xf
x

0

0
0

00

2

0

0

0

0
0 2

22

2 
          (3.1.31) 

  
3

0

0
2

00000
2

0

0
0

2

22

2 bax

xfbaxxfxfbaxxf

bax

xf
x

 

veya bir iterasyon formülü 

1 1 2

2
1 2 1 22

3
1 2

2

2 2

2

n
n n

n n h

n n n n n n n n n n

n n n

f x
x x

x x x

f x x x x f x f x x x x f x

x x x

                                                              

                             (3.1.32) 

olarak bulunur. 

Örnek 3

 

A a daki denklemin kökleri yakla k x = 3 ve x = 6 olarak bulundu. 

sinx = 0                 (3.1.33) 
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(3.1.30) denklemi iterasyon formülü taraf ndan  

        terasyon 

 

            x

  

x

 

0   3  6 

1   3.047  6.093 

2   3.078  6.155 

3   3.098  6.215 

4   3.112  6.236 

de erlerini elde ederiz. Bu serilerin gerçek çözüme yak nsad a ikard r. x0 a 

yak n 2 kökü bulmak için, a a daki homotopiyi kurmal y z; 

0
2

1
1 2

00000 xpfxxxfxxxfxfp         (3.1.34) 

Örne in, x = /2 yakla k de eri için a a daki denklemin 2 kökünü 

ara t r n z. 

f(x) = sinx                 (3.1.35) 

(3.1.34) denklemine göre a a daki homotopiyi kurabiliriz. 

0sin
22

1
11

2

xpxp

    

          (3.1.36) 

Önceki prosedürde 
1565.0

985.2
0x ve 

11020.0

11027.0
1x de erlerine 

sahipler. Bu yüzden yüksek do rulu un 1 nci yakla k çözümleri  
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0463.0

095.3
10 xxx dür. Tabiki de, e er ihtiyac m z olursa di er 

homotopileri de kurar z.  

3.2.Homotopi Perturbasyon Metodu 

       Homotopi Perturbasyon Metodu [1-10] al lmam ve etkileyici bir method 

ve çe itli lineer olmayan denklemleri çözer.  

      Özetle bu yeni methodun ana fikri, a a daki lineer olmayan denklemin  

A(u)-f(r)=0   r

     

            (3.2.1)  

A n n genel diferansiyel operatörü oldu u, B nin s n r operatörü oldu u, f(r) nin 

bilinmeyen analitik fonksiyon oldu u, n n 

 

tan m kümesinin s n r oldu u 

B(u, u n) = 0,  r

     

            (3.2.2)  

s n r ko ullar yla göz önünde bulundururuz. 

A operatörü L ve N gibi iki parçaya ayr labilir olup, L lineer iken N lineer 

de ildir. (3.2.1) denklemi a a daki gibi yeniden yaz labilir. 

L(u) + N(u)  f(r) =0                  (3.2.3) 

Homotopi tekni inden dolay  

H( ,p) = (1-p) [L( )-L(u0)] + p[A(

 

) -f(r)] = 0             (3.2.4a) 

veya 

H( ,p ) = L( )-L(u0) + pL(u0) + p[N( )-f(r)] = 0            (3.2.4b) 
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denklemlerini sa layan bir parametre olan p (0,1) ve genel s n r ko ulunu 

sa layan (3.2.1) denkleminin ba lang ç yakla m u0 n oldu u v(r,p): 

 
x 

[0,1]xR bir homotopi kurar z. 

Aç kça, (3.2.4a) veya (3.2.4b) denklemlerinden 

H( ,0) = L( )-L(u0) = 0                 (3.2.5) 

ve         H( ,1 ) = A( )-f(r) = 0                 (3.2.6) 

denklemleri elde edilir. 

p = 0 oldu unda (3.2.4) denklemi lineer bir denklem haline geldi i aç kt r. 

p = 1 oldu unda ise lineer olmayan orijinal bir denklem olur. Bu yüzden 0 dan 

1 e p nin de i im i lemi L( )-L(u0) = 0 denkleminin A( )-f(r)denklemine 

dönü üdür. L( )-L(u0)=0 a ikar problemi gibi 0 dan 1 e monoton olarak artan p 

parametresi, sürekli olarak A( )-f(r)=0 problemine deforme olur. Homotopi 

methodunun temel amac zor problemi bu çal malar alt nda çözebilecek kolay 

probleme indirmektir. Homotopi Pertürbasyon Metodu [1-10] küçük bir 

parametre gibi p paremetresini kullan r. 

(3.2.4) denkleminin çözümü basit bir dü ünceyle p nin bir kuvvet serisi 

gibi yaz l r: 

 = 0 + p 1 + p2
2 +

      

(3.2.7) 

p = 1 e giderken (3.2.1) denkleminin yakla m çözüm sonucu:  

...lim 210
1p

u      (3.2.8) 
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bulunur. 

(3.2.7) serisi p nin tüm çözüm bölgesinde yak nsak olabilir. Pertürbasyon 

metodunun çift metodu ve homotopi metodu, homotopi pertürbasyon metodu 

olarak adland r l r. Son zamanlarda homotopi pertürbasyon metodu oldukça 

geli tirildi. Bu metot, geleneksel pertürbasyon methodunun s n rland rmalar n 

kald r r. Çe itli pertürbasyon tekniklerinin tüm avantajlar n alarak geli tirilmi tir. 

Örnek 1

 

Duffing denklemini 0 3uuu , 

 

>0    (3.2.9) 

u(0)=A ve u (0)=0 ba lang ç ko ullar yla göz önünde bulundural m. Fiziksel 

sebepler bu denklemin bir periyodik çözümünün oldu unu gösterir. S rayla >>1 

ise periyodik çözüm ara t r l r. Farzedelim ki (3.2.9)un frekans w olsun ve 

(3.2.9) denklemi u +w2u = 0 gibi lineer ekilde olsun. A a daki homotopiyi 

kural m: 

u +w2u+p ( u3+ (1-w2)u )=0,  p [0,1]           (3.2.10) 

p = 0 iken (3.2.10) denklemi u +w2u = 0 lineer denklemi haline gelir,      

p = 1 iken de orijinal denkleme dönü ür. Farzedelim ki (3.2.10) denklemini 

periyodik çözümü p nin bir kuvvet serisi gibi yazabiliriz: 

u = u0 + pu1 + p2u2 +

     

          (3.2.11) 

(3.2.10) denkleminde (3.2.11) denklemini koyarsak, p nin ayn 

kuvvetlerinin toplam terimleri u ekilde verilir. 

00
2

0 uu , u0(0) = A, 000u            (3.2.12) 
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01 0

23
01

2
1 uuuu , u1(0) = 0, 001u        (3.2.13) 

u0 = Acoswt olarak verildi inde (3.2.12) denklemi kolayca çözülebilir. 

E er u0 (3.2.13) denkleminde yerine koydu umuzda ve sonuç denklemini 

sadele tirdi imizde 

03 
4

1 

4

3
1 322

1
2

1 tCosAtCosAAuu

 

          (3.2.14) 

denklemini elde ederiz. 

u1 deki seküler terim yok edilirse 2

4

3
1 A                (3.2.15) 

elde edilir. (4.1.29) denkleminin ba l hatas 

 

a giderken % 7.6 d r. Daha 

yüksek yakla k çözümleri için seküler terimleri meydana gelir, bu yüzden her 

zaman önce 2 nci iterasyonu durdururuz. E er yüksek mertebeden çözüm 

gerekirse modifiye Lindstedt-Poincaré metodu uygulanabilir. Bölüm 2 ye 

bak n z. Örnek olarak, a a daki homotopiyi kurar z: 

u +1.u+p u3 = 0                (3.2.16) 

1 = 2+p 1+p2
2+

      

          (3.2.17) 

burada w1, u1 deki seküler terimlerin yok edilmesinden bulunabilir; 

2
1 4

3
A

 

,  42
22 128

3
A

   

          (3.2.18) 

p = 1 ve (3.2.18) i, (3.2.17) denkleminde yerine koyarsak  
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42

2
22

128

3 

4

3
1 AA

   
                   (3.2.19) 

veya         
2

8

5 

2

3
1 

4

3
1 4222 AAA

  

                        (3.2.20) 

denklemlerini elde ederiz. 

(3.2.20) denkleminin ba l hatas 

 

a giderken % 5.9 a ula yor. Gene 

de belli formda bir homotopi kurabiliriz.  

0puup1 3
0

2
0

2

 

                     (3.2.21) 

Basit bir i lemle 

0uu 0
2

00
2

0

     

          (3.2.22) 

0uu 3
0000

2
00

2
01

2
1

 

          (3.2.23) 

denklemlerini elde ederiz. 

0 = u0 = A Cos

 

t                (3.2.24) 

de eriyle ba layal m. 

(3.2.23) denkleminde (3.2.24) de erini yerine koyarsak 

03 
4

1 

4

3
1 322

1
2

1 tCosAtCosAa

 

          (3.2.25) 

(3.2.14) denklemine denk bir denklem elde ederiz. 
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Örnek 2

 
Kuvvet oskilasyonunu göz önünde bulundural m.  

u +u+ u3 = qCos

 

t, u(0) = A, u (0 ) =0,              (3.2.26)  

Burada, n n serbest vibrasyonunun kuvvetli frekans , p nin kuvvetli 

genli idir. 

Çal malar m zda 

 

ve q nun küçük de erler olmas na ihtiyaçlar yoktur. Burada 

(3.2.26) denklemini 

u +1.u+p u3 = qCos t, u(0)=A, u (0)=0                   (3.2.27) 

formunda yeniden yazar z. Farzedelim ki (3.2.27) denkleminin çözümü (3.2.11) 

formunda ifade edilebilir ve (3.2.17) deki örnekte izah edildi i gibi p nin bir 

serisindeki lineer terimlerinin katsay lar pertürbasyon tekni inin geleneksel 

metodu ile u ekilde elde edilebilir; 

,0
2

0 tqCosuu

  

u0(0) = A, 000u         (3.2.28) 

0 3
0011

2
1 uuuu

  

u1(0) = 0, 001u               (3.2.29) 

22

q
Am , 

22

q
n de erleri al narak (3.2.28) çözülmü 

denkleminin sonuçlar  

tntmtCostCos
q

tACosu coscos
220

 

         (3.2.30) 

d r. 
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Bu nedenle (3.2.29) denklemi 

tCosntCosmtCosmtnCostmCosuu 333
11

2
1 4

3
3

4

1

4

3 

tCostCosnmtCosnmtCosn 22
4

3

2

3
3

4

1 223 

022
4

3

2

3 22 tCostCosmntCosmn

 

       (3.2.31a) 

veya 

tCosnmnntCosmnmnmuu 23
1

23
1

2
1 2

3

4

3

2

3

4

3 

tCostCosnmtCosntCosm 22
4

3
3

4

1
3

4

1 233

022
4

3 2 tCostCosmn

 

                         (3.2.31b) 

formlar nda yeniden yaz labilir. 

Seküler terimi yok etmek için a a daki denklemi kullan r z; 

0
2

3

4

3 23
1 mnmm               (3.2.32a) 

veya     22
1 2

4

3
nm

     

        (3.2.32b) 

(3.2.31) denklemini çözersek: 
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tCostCos

m
tCostCos

nmnn
u 3

32
2

3

4

3
3

22

23
1

1

 

tCostCos
nm

tCostCos
n

2
24

3
3

94 22

2

22

3 

tCostCos
mn

tCostCos
nm

2
24

3
2

24

3
22

2

22

2

 

tCostCos
mn

2
24

3
22

2

   

          (3.2.33) 

E er birinci dereceden yakla k çözüm yeterli ise, (3.2.17) denkleminden 

p = 1 e yakla rken, 

2

22

2

22
2222 2

4

3
2

4

3
1

pp
Anm (3.2.34) 

Dolay s yla 

 

frekans bu denklemden elde edilir. Burada düzeltilmi 

seride 1 inci terime kadar ara t rmam z k s tl yoruz, böylece 1 inci dereceden  

u = u0 + u1                 (3.2.35) 

çözümü elde ederiz.  

      Burada u0 ve u1 s ras yla (3.2.30) ve (3.2.33) denklemlerinden tan mlanm t r. 

Bu a ikard r ki geleneksel 

 

= , 
3

1

 

ve 

 

= 3

 

oldu unda ortaya ç kar. 
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Küçük 

 
de eri için, elde edilen sonuçlar geleneksel pertürbasyon metodlar ndan 

[11] elde edilenlerle ayn d r. 

Örnek 3

  

Bunun etkilerini ve sonuçlar n aç klayarak di er örne i veririz. 

u +1.u+ u2u

 

= 0 , u(0)=A, u (0)=0           (3.2.36) 

bu denklem  

0)0(',)0(,0"1" 2 uAuupuuu

  

          (3.2.37) 

formunda yeniden yaz labilir. 

Pertürbasyon tekni inin bir geleneksel yöntemini 

,00
2uu

 

u0(0)=A, 000u             (3.2.38) 

0010
2
01

2
1 uuuuu ,  u1(0)=0, 001u        (3.2.39) 

elde ederiz. (3.2.38) denkleminin çözümü u0 = ACos t dur, bu nedenle (3.2.39) 

denklemi;  

03
4

1

4

3 32
1

22
1

2
1 tCosAtACosAuu

 

           (3.2.40) 

meydana gelir. (3.2.40) denklemindeki seküler terimi yok etmek için 

22
1 4

3
A

       

          (3.2.41) 
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al n r. (3.2.40)  denkleminin çözümünü 

tCostCos
A

u 3
32

3

1

     
          (3.2.42) 

elde ederiz. Bu nedenle a a daki 1 inci dereceden yakla k çözümü elde ederiz; 

tCostCos
A

tACosu 3
32

3

    

          (3.2.43) 

(3.2.17) denkleminde (3.2.41) denklemi yerine yaz l rsa 

1
4

3 222 A

      

          (3.2.44) 

bulunur. Bu yüzden aç sal frekans  

2 

4

3
1

1

A

      

          (3.2.45) 

formunda elde edilebilir. Bunun yakla k periyodu  

2 

4

3
12 AT

      

          (3.2.46) 

formunda yeniden yaz labilir. E er 0 < 

  

1 iken, aç sal frekans

 

2 

8

3
12 AT

      

          (3.2.47) 

olup ve (3.2.43) denklemi a a daki denklem ile yakla k de erini al r  
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222

3
2 0 

8

3
13 

8

3
1

32 8

3
1cos tACostACos

A
tAAu                    

(3.2.48) 

Bu denklem Lindstedt Poincare metodu [11] lar ndan elde edilen formlara 

benzerlik arzeder. 

imdi (3.2.46) yakla k denklemini gerçek denklemle kar la t ral m 

220220 1/1ln
34

1ln1ln
34

uA

du

uA

du
T

AA

ex

 

(3.2.49) 

E er A2>>1 iken  

uA

du
T

A

ex
lnln2

4
0

, A2>>1            (3.2.50) 

denklemini elde ederiz. u = As dönü ümüyle yukar daki denklem 

s

du
AT

A

ex
/1ln

22
0

,  A2>>1            (3.2.51) 

denklemine dönü ür. s = exp(-x2) dönü ümüyle elde edilen denklem; 

AdxxATex 22exp 24 2

0
  ,  A2>>1     (3.2.52) 

Bu yüzden büyük 

 

de eri için  ATex 

 

(3.2.53) bulunur. (3.2.46) 

denkleminden  büyük 

 

için T A ba nt s elde edilir. A2 

 

a giderken 

9213,0
A  3 

22
lim

2

A

T

Tex

A 
sonucunu elde edilir. Bu nedenle 

 

nun herhangi 
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bir de eri için, bu kolayca ispat edilebilir ki tan m bölgesi 0 < A2 <

 
olan 

çözümlerde en büyük hata % 8.54 ten daha azd r. 

NOT: Biz her zaman 0 nc dereceden yakla k çözümü 

tAAu
2/1

2 

4

3
1cos

 

eklini al r z, bunun nedeni Bölüm 2 de 

aç klanm t r. 

Örnek 4

 

imdi Van der Pol denklemini göz önünde bulundural m. 

u +u= (1-u2)u'                (3.2.54) 

Bir homotopi  

u +1.u=p (1-u2) u'                (3.2.55) 

formunda kurulur. 

Lineer terimlerin katsay s n n (3.2.17) deki gibi p nin serilerine 

aç lmas yla ve (3.2.11) ve (3.2.17) denklemlerinin (3.2.55)de yerine koyulmas yla 

00
2

0 uu

       

          (3.2.56) 

0
2
0011

2
1 1 uuuuu

    

          (3.2.57) 

1001
2
0111022

2
2 2 uuuuuuuuuu

  

          (3.2.58) 

denklemlerini elde ederiz. (3.2.57) de u0 = Acos t yi yerine koyarsak, a a daki 

denklemi elde ederiz; 
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ttCosAAtAuu sin1cos 22

11
2

1

 
   tSintCosAAA 2

2

1

2

1
1 22 

tSinAtSinAA 3
4

1

4

1
1 32

   

          (3.2.59) 

Tekrar, u1 in seküler teriminin yok edilmesi ile 

1 = 0,  A = 2 yi                (3.2.60) 

bulunur. 

(3.2.59) denklemi 

tSinAuu 3
4

1 3
1

2
1

     

          (3.2.61) 

denklemine dönü ür. Bunun özel çözümünü a a da yazal m; 

ttAu 3sin
4

3sin
32

1 3
1

   

          (3.2.62) 

Yukar daki sonuçlar (3.2.58) de yerine yaz l rsa, 

tCosuu 22
2

2 2

 

   tSintSintCostCostCos

 

2 3    3  33 
4

3 2 

ttCostCostCostCos Cos5  
2

1  
5 

4

3
3 

4

3
          (3.2.63) 



  
136

   
  ttCostCostCostCos Cos5  

2

1  
5 

4

3
3 

4

3 

  tCostCostCos 5
4

5
3

4

3

4

1 222

 

denklemini elde edilir. 

Seküler terimi yok edilirse 

2
2 8

1

       

          (3.2.64) 

bulunur. 

E er 2 nci dereceden yakla k çözüm yeterliyse, (3.2.17) den 

22

8

1
1

       

         (3.2.65a) 

veya     2

8

1
1

      

        (3.2.65b) 

denklemleri elde edilir. 

Ara t rmalar gösteriyor ki Van der Pol denklemi bütün 

 

> 0 lar için 

periyodik çözümüne sahip ve daha sonra da 

  

I/

 

e itli ini (2.6.37 de görülen), 

2.6 bölümündeki örnekler gibi Pade yakla m n n de i ikli inden, (3.2.67b) yi 

2

8

1
1

1

      

          (3.2.66) 
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formuna dönü türürüz, bu bütün 

 
> 0 lar için geçerlidir. 

(3.2.54) ün bir a ikar uzant s

 

u +u = (1-u2) Sign(u )               (3.2.67) 

olur. Baz manüpülasyonlarla seküler terimin yok edilmesi gerekti inden u1, 

0cos]1 0
2
0010

tuSignuu
T

   

          (3.2.68) 

i verir. Basit bir i lemle 2A genli inin asimtotik de erini elde ederiz, bu 

Mickens et al taraf ndan yakla k olarak elde edilmi tir. A=1.633 [12]. 

Örnek 5

 

0y
dx

dy
yx , y(1) = 1               (3.2.69)  

Lighthill denklemini göz önünde bulundural m. Kolayca bir homotopi 

kurabiliriz, bu 01 0
0 Y

dx

dy
Yxp

dx

dy
y

dx

dY
Yp , p [0,1] 

(3.2.70) denklemini sa lar. 

Y(x) = Y0(x)+pY1(x)+p2Y2(x)+ ,              (3.2.71) 

formunda (3.2.70) denkleminin bir çözümü elde edilmeye çal l r, burada Yi(x) 

(i=0,1,2, ) ler henüz tan mlanm fonksiyonlard r. (3.2.71) in (3.2.70) de yerine 

koyulmu hali 

00
0

0
0 dx

dY
y

dx

dY
Y

     

          (3.2.72) 
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00

0
0

1
1 Y

dx

dY
Yx

dx

dY
Y

    
         (3.2.73) 

Y0(0) veya y0(x) yakla m ba lang ç de erleri ba ms z bir ekilde seçilebilir, 

burada 

Y0(x) = y0(x) = -x/ ,  Y0(1) = -1/

    

          (3.2.74) 

leri yerine koydu umuzda (3.2.69) denkleminin rezidüsü x = 0 da yok olur. 

(3.2.74) ü (3.2.73) de yerine konulursa 

,01
1

x

dx

dY
Y Y1(1 ) = 1 + 1/

  

olur.             (3.2.75) 

Bu denklemin çözümü 

22
1 3

1
xY                (3.2.76) 

biçimindedir. E er 1.dereceden yakla k çözüm yeterliyse, 

22
101 2

1
xxxYxYxY            (3.2.77) 

gerçek çözümünü elde ederiz. 

Örnek 6

 

022 ty
dt

dy 
,   y(0) = 1               (3.2.78) 
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çok basit ba ka bir ba lang ç de er problemini [13] göz önünde bulundural m. 

(3.2.78) sistemi çok basit görünüyor, fakat basit gibi görünen bir problem 

gerçekte basit olmayabilir. Bunun yakla k çözümünü elde etmek için Runge-

Kutta metodu kullan l r, Braun [14] y(t) çözümünü [0,1] aral nda sonsuza 

giderken bulur. Fakat nümerik simülasyon tek bir noktan n oldu u yerde aç kça 

kan tlanmaz. Bunun analitik yakla m n elde etmek için a a daki homotopiyi 

kurar z; 

01 220 tv
dt

dv
p

dt

dy

dt

dv
p             (3.2.79) 

Her zaman v0(t) = y0(t) olarak alabiliriz. S rayla yak nsak h za ula mak 

için özel bir yakla k çözümü seçmeye ihtiyaç vard r. y0(t) ba lang ç de eri 

optimal olarak nas l seçilir? 0  t 

 

1 aral için gözlemlersek  y(t),  

02y
dt

dy 
y(0) = 1               (3.2.81) 

ba lang ç de er probleminin 

t
t

1

1
1

       

          (3.2.80) 

çözümünden daha az de ildir. Buna ek olarak y(t), 

012y
dt

dy
, y(0) = 1             (3.2.83) 

ba lang ç de er probleminin 
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4

1
1tan2 t                (3.2.82) 

çözümünü geçmez. 0  t 

 
1 aral ndan dolay , 

4

1
1tan

1

1
ty

t     
          (3.2.84) 

olur. [13] S ras yla t=1 ve t= /4 oldu unda Q1(t) ve Q2(t) sonsuz hale gelir, /4 

ve 1 aral nda y(t) nin sonsuz de er ald n görürüz. 

Fakat nümerik simülasyonu içeren hiçbir metot yakla k tek nokta olarak 

bulunamaz. Yukar daki analizden  

At
tytv

1

1
00                (3.2.85) 

formunda deneme fonksiyonunu yazmak çok do ald r, burada A bilinmeyen bir 

sabittir. 

(3.2.79) denklemine pertürbasyon tekni ini uygulayarak, v1 için 

022
0

01 t
dt

dv

dt

dv
, 1(0) = 0             (3.2.86) 

lineer denklemi elde edilir. (3.2.86) da (3.2.85) i yerine konuldu unda 

0
1

1 2
2

1 t
At

A

dt

dv
, 1(0)=0             (3.2.87) 

bulunur. Yukar daki lineer denklemi çözersek; 
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A

t
AtA

A 1
1

3

1

1

1 3
1

     
          (3.2.88) 

elde edilir. 

(3.2.88) denkleminin a a daki 1.dereceden yakla k çözümünü elde 

ederiz. 

A
t

AtA
y

1
1

3

1

1

1 3
101

    

          (3.2.89) 

Buradaki sabit A katsay s çe itli yollarla elde edilebilir. Bundan dolay 

kolakasyon metodu uygulan r. (3.2.78) denkleminde (3.2.89) denklemi yerine 

yaz l rsa 

2

3
2

22
1

1
11

1
1

3

1

1

1

1

1

A
t

AtAAt
tyytR             (3.2.90) 

bulunur. Burada 
4

t de eri denklemde yerine konulursa 

R1 ( /4) = 0                 (3.2.91) 

olur. Böylece A sabit  say s  

A = 1.03799                 (3.2.92) 

olarak tan mlan r. Bu yüzden a a daki 1.dereceden yakla ma ula r z 

03660.0
3

1

9634.0

9281.0 3
1 t

t
ty              (3.2.93) 



  
142

   
t=0.9634 de eri için y1(t) nin sonsuza gitti i gözlemlenir. Mathematica 

3.0 yaz m ndan, bunun yüksek dereceden yakla m n kolayca elde edebiliriz ve 

yüksek do rulukla tek nokta tan mlayabiliriz. 

Örnek 7

 

u + 2sinu = 0                (3.2.94) 

matematiksel sarkaç denklemini u(0)=A ve u (0)=0 ba lang ç ko ullar yla göz 

önünde bulundural m. 

(5.3.94) denklemini 

u +0.u+p 2sinu = 0,  p = 1               (3.2.95) 

formunda yeniden yazar z ve  

2
2

10 uppuuu .               (3.2.96) 

2
2

1
2
00 cppc .               (3.2.97) 

denklemlerinin oldu unu farz ederiz. 

Önceki örnekteki gibi benzer münipülasyondan ve a a daki ba nt dan 

0
2
102

2
010 sincos2cossinsin uuuupupuuu                (3.2.98) 

bulunur. Buradan ise 

,00
2
00 uu

 

u0(0) = A, 001
0u ,            (3.2.99) 

0sin 0
2

011
2
01 uucuu

    

        (3.2.100) 



  
143

   
0cos 01

2
02112

2
02 uuucucuu

   
        (3.2.101) 

denklemleri elde edilir. 

(3.2.99) denkleminin çözümü u0(t)=Acos 0 t de eri yerine konuldu unda 

elde edilir ve (3.2.100) denkleminde u0 yerine koyarsak 

0cossincos 0
2

011
2
01 tAtActutu

  

        (3.2.102) 

denklemi bulunur. u1 deki seküler terim yok edilirse 

T

0
[ c1Acos 0t+

2sin(Acos 0t) ] cos 0tdt=0          (3.2.103) 

elde edilir. Böylece 

tmAJtA m
m

m
012

0
0 12 cos12cossin

  

    =2J1 (A) cos 0t  2J3 (A)cos3 0t + 2J5 (A)cos 5 0t+

 

     (3.2.104) 

ve        tAJAJtA m
m

m
02

1
00 2m cos12coscos

 

            =J0(A ) -2J1(A)cos2 0+t2J4(A)cos4 0t+ .             (3.2.105) 

olarak bulunur. Burada Jm birinci dereceden Bessel fonksiyonunun birinci ekli: 

0

2

!!

2/1

k

mkk

m mkk

A
AJ olur. (3.2.103) ba nt s ndan 

c1A + 2 2 J1(A) = 0              (3.2.106) 
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denklemini elde ederiz, burada 

A

AJ
c 1

2

1

2
  .              (3.2.107) 

Varyasyonel iterasyon metodunu uygulad m zda, (3.2.102) denkleminin 

çözümünü 

       
T

dstssAsActu
0

00
2

011 sincossincos         

02
0

2
5

2

02
0

2
3

2

5cos
15

2
3cos

13

2 AJ
t

AJ
.          (3.2.108) 

elde ettik. 

Sadece 1.dereceden yakla m için ara t r rsak, (3.2.97) ba nt s ndan 

2
01c               (3.2.109) 

bulunur. Böylece matematiksel sarkac n 1.dereceden yakla k çözümü 

)cos5(cos
15

2
cos3

13

2
cos 002

0
2

5
2

002
0

2
3

2

0 tt
AJ

ttos
AJ

tAu

 

(3.2.110) 

biçimindedir. Burada 0, (3.2.107) ve (3.2.109) denklemlerinden: 

A

AJ1
0

2

      

        (3.2.111) 

biçiminde tan mlan r. Periyot ise 
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...

192

1

8

1
1

2

/2

2

421 AA
AAJ

T

 
                   (3.2.112) 

formunda yaz labilir. Örne in do ruluk A= /2 iken % 0.86 ya ula r. Pratikte 

onun s f r nc yakla m çözümü olan u=ACosw0t yi kullan r z. imdi problemin 

2.dereceden yakla k çözümünü ara t ral m. (3.2.101) denklemindeki u0 ve u1 i 

sunarken ve u2 deki seküler terimi yok ederken 

0coscos 001
2

02110
tdtuuucuc

T

  

               (3.2.113) 

denklemine ihtiyaç duyulur, bu 

0...
121244 2

0

65
2
0

54
2
0

43
2
0

312
2

AJAJAJAJAJAJAJAJ
Ac         

(3.2.114) 

sonucuna öncülük eder. E er 2.dereceden yakla m yeterliyse, (3.2.97) 

denkleminden  

021
2
0 cc

      

        (3.2.115) 

denklemini elde ederiz. (3.2.97), (3.2.107) ve (3.2.115) denklemleri birlikte 

çözüldü ünde, 0 n de erini kolayca bulunabilirdir. 

Örnek 8

 

Bu örnekte a a daki süreksiz olan lineer olmayan oskülatörler göz 

önünde bulundurulur. 
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u +sign(u) = 0              (3.2.116) 

bu denklem u(0)=A, u (0)=0 ba lang ç ko ullar 
0,1

0,1

u

u
uSing 

i aret fark yla tan mlan r. Denklemde küçük parametre yoktur, bu yüzden 

geleneksel pertürbasyon metodlar do rudan uygulanamayabilir. 

Bunun a a daki homotopiyi kurar z: 

u + 2u = p( 2u-sign(u)), p [0,1]            (3.2.117) 

Önceki örneklerdeki gibi, u0 ve u1 de erleri için diferansiyel denklemler 

00
2

0 uu ,  u0(0) = A  , 000u                (3.2.118) 

   00
2

1
2

1 usignuwuwu

 

, u1(0) = 0,  000u             (3.2.119) 

biçimindedir. 

(3.2.118) denkleminin çözümü u0(t) = Acos t dir. (3.2.119) denkleminde 

u0 de erini yerine koyarak, u1 için bir diferansiyel denklem elde ederiz, 1u

 

deki 

seküler terim yok edildi inde 

0coscoscoscos 2

000
2

0
dttAsigntAttdtusignu

TT

 

T=2 /

        

     (3.2.120) 

bulunur. - /2 

 

t 

 

/2 aral nda cos t =cos t dir ve /2 

 

t 

 

3 /2 

aral nda cos t = -cos t dir, bu yüzden (3.2.120) denklemi  
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0coscoscoscos 222/3

2/

222/

2/
dtttAdtttA

 
    (3.2.121) 

formunda yaz l r. Yukar daki denklemden 

A

2

       

        (3.2.122) 

de erini kolayca bulabiliriz. Bunun yakla k periyodu 

AT 56.5
2

      

        (3.2.123) 

biçimindedir. Bunun tam periyodu kolayca elde edilebilir, bu periyot  

AATex 66.524

     

        (3.2.124) 

d r. % 1.76 ba l hata 1.dereceden yakla k çözümün oldu u için iyi bir de erdir. 

(3.2.119) denklemini 

2

3

2
,1cos

22
,1cos

2

2

1
2

1

ttA

ttA
uu          (3.2.125) 

formunda u1(0)=0 ve 001u ba lang ç ko ullar yla yeniden yazar z. (3.2.125) 

denkleminin çözümü 

2

3

2
   ,sin

1
sin

2

1
22

,cos
11

sin
2

1

32

32

1

tttttA

tttttA
u          (3.2.126) 
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olur. 

p = 1  al n rsa 1. dereceden yakla m a a daki gibi elde edilir. 

2

3

2
   ,sin

1
sin

2

1
cos

22
,cos

11
sin

2

1
cos

32

32

10

tttttAtA

tttttAtA
uuu                            

(3.2.127) 

burada aç sal frekans w, (3.2.122) denklemindeki gibi tan mlan r. 

Örnek 9

 

u +u2=1, u(0)=0              (3.2.128) 

denklemini göz önünde bulundural m. Problemin tam çözümü 

t

t

ex
e

e
u

2

2

1

1

       

        (3.2.129) 

eklindedir. 

Bu problem birçok yazar taraf ndan çe itli tekniklerle çal lm t r. 

Liu[16] a a daki çözümden elde edilir. 

uLiu=(1-e-t)+e-t(e-t+t-1)             (3.2.130) 

Liao, homotopi analiz metodun [17] uygulan , 

2

2 1 
1

1
!1

2
111

k

kt
k

tett
Liao e

kk
teeeu

t

      (3.2.131) 
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problemi için bir sonsuz seri çözümünden elde edilir, bu problem uzun 

çal malardan sonra bir kapal formdaki ifadedir. Ref.[5]de homotopi a a daki 

formdaki gibi kurulur. 

(1-p) ( + -u 0  - u0) + p( + 2-1) = 0           (3.2.132) 

veya      0)1( 0
2

000 uupuu           (3.2.133) 

burada u0 deneme fonksiyonu ve 

 

tan mlanacak olan bilinmeyen serbest bir 

sabittir. 0 ve 1 için diferansiyel denklemleri  

00000 uu ,  0(0) = 1          (3.2.134) 

01 00
2
0011 uu , 1(0)=0         (3.2.135) 

eklindedir. Önce 

0 = u0 = 1- e- t              (3.2.136) 

ile ba layal m, burada 

 

serbest bir parametredir. (3.2.135) denkleminde 

(3.2.136) denklemini yerine koydu umuzda 

02 22
11

tt ee

   

        (3.2.137) 

denklemi elde edilir. 

e- t teriminin yok edilmesi için  

 

= 2                (3.2.138) 

olmal d r. Böylece (3.2.137) denkleminden 
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tt ee 24

2

1 2

      
        (3.2.139) 

sonucunu  elde ederiz. Bunun 1.dereceden yakla k çözümü 

ttt eeeu 24
2

2
10 2

1

   

        (3.2.140) 

denklemidir. 

 

sabitini tan mlarken, u (0) = 1 ba lang ç ko ulunu dahil edebiliriz, 

böylece u (0), 

 

= 1 e e it olur. Sonuç olarak  

ttt eeeu 24

2

1
1

     

        (3.2.141) 

denklemi bulunur. Bunun [1,1] Padé yakla m n n (2.6 daki bölümde 

incelenmi tir.) üslü ifadesi 

t

t

e

e
u

1

1       
        (3.2.142) 

biçimindedir. 

u +0 . u - 1 =  -pu2              (3.2.143) 

formunda bir homotopi kurabiliriz. E er (3.2.143) problemine pertürbasyon 

tekni ini (dosdo ru aç l m ) uygularsak, sadece zay f bir yak nsamayla bir seri 

çözümü elde edebiliriz: 

....
3

1 3tttu pert              (3.2.144) 
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Farzedelim ki (3.2.143) denkleminde 0 ve 1 katsay lar a a daki 

formlarda ifade edilebilir: 

0 = b0+pb1+p2b2+

      
        (3.2.145) 

1 = c0+pc1+p2c2+

      

        (3.2.146) 

Basit bir operasyonla a a daki lineer denklemleri elde ederiz: 

00000 cubu ,  u0(0) = 0           (3.2.147) 

0)0(,0 1
2
0101101 uucububu           (3.2.148) 

,02 1020211201 uucubububu u2(0)=0         (3.2.149) 

(3.2.147) denkleminin çözümü 

tbe
b

c
u 01

0

0
0

      

        (3.2.150) 

eklindedir. 

(3.2.148) denkleminde u0 yerine koyarsak, u1 için a a daki diferansiyel 

denklemi elde ederiz; 

0211 000 2

2
0

2
0

1
0

10
101

tbtbtb ee
b

c
ce

b

bc
ubu         (3.2.151) 

u1 deki 0,0 net tbn  terimlerinin yok edilmesi 
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0

2
0

2
0

1
0

10

b

c
c

b

bc      
        (3.2.152) 

veya        

               0
2

2
0

2
0

0

10

b

c

b

bc     
             (3.2.153) 

durumlar n ortaya koyar. 

Buradan 

tbtb ee
b

c
u 002

3
0

2
0

1

      

        (3.2.154) 

denklemi bulunur. 

Not:     ,0tbnet  n 

 

0 formundaki terimleri seküler terim olarak adland r yoruz. 

E er 1.yakla m yeterli olursa, bi = 0 (i 

 

2) ve ci = 0 ( i 

 

2) de erlerini 

al yoruz. (3.2.145), (3.2.146), (3.2.152) ve (3.2.153) ba nt lar ndan, b0 = 2, b1 = 

-2, c0 = 2 ve c1 = -1 sabitleri tan mlan r. Bu yüzden (3.2.141) denklemine benzer 

1.dereceden yakla k çözüm elde edilir. Yüksek dereceden yakla mlar kolayl kla 

bulunur. (3.2.149) denkleminde elde edilmi sonuçlar yerine koyuldu unda, u2 

için a a daki diferansiyel denklem bulunur; 

0 0 0 0 0 0

2 3
2 20 1 0 2 0

2 0 2 23 4
0 0 0

2
1 1 0b t b t b t b t b t b tc b c b c

u b u e e e c e e e
b b b

    

        (3.2.155) 
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Önceki prosedürdeki gibi, a a daki u2 deki seküler terimleri yok edilmi 

ba nt y elde ederiz: 

02
4
0

3
0

0

20
3
0

1
2
0

b

c

b

bc

b

bc     
        (3.2.156) 

02
0

20 c
b

bc       
        (3.2.157) 

E er 3.dereceden yakla k çözüme gelmezsek bi = 0 (i 

 

3) ve ci = 0 (i 

 

3) de erlerini al yoruz. (3.2.145), (3.2.146), (3.2.152), (3.2.153), (3.2.156) ve 

(3.2.157) ba nt lar ndan sabitler tan mlan r. Liao nun homotopi analitik 

metoduyla kar la t r ld nda Liao nun örne ini [18] göz önünde bulundururuz; 

u (t)+2tu2(t) = 0, u(0) = 1            (3.2.158) 

Problem gerçek bir çözüme sahiptir. 

21

1

t
tuex

       

        (3.2.159) 

Liao a a daki sonsuz seriler çözümü [18]nü elde eder. 

km
kk

k
m

ttu ,
2

0

1lim

    

        (3.2.160) 

burada 

      0                                               ,1

1,
1 

                                                   ,0

0
,

n

mnh
k

kn

knm

m
h

mn

h
nm

k

kn
nm eklindedir. 



  
154

   
Formül indirgenmi halde kapal bir formda olur. Önceki örneklerdeki 

gibi, (3.2.158) denklemini a a daki formdaki gibi yeniden yazabiliriz. 

u (t)+0 .u(t) + 2ptu2(t) = 0            (3.2.161) 

Çözümün ve katsay n n s f r oldu unu farzetti imizde (3.2.96) ve (3.2.97) 

formlar ndaki tan mlanm benzer formlar olu ur. Paralel manipülasyondan, 

a a daki lineer denklemi elde ederiz: 

0000 ubu ,    u0(0)=1,          (3.2.162) 

,02 2
001101 tuububu  u1(0) = 0         (3.2.163) 

(3.2.162) denkleminin çözümü 

tbeu 0
0

       

        (3.2.164) 

biçimindedir. (3.2.163) denkleminde u0 yerine koydu umuzda a a daki 

denklem olu ur. 

02 00 2
1101

tbtb teebubu            (3.2.165) 

E er u1 gerçek çözüm olursa, u1 = 0 olur. Böyle bir durum söz konusu 

olamayaca ndan, bu yüzden 

02 000 2
10

dtteebe tbtbtb            (3.2.166) 

denklemi  kurulur, böylece 
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02

9

2

2 2
00

1

bb

b      
        (3.2.167) 

sonucuna ula r, burada 

 
bir gama fonksiyonudur. (3.2.166) denklemi tbte 0

 

teriminin yok edildi ini belirtebilir, bunun sonucunda u1 i  

tbtb ee
b

b
tu 00 2

0

1
1

      

     (3.2.168) 

formunda yakla k olarak çözebiliriz, e er 1.dereceden yakla m yeterliyse, 

sabitlerini 

3

22
   ,

3

22
10 bb         (3.2.169) 

eklinde te his ederiz. Bunun 1.dereceden yakla m n

 

tbtbtb eeeuuu 000 2
10

    

    (3.2.170) 

formunda yazabiliriz, burada b0, (3.2.169) dan tan mlan r. 

Örnek 10

 

0
2

2

u

c

dx

ud       
     (3.2.171) 

denklemini göz önünde bulundural m, burada c verilmi bir manyetik cisim için 

sabittir. Ba lang ç ko ullar u(0) = A ve u (0) = 0 d r. (3.2.171) denklemini 

a a daki formda yeniden yazar z: 
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0.

22

2

u
u

c

dx

ud      
        (3.2.172) 

u nun katsay s daima pozitiftir, bu yüzden (3.2.172) denklemi bir oskülasyon 

olarak tan mlan r. (3.2.172) denklemini çözecek olursak, 

u u2+cu=0               (3.2.173) 

formunda yeniden yazar z. A a daki homotopiyi kurar z: 

0.u +cu+pu

 

u2=0              (3.2.173) 

u gerçek terimini 0 la çarparak yeniden buluruz. Farzedelim çözümdeki, c 

katsay s , s f r ve u

 

nun katsay s a a daki formlardaki gibi s ras yla aç l r: 

u = u0+pu1+p2u2+ .              (3.2.174) 

c = 2+pa1+p2a2+ .             (3.2.175) 

0 = 1+pb1+p2b2+ .              (3.2.176) 

(3.2.174) ve (3.2.176) formlar n (3.2.173) denkleminde yerine koydu umuzda 

a a daki denklem olu ur: 

02...
10

...
10

...
10

...
1

2...
10

...
1

1

puuupup

puupaupupb

  

        (3.2.177) 

p nin ayn kuvvetlerinin toplam terimleri, 

00
2

0 uu ,              (3.2.178) 
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02

001011
2

1 uuuaubuu

    
        (3.2.179) 

denklemleridir. 

(3.2.178) denkleminin çözümü u0(x)=Acos x dir. (3.2.179) da u0 basit 

manipülasyonla yerine koydu umuzda 

03cos
4

1
cos

4

3 2322
1

2
11

2
1 xAxAAabuu

 

        (3.2.180) 

denklemi bulunur. Seküler terimlerinin yok edilmesi a a daki denklemi 

gerektirir: 

0
4

3 22
1

2
1 Aab             (3.2.181) 

E er 1.dereceden yakla k çözüm yeterliyse (3.2.175) ve (3.2.176) dan 

c = 2+a1               (3.2.182) 

0 = 1+b1               (3.2.183) 

de erleri elde edilir. (3.2.181) ve (3.2.183) birlikte çözüldü ünde 

12/112/1 1547.1
3

2
AcAc

    

        (3.2.184) 

bulunur. Bunun gerçek frekans [1] a a daki gibidir;  

12/112/1 2533.1 
2/2

AcAc
cA

ex

  

        (3.2.185) 
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Burada % 7.8 gibi iyi bir do ruluk oran vard r. Homotopi kurmaya alternatif 

yollar mevcuttur. (3.2.171) denklemini a a daki formda yeniden yazar z: 

0
1

1 uu
c       

        (3.2.186) 

(3.2.186) n n her iki taraf n u la çarparsak, 

0
1 2uu
c

u              (3.2.187) 

denklemi elde edilir. A a daki formdaki gibi bir homotopi kurar z; 

0..0 2 uu
c

p
uu             (3.2.188) 

Benzer olarak çözümü ve ortadaki terimin katsay s olan 0 a a daki 

formlarda aç k olarak yazar z: 

u = u0+pu1+p2u2+ .              (3.2.189) 

0 = 2+pa1+p2a2+

      

        (3.2.190) 

Sonuç olarak 

00
2

0 uu

       

        (3.2.191) 

0
1

0
2

0011
2

1 uu
c

uauu

    

        (3.2.192) 

denklemleri elde edilir. (3.2.191) denkleminin çözümü u0(x) = Acos x olup bu 

de er (3.2.192) de yerine konuldu unda  
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03cos

4

1

4

3 3424
11

2
1 xA

c
xACosA

c
auu

 
        (3.2.193) 

denklemini verir. u1 deki seküler terimlerin yok edilmesi 

24
1 4

3
A

c
a

      

        (3.2.194) 

yi gerektirir. E er 1.dereceden yakla k çözümde bu i i bitirirsek, (3.2.190) 

denklemi 

242

4

3
0 A

c

      

        (3.2.195) 

haline dönü ür, bu (3.2.184) denkleminden elde etti imiz sonuçla ayn d r. 

3.3.Blasius Denklemi 

2 boyutlu yar sonlu Falkner-Skan denklemi [19] u ekildedir; 

01 2ffff ,  [0,+ ]    (3.3.1) 

000 ff  ve 1f      (3.3.2) 

s n r ko ullar yla burada üs ya ba l türevi belirtir ve bu xUy /   

eklindedir ve f( ) da , 

 

fonksiyonuna ba l bir ifadedir ve xUf /

 

ile temsil edilir. 

U sonsuzdaki h zd r, 

 

ise kinematik viskositi katsay s d r, x ve y ise 2 

ba ms z koordinatt r. 
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Homotopi pertürbasyon methodunun efektiflik ve uygunlu unu daha iyi 

aç klamak için, ilk olarak Blasius denklemini göz önünde bulundururuz: 

,0
2

1
fff  [0,+ ]    (3.3.3) 

Bu (3.3.2) denklemindeki s n r ko ullar yla ayn d r. S ras yla Blasius denkleminin 

bir pertürbasyon çözümünü elde etmek için (3.3.3) denkleminde sanal bir 

parametre olan nu tan mlayabiliriz: 

0 
2

1
fff

       

(3.3.4) 

Pertürbasyon tekni inin geleneksel bir yolu uyguland nda, ve 

0f oldu u farzedildi inde, a a daki kuvvetler serisinin [19] formunda 

(3.3.4) denkleminin çözümü elde edilir. 

23
1

0 !232

1 k
k

k

k

k k

A
f ,     (3.3.5) 

burada 

              2,
3

13
1    ve0                               ,1

1

1

0

kAA
r

k
kk

A
rkr

k

r

k d r. 

Bu çözüm (3.3.5) denkleminde sadece küçük 

 

için geçerlidir. Homotopi 

analiz metodundan, Liao benzer seriler çözümünden elde edilir,bu bütün 

bölgelerde geçerlidir. Çözüm a a daki gibidir: 
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,,0 ,

!232

1
lim ,

23
1

0

h
k

A
f km

k
k

k

k

k
m 

-2<h<0  

(3.3.6) 

burada 0f d r. Ak üstteki gibi tan mlanm t r ve m,n,  

      0                                                   ,1

l ,
1

                                                      ,0

0
,

n

mnh
k

kn

knm

m
h

mn

h k
nm

k

n
nm    

ekilde tan mlan r. 

Matematik metodlar n n birço u Blasius denklemlerinde ba ar yla test 

edilebilir, lineer olmayan problemlerde kullan l r, bu çok basit görülür, fakat 

görünen problemler gerçekte basit olmazlar, bu yakla k bir analitik çözüm 

taraf ndan ara t rmas çok zor olan bir eydir. Bu yüzden bu Blasius 

denklemindeki analitik çözümleri için ara t ran bilim adamlar ve mühendislerin 

daima yararlar n n oldu u görülür. A a daki formda bir homotopi kurar z:  

0  
2

1
fbffpfbf      (3.3.7) 

burada b bilinmeyen bir sabittir. 

Farzedelim çözüm p nin bir kuvvet serileri gibi yaz labilir: 

...2
2

10 fppfff       (3.3.8) 

(3.3.7) denkleminde (3.3.8) i yerine koydu umuzda, f0 ve f1 için a a daki 

denklemleri elde ederiz: 
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000 fbf         (3.3.9) 

0 
2

1 
00011 fbfffbf               (3.3.10) 

,000 00 ff 10f ve 0)0(0 1
'

11 fff s n r 

ko ullar d r. (3.3.9) denkleminin çözümü 

be
b

f 1
1

0                                                                    (3.3.11) 

biçimindedir. imdi (3.3.10) denkleminde f0 yerine koydu umuzda 

012
2

1 2
11

bb ebebfbf                                         (3.3.12) 

denklemini elde ederiz. (3.3.12)nin genel çözümü a a daki gibidir: 

EDCee
bb

e
b

e
b

e
b

f bbbbb

32
22

31 2

12

2

1
1

4

1

8

1 

(3.3.13) 

burada C, D ve E sabitleri a a daki s n r ko ullar ndan tan mlanm t r: 

000 111 fff : 

0
2

12

8

1
33

EC
bbb

                                                          (3.3.14) 

0
2

1
2

2

1
1

4

1
222

DbC
bbb 

                  (3.3.15) 
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D = 0                                  (3.3.16) 

Pertürbasyon methodundaki seküler terimlerin yok edilmesi için, e-b

 
nun katsay s n s f ra e itlememiz yani 

0
2

1
1

2b

   

                                    (3.3.17) 

denklemi gerekir, sonuca ba l olarak b = 0.707 dir. E er 1.dereceden yakla k 

çözüm yeterliyse, 

ECee
bb

e
b

e
b

e
b

fff bbbbb
3

22
310 2

12

4

1

8

1
1

1

 (3.3.18) 

denklemi  bulunur. 

Blasius denkleminin yüksek do ruluktaki bir nümerik çözümü Howarth 

[20] taraf ndan ispatlanm t r, bu ki i ba lang ç e imini 332057.00exf olarak 

verir. Yakla k ba lang ç e imi 3536.0/25.00 bf iken, % 6.5 lik ba l 

hata bulunur. Yüksek do ruluktaki çözümü elde etmek için, sabiti p nin serisi 

eklinde de açabiliriz.  

(3.3.7) denklemini a a daki formdaki gibi yeniden yazar z: 

,0
2

1
.1 fffpff              (3.3.19) 

orta terimin katsay s n da p nin serisi eklinde a a daki gibi açar z. 

1=b+pb1+p2b2+

      

         (3.3.20) 
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Bu yüzden a a daki lineer denklemleri elde ederiz: 

000 fbf                 (3.3.21) 

0
2

1
010011 fbbfffbf              (3.3.22) 

0
2

1
0211011022 fbfbbfffffbf            (3.3.23) 

Bir önceki prosedürdeki gibi f1 ve f2 kolayca çözülebilir. f1 deki e-b

 

nin 

katsay s n ve f2 deki 2e-b

 

nin katsay s n s f ra e itleriz. E er 2.dereceden 

yakla k çözüm yeterli ise, (3.2.20) denkleminde bk=0 (k 

 

2) de erini al r z. 

Sonuç olarak b sabitini tan mlar z. (

 

= 1) de Falkner-Skan göz önünde 

bulunduruldu unda, a a daki formda bir homotopi kurar z: 

0''' 2ffbffpfbf

   

          (3.3.24) 

burada b bilinmeyen bir sabittir. f0 ve f1 için denklemler 

000 fbf                 (3.3.25) 

02
000011 ffbfffbf

    

          (3.3.26) 

eklinde olur, s n r ko ullar ise a a daki gibidir. 

,000 00 ff 10f ve 00)0( 111 fff . Böylece (3.3.25) 

denkleminin çözümü bef b /10

 

dur. (3.3.26) denkleminde f0 

yerine koydu umuzda, a a daki denklem elde edilir: 
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0)1(1 22

11
bbb eebebfbf           (3.3.27) 

(3.3.27) denkleminin çözümü 

EDCee
bb

e
bb

e
b

e
b

f bbbbb

322
22

31

1212
1

2

1

4

1

(3.3.28) 

biçimindedir. Burada C, D ve E sabitleri 000 111 fff s n r 

ko ullar yla tan mlan r. 

,51
2

13 bbC D = 0, C
bbb

E
33

12

4

1

 

        (3.3.29) 

ifade  e-b

 

katsay lar na göre düzenlenip bu katsay lar 0 a e itlenirse  

     0
12

1
22 bb

      

          (3.3.30) 

bulunur. Sonuçta    21b               (3.3.31) 

elde edilir. 

1.dereceden yakla k çözüm 

E
b

Ce
b

e
bb

b
e

b

b
e

b

b
e

b
fff

3
122

2

12
34

1
1

1
10

(3.3.32) 

eklindedir. 1.mertebeden türevi ise a a daki gibidir. 
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bbbbbb bCee

b
ee

b
e

b
ef

2
22

2

1
2

2

11

2

1
1         

(3.3.33) 

bu üstel olarak 1 e yak nsar. Hartree [21] ve Stewartson [22] taraf ndan ispat 

edildi i gibi, Falkner-Skan denklemi (

 

= 1), 0 

   

2 aral nda tek bir çözümü 

vard r. Bunun da 1.mertebe türevi üstel olarak 1 e yak nsar. f (0) için analitik 

formulasyonu a a daki gibidir. 

212

31

2

13
0

b
f               (3.3.34) 

Çizelge 3.3.1de Falkner-Skan için f (0) n analitik yakla mlar n n 

kar la t r lmas a a da say sal sonuçlarla verilmi tir.          
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Çizelge 3.1.1.  

 
White in Nümerik 

Sonuçlar [23] 
(3.3.34) Denk. için 
1. Mertebe Çözüm  

Ba l Hata 

2 1.6872 1.5652 %7.2  

1.6 1.5215 1.4151 %7.0  

1.2 1.3357 1.2474 %6.6  

1.0 1.2326 1.1547 %6.3  

0.8 1.1203 1.0543 %5.9  

0.6 0.9958 0.9439 %5.2  

0.5 0.9277 0.8839 %4.7  

0.4 0.8544 0.8199 %4.0  

0.3 0.7748 0.7510 %3.1  

0.2 0.6867 0.6761 %1.5  

0.1 0.5870 0.5934 %1.1  

0 0.4696 0.5000 %6.5  

3.4.Homotopi Perturbasyon Metodu ve Varyasyonel Metodun  Çift Metodu 

Bu bölümde yüksek dereceden yakla k çözümleri bulmak için 

varyasyonel yakla mlar tan taca z. Bir klasik örnek gibi, iyi bilinen Duffing 

denklemini göz önünde bulundural m. 
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,03uuu

 
u(0) = A,  00u   (3.4.1) 

A a daki homotopiyi kurar z. 

01 322 uupuu

 
                    (3.4.2) 

Benzer olarak 

,00
2

0 uu

 

u0(0) = A, 000u   (3.4.3) 

,01 3
00

2
1

2
1 uuuu

 

u1(0) = 0, u1(0) = 0 (3.4.4) 

denklemlerini elde ederiz. (3.4.3) denkleminin çözümü u0 = Acos t olup, burada 

, u1 için varyasyonel formülasyonundan tan mlanabilir, bu 

,1
2

1

2

1
1

3
010

22
1

22
101 dtuuuuuuuJ

T

 

T=2 /

 

(3.4.5) 

eklinde okunur. Daha iyi tan mlanm prosedürde, çok basit deneme fonksiyonu 

seçeriz: 

ttBu 3coscos1

      

(3.4.6) 

(3.4.5) fonksiyonelinde u1 yerine koyuldu unda 

BAABBBJ 3222

4

1
1

2

1
2

2
,

   

(3.4.7) 

sonucu elde edilir. 

,0
B

J 
ve  0

J    
(3.4.8) 
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de erlerinden ise 

B = 0  ve  2

2

1
1 A

   
(3.4.9) 

Bulunur. Böylece 1.dereceden yakla k çözüm  

tAAu ) 
2

1
1cos( 2

     

          (3.4.10) 

eklinde elde edilir.  

Yakla k periyot a a daki gibi verilmi tir: 

25.01

2

A
T

      

          (3.4.11) 

Küçük 

 

için, bizim sonucumuzun do rulu u pertürbasyon teorisi 

taraf ndan elde edilenden ba l hatadan daha  dü üktür. Fakat bu daha önceki 

varyasyonel yakla mdan elde edildi, burada bu bütün çözüm tan mlar için 

geçerlidir, örne in 0< 

 

< . E er 

    

giderse a a daki denklemi elde ederiz: 

19.168575.1
5.02

sin5.01

5.02
lim

2

2/

0
x

x

dx

T

Tex

 

          (3.4.12) 

  

a giderken % 16 l k ba l hata, (3.4.6) denklemi için kullan lan basit 

deneme fonksiyonuna göre gerçekten de iyi bir yakla m elde etti imizi gösterir. 

1.dereceden yakla k çözümün do rulu u e er a a daki deneme 

fonksiyonunu seçersek daha da geli ir:  
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u1 = B1 cos t+B3cos3 t + (1-B1-B3)cos5 x            (3.4.13) 

olur. (3.4.5) te (3.4.13) ü yerine yaz l rsa a a daki sonuca ula r z: 

3
3

8

1
1

3

8

32112

122
311622

32
2

,3,1 BABAABBBBBBJ

(3.4.14) 

(3.4.14) ün durgun olma art  

,0
1B

J 
0

3B

J 
ve 0

J  
          (3.4.15) 

durumlar n gerektirir. Bu durumda: 

0
8

3
1

2

1
112 322

31 AABB

   

          (3.4.16) 

0
8

1
1124 32

31
2

3 ABBB

   

          (3.4.17) 

0
8

1

8

3
1

2

1
62 3

3
1

32
1

22
31

22
3 BABAABBBB        (3.4.18) 

denklemleri bulunur. 

Hesaplamalar, bilgisayarda Maple veya Reduce gibi sembolik  

hesaplamalar n yard m yla elde edilir ve burada kapal olmayan ifadeler 

yaz lmam t r. Varyasyonel yakla m deneme fonksiyonunun serbest bir 

seçimiyle bizim daha iyi çözüm elde etmemizi sa lar ve bize frekans ve genlik 

aras ndaki ba nt lar n bilgisini verir. A a daki s n r de er problemini göz 

önünde bulundural m: 
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u -u+2u3 = 0,  u(0) = 1, u( ) = 0            (3.4.19) 

Denklemde kapal olmayan veya a ikar küçük parametreler yoktur. A a daki 

homotopiyi kurar z 

021 322 uupuu

    

          (3.4.20) 

(3.2.20) denkleminin çözümünü, (3.2.11) denklemindeki gibi p nin kuvvet 

serilerinin formunda bulmaya çal caz. Sadece u0 ve u1 için denklemler yaz l rsa: 

,000 uu

 

u0(0) = 1, u0( ) = 0          (3.4.21) 

021 3
00

2
1

2
1 uuuu

 

u0(0) = 0, u0( ) = 0        (3.4.22) 

bulunur. 

      E er u0 gerçek çözüm olursa, u1 tamamen yok olur. Homotopi pertürbasyon 

metodunda, u0 (3.4.19) denkleminin yakla k bir çözümüdür, bu bütün 

çözümlerin tan m kümesi için geçerlidir, bu yüzden 3
00

2 21 uu

 

daha küçük 

terime ula r. 

 

sabitini tan mlamak için,ifadeyi minimize edelim: 

min21
23

00
2

0
dtuu .              (3.4.23) 

Burada varyasyonel yakla m kullan r z. 

dtuuuuuuuJ i 1
3
001

22
1

22

01 21
2

1

2

1

 

          (3.4.24) 

Yukar da u1 ihmal edilecek kadar küçük bir de erdir. Bu yüzden a a daki 

formda deneme fonksiyonu seçeriz. 
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axt eeBu 3

1

      
          (3.4.25) 

Burada B küçük de erli bir sabittir. Daha fazla genelle tirmek için, u1 a a daki 

formda ifade edilebilir. 

tn
n

n

eBu 12
12

0
1

     

                      (3.4.26) 

Burada B2n+1 ler bilinmeyen sabitlerdir. S n r ko ullar n n u1(0) = 0 ve u0( ) = 0 

olmas ndan dolay , bir sonraki ba nt y elde ederiz. 

012
0

n
n

B                 (3.4.27) 

(3.4.26) y (3.4.24) de yerine koyarak nin ve B2n+1 nin fonksiyonlar n elde 

ederiz. Bu fonksiyon a a daki gibidir. 

0),( 12nBJ

      

          (3.4.28) 

Çözüm prosedürü çok basittir ve baz matematiksel yaz l mlarla tamamlan r. En 

sonunda 1. derece çözümü p = 1 i kurarak elde ederiz. 

tn
n

n

t eBeuuu 12
12

0
10

   

                      (3.4.29) 

yaz l r. 

      Vibro-etkili yönteminin modelleme örne ini inceleyelim. 

u + un=0,  n=3,5,7

    

          (3.4.30) 
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Burada s n r ko ullar u(0) = 0 ve u (0)=1 olur. Burada homotopi olu turulacak 

olursa: 

u + 2u = p( 2 - n)                (3.4.31) 

Benzer manipulasyonla, a a daki denklem elde edilir. 

=
))!1(

2

1
())!1(

2

1
(2

)!1(

nn

n

n

 

,              (3.4.32) 

Bu bütün 

 

> 0 lar için geçerlidir. 

3.5.Thomas-Fermi Denklemleri 

Matematiksel fizikte önemli göreve sahip olan, Thomas Fermi 

denklemlerini göz önünde bulundural m. [24,25,26] 

u (x) = x-1/2u3/2, u(0) = 1, u( ) = 0    (3.5.1) 

Bu problem a r atomlardaki etkili çekirdek yükünün modelini kurmak için 

geli tirilmi tir. 

Atom numaras z nin nötür atomu için olan enerji (atomik birimlerdeki enerji) 

a a daki gibidir: 

0
3

4

7

6 3/7
3/2

uzE

 

Bu yüzden u (0) n potansiyelinin ba lang ç e imi için yüksek do ruluk de eri 

aç klamak önemlidir. 
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Bu problemin varyasyonel yakla m ispat  [27] de  verilmektedir: 

dxuxuuJ 2/52/12

0 5

2

2

1     
 (3.5.2) 

u = e- x(1+c1x+c2x
2+ ) formunda deneme fonksiyonunu seçebiliriz. Burada 

ci ler, daha sonra Ritz methoduyla hesaplanacak olan bilinmeyen sabitlerdir. 

1.mertebe yakla m,ba lang ç e iminin[27], % 7.8 do rulu uyla sonuçlan r. 

f metodu [24],Thomas-Fermi denklemlerini çözmek için gösterildi. f metodunun 

temel fikri, Thomas-Fermi denkleminin sa taraf n , f parametresini içeren bir 

tanesiyle de i tirmektir. Yani 

u (x) = u1+ x-

        

(3.5.3) 

Çözümün, ya göre kuvvet serisine aç lm olaca varsay l r.  

u = u0+ u1+
2u2+

       

(3.5.4) 

Bu, s rayla un için lineer denklemlerin bir kümesini olu turur: 

000 uu 

xunuuu /0011

 

xunuxunuuuu /
2

1
/ 0

2
001122

 

... 

Bu denklemlerin ba lant l s n r ko ullar ; u0(0 )= 1, u0( ) = 0 ve un(0) = un( ) = 

0,   n > 1 için olur. 
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n > 1 de un i çözmek için, baz benzer olmayan fonksiyonlara, ihtiyaç duyar z. Bu 

yüzden, bu methodu ilerletmede baz zorluklarla kar la abiliriz. 

Ref[28] deki parametre ile probleme di er bir yakla m öneririz. Bu durum 

Bölüm 5.2 de de görülebilir. Bundan dolay , problemi çözmek için homotopi 

pertürbasyon metoduna ba vururuz. 

2/32/1..0 uxpuxu

      

 (3.5.5) 

çözümün ve 0 katsay s n n a a daki formlarda ifade edilmi olabilece ini 

varsayal m. 

u = u0+pu1+p2u2+

   

                                   (3.5.6) 

0 = 2+pa1+p2a2+

      

            (3.5.7) 

Basit bir i lemle, a a daki denklemleri elde ederiz. 

00
2

0 uu

       

            (3.5.8) 

01
2/3

0
2/1

1
2

1" uauxuxu

    

            (3.5.9) 

11021
2/1

0
2/1

2
2

2 2

3
uauauuxuxu

   

          (3.5.10) 

Bu denklemlerin birle tirilmi s n r ko ullar ; u0(0) = 1, u0( ) = 0 ve un(0) = 

un( ) = 0,    n > 1  için olur. 

Denklem (3.5.8) in çözümü u0 = e- x dir. 0u

 

 (3.5.9) denkleminde yerine koyarak 

a a daki denklemi elde ederiz. 
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xx eaexuxu 1

2/32/1
1

2
1              (3.5.11) 

Önceki örnekler gibi, a a daki denklemi, 

01
2/32/1

0
dxeeaex xxx

    

          (3.5.12) 

ya da    0
2

)2/1( 
5

2 1a     
          (3.5.13) 

denklemlerini olu tururuz. 

E er 1.mertebeden yakla m yeterli ise, daha sonra (3.5.7) ve (3.5.13) ten 

a a daki denklemi elde edilir. 

713.1
5

8
3/1

      

          (3.5.14) 

O mertebe yakla k çözüm a a daki gibi olur. 

xeu 713.1
0

~

       

          (3.5.15) 

Thomas-Fermi denkleminin bir yüksek do rulukta say sal çözümü, ba lang ç 

e imini [26] veren Kobayashi et. al. taraf ndan sa lanm t r. 

5880710.10exacu               (3.5.16) 

Çözümünün 713.10~
0u ü gösterdi inde, % 7.8 do ruluk çok iyidir. 

[24] te belirtilmi olan u1 i çözmek için mertebe indirgeme methodunu 

kullanabiliriz. Bundan dolay U1 in yakla k çözümünü ara t rmak için 
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varyasyonel metodu kullan yoruz. (3.5.9) ve (3.5.10) için varyasyonel 

formülleme; a a daki ekilde olur. 

dxueexuuuJ x
x

1
22

3
2/12

1
22'

1011 2

1

2

1

  

          (3.5.17) 

dxuuauauuxuuuJ 211021
2/1

0
2/12

1
22

1022 2

3

2

1

2

1
          (3.5.18) 

En basit formda deneme fonksiyonu  

xx eeu 2
11

      

          (3.5.19) 

xx eeu 2
22

      

          (3.5.20) 

biçiminde ifade ederiz. 

(3.5.19) u (3.5.17) de yerine koyarak J1/ d1 = 0 i olu turarak bilinmeyen sabit 

d1 i belirleyebiliriz. Benzer ekilde bilinmeyen sabit d2, daha sonra hesaplanacak 

olan J2/ d2=0 dan bulunur. 

3.6.Bifurkasyon 

Bu bölümde,Lineer olmayan denklemlerin bir çe idi, Bifurkasyon e rileri 

için, ara t rma yapmada homotopi pertürbasyon metoduna ba vuraca uzaydaki, 

Duffing oskülatörlerini inceleyelim. 

u  +  (u-A2u3) = 0, u(0) = u( ) = 0, u( /2) = 1, 

 

 0  (3.6.1) 
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Herhangi bir 

  
0 için, yukar daki denklem u(t) = 0 a ikar çözüme sahiptir. nun 

baz de erleri için bir a ikar olmayan çözüm var oldu unda, iyi bilinen basit 

bifurkasyon meydana gelir. 

Geleneksel pertürbasyon metodu a a daki denklemi tan mlam t r. 

3

1
2A , 

  

1       (3.6.2) 

Bu denklem sadece nun çok küçük de erleri için geçerlidir. 

Homotopi pertürbasyona göre, bir sonraki basit homotopiyi kurar z: 

u + .u- pA2u3 = 0       (3.6.3) 

Çözümün ve u nun katsay s nun p ye göre kuvvet serilerine aç labilece ini 

varsayar z. 

u = u0 + pu1 + p2u2 +

  

                     (3.6.4) 

 = 2 + p 1 + p2
2+

      

(3.6.5) 

(3.6.4) ve (3.6.5) i (3.6.3) de yerine koyarak ve p nin  kuvveti olan terimleri 

e itlenerek, lineer denklemlerin bir serilerini elde edebiliriz ve sadece ilk iki 

lineer denklemi yazar z: 

00
2

0 uu

  

u0(0) = (u0/ ) = 0, u0( /2) = 1  (3.6.6) 

   ,03
0

2
011

2
1 uAuuu   02/   , 0)(0 111 uuu   (3.6.7) 

Denklem (3.6.6) n n genel çözümü;  a ve b nin sabit oldu u 
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u0(t) = acos t + bsin t      (3.6.8) 

dir. 

u0(0) = u0( ) = 0 s n r ko ullar na ve ek ko ul u0( /2) = 1 e ek olarak, a = 1, b = 

0 ve 

 

= 1 i elde ederiz. Bu yüzden u0 n çözümü: 

u0 = sint        (3.6.9) 

biçimindedir. 

u0 denklem (3.6.7) de yerine koyarak, u1 için bir diferansiyel denklem elde 

ederiz. 

0sinsin 32
111 tAtuu

    

          (3.6.10) 

ya da      

03sin
4

1
sin

4

3 22
111 tAtAuu

  

                      (3.6.11) 

u1 de seküler terimi yok etme, a a daki denklemi gerektirir. 

2
1 4

3
A

       

          (3.6.12) 

S n r ko ullar u1(0) = u1( ) = 0 ve ek ko ul u1( /2) = 0 göz önünde 

bulundurdu umuzda, (3.6.11) in çözümü a a daki gibi olur. 

ttAu sin3sin
32

1 2
1

     

          (3.6.13) 
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Bu yüzden, a a daki 1.derece yakla k çözümleri elde ederiz. 

ttAtuuu sin3sin
32

1
sin 2

10

   
          (3.6.14) 

ve          2

4

3
1 A

       

          (3.6.15) 

  

0 oldu u için yukar daki denklemin 

 

< 1 oldu unda çözümü yoktur. Bununla 

birlikte 

 

> 1 oldu unda denklem (3.6.15) a a daki çözüme sahiptir. 

1
1

3

2
A                (3.6.16) 

Bu yüzden, iyi bilinen basit bifurkasyon 

 

= 1 de meydana gelir. Burada bulunan 

çözüm Liao[29] taraf ndan bulunan sonuçla ayn d r. Bu teknolojiye, gelecek 

bölümde görece imiz, baz  lineer olmayan dalga denklemlerinin 

bifurkasyonlar n ara t rmak için ba vuraca z. 

3.7.Dalga Denklemleri  

Bu bölümde, lineer olmayan dalga denklemleri için homotopi 

pertürbasyon methoduna nas l ba vuraca m z göstermek için baz örnekler 

verece iz. Drinfeld-Sokolow-Wilson çiftinin dalga denklemini [31,32] göz 

önünde bulundural m: 

0.3 xt vu

        

(3.7.1) 

022 xxxxxt uuvu      (3.7.2) 

Bunun hareketli dalga çözümünü, a a daki formda ifade ederiz. 
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ctkx   ,tx,   ,. Utxu    (3.7.3) 

(3.7.3) ü (3.7.1) ve (3.7.2) de yerine koydu umuzda a a daki gibi sonuç al r z. 

0
2

3 2kcu                    (3.7.4) 

022 3 ukkukc     (3.7.5) 

Burada üs,  yönlü diferansiyeli gösterir. 

(3.7.4) ve (3.7.5) den, kolayca v için diferansiyel denklem bulabiliriz: 

0
1

2
3

3 ckk

c      
(3.7.6) 

Denklem (3.7.6) için homotopi pertürbasyon methoduna ba vurur ve 

0
1

2
3

3
p

ckk

c  
p [0,1]   (3.7.7) 

formunda bir homotopi kurar z. 

Denklem (3.7.7) nin çözümünün, p nin bir serisi ile ifade edilebilece ini 

varsayar z. 

...vpp.v 2
2

100 vv      (3.7.8) 

Ayr ca, lineer terimlerin katsay s p nin serilerine a a daki gibi aç labilir. 

...
2 2

2
1

2
3

pp
k

c      
(3.7.9) 
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(3.7.8) ve (3.7.9) denklemlerini, (3.7.7) de yerine koymak ve p nin benzer 

kuvvetlerinin katsay lar n e itlemek lineer denklemlerin serisini verir: 

00
2

0

       
          (3.7.10) 

0
1 3

0011
2

1 ck     
          (3.7.11) 

(3.7.10) denklemini çözerek, a a daki denklemi elde ederiz. 

0 = Acos

       

          (3.7.12) 

(3.7.12) yi (3.7.11) de yerine koyma, a a daki gibi sonuçlan r. 

03cos
4

cos
4

3 32

11
2

1 ck

A
A

ck

A 
          (3.7.13) 

Burada  0
4

3 3

1 ck

A

 

olmad taktirde, (3.7.13) ün tüm çözümlerinin bir 

seküler terimi içerdi ine dikkat edilmelidir. 

Böylece; 

ck

A

4

3 2

1

       

          (3.7.14) 

e gerek duyar z ve (3.7.13) denklemlerinden cos

 

teriminin hepsini birlikte 

ekleriz. 

Bu nedenle, (3.7.13) denklemi a a daki hale gelir. 
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03cos

4

3

1
2

1 ck

A     
          (3.7.15) 

(3.7.14) ün çözümü a a daki gibi olur. 

cos3cos
32 2

3

1 ck

A    
          (3.7.16) 

E er 1.mertebe yakla k çözüm yeterli ise, (3.7.8) ve (3.7.9) da p = 1 yazarak, 

cos3cos
32

cos
2

3

10 ck

A
Avvv                      (3.7.17) 

ve          
ck

A

k

c

4

3

2

2
2

2

      

          (3.7.18) 

denklemlerini elde ederiz. 

A a daki formda (3.7.17) yi yeniden yazal m. 

ck

A

k

c

4

3

2

2

3
2

      

          (3.7.19) 

  

0 oldu undan, yukar daki denklemin c < 1.22kA da çözümü yoktur. Bununla 

birlikte c > 1.22kA oldu unda (3.7.19) un çözümü a a daki gibi olur. 

ck

A

k

c

4

3

2

2

3

      

          (3.7.20) 

Bu yüzden iyi bilinen bifürkasyon c = 1.22kA da olu ur. imdi (3.7.6) için bir 

varyasyonel ilkeyi hesaplar z. [Varyasyonel ilkeler, problemin çözümünün 

do al nda fiziksel görünü sa larlar.] 
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Yar -ters metoduyla, a a daki denklemi elde ederiz. 

d
ckk

c
J 42

3
2

4

1

42

1   
          (3.7.21) 

E er (3.7.6) için periyot çözüm ara t rmak istersek sonra (3.7.21) enerji 

integralinden 

  

> 0 için, 42
3 4

1

4
v

ck
v

k

c

 

potansiyelinin pozitif olmas n 

gerektirir. Bu yüzden A , askülatörün argümenti oldu u orijin çevresinde bir 

oskülatör sadece c > kA  ise meydana gelir. 

Yukar da belirtilmi olan homotopi pertürbasyonu methoduyla bulunan sonucu 

çok yak n olan bifurkasyon c = kA  iken meydana gelir. imdi, 

0uuux xxx1 xxyuuxu

 

                                   (3.7.22) 

eklinde olan, lineer olmayan, Rossby dalgalar [32] için, Zakharov-kuznetsov 

denklemini göz önünde bulundural m. 

Bir sonraki koordinat sisteminde; 

,,, utyxu

 

ctlykx

   

          (3.7.23) 

bunun hareketli dalga çözümünü ara t r r z. 

Burada c aç sal frekans, k ve 1 s ras yla x ve y do rultusunda dalga numaralar d r. 

(3.7.23) ü (3.7.22) de yerine koyarak,  

cup
kk

k
u

ykk

kc
u 2

2323
.

2

   

          (3.7.24) 
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denklemini elde ederiz. imdi a a daki homotopiyi kurar z, 

cup
kk

k
u

kk

kc
u 2

2323
.

2

   
          (3.7.25) 

ve (3.7.25) e periyodik çözümünün, p nin bir kuvvet serisi eklinde yaz lm 

olabilece ini varsayar z: 

...2
2

10 uppuuu               (3.7.26) 

(3.7.25) in sa yan ndaki lineer terimin katsay s n ve c sabitini p nin serilerine 

açabiliriz. 

...2
2

1
2

23
pp

kk

kc

   

                      (3.7.27) 

c = pc1 +p2c2+

      

          (3.7.28) 

(3.7.26), (3.7.27) ve (3.7.28) i (3.7.25) te yerine koyma ve p nin ayn kuvvetli 

terimlerini toplayarak çözmek için a a daki homojen olmayan lineer denklemleri 

elde ederiz: 

00
2

0 uu

       

          (3.7.29) 

0
2 1

2
023011

2
1 cu

kk

ak
uuu

  

                      (3.7.30) 

  021023021122 cuu
kk

k
uuuu

 

                        (3.7.31)        

Denklem (3.7.29) u0 = Acos

 

çözümüne sahiptir. E er bu sonucu (3.7.30) de 

yerine koyarsak, u1 için a a daki denklemi elde ederiz. 
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0

)(4
2cos

)(4
cos 123

2

23

2

11
2"

1 c
klk

kA

klk

kA
AUU   (3.7.32) 

u1 deki seküler terimleri yok etmek a a daki denklemleri gerektirir.  

1 = 0                  (3.7.33) 

23

2

1 4 kk

kA
c

      

          (3.7.34) 

Böylece denklem (3.7.32) a a daki hale gelir. 

02cos
4 23

2

1
2

1 kk

kA
uu             (3.7.35) 

Bu denklemin özel çözümü a a daki gibi olur. 

2cos
12 232

2

1 kk

kA
u

   

          (3.7.36) 

E er yukar daki sonuçlar (3.7.21) de yerine koyup düzenlersek 

03cos
24

cos
24

22232

322

2232

222

22
2

2 c
kk

Ak
A

kk

Ak
uu

 (3.7.37) 

olur. Tekrar, u2 de seküler terimleri yok etmek a a daki denklemleri gerektirir. 

2232

222

2
24 kk

Ak

     

          (3.7.38) 

ve   c2 = 0                  (3.7.39) 
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E er 2.derece yakla k çözümde durursak, p = 1 i (3.2.27) ve (3.7.28) de 

olu turarak, a a daki denklemleri elde ederiz. 

2232

222

223
24 kk

Ak

kk

kc

   
          (3.7.40) 

ve           
23

2

4 kk

kA
c

      

          (3.7.41) 

(3.7.40) dan  kolayca çözülebilir. 

Degasperis-Procosi denklemini [33] göz önünde bulundural m. 

xxxxxxtxxt uuuuuuuu .34

   

                    (3.7.42) 

u(x,t) = u( ), 

 

= x-kt, denklem (3.7.42), c nin integral sabiti oldu u 

0 .
112 22 cuu
k

u
k

u
k

uu             (3.7.43) 

denklemi haline gelir. Önceki örnekteki gibi, 

...2
2

10 uppuuu               (3.7.44) 

...1 2
2

1
2 pp                 (3.7.45)  

c = pc1 + p2c2+

      

          (3.7.46) 

oldu unu varsayar z. 

Yukar daki denklemleri: (3.7.44) 

 

(3.7.46), (3.7.43) te yerine koyarak, a a daki 

denklemleri elde ederiz. 
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00

2
0 uu

       
          (3.7.47) 

0
112

100
2

0
2
0011

2
1 cuu

k
u

k
u

k
uuu

  
          (3.7.48) 

0'
124

20110
'
101002112

2
2 cuuuu

k
uu

k
uu

k
uuuu

 

         (3.7.49) 

(3.7.47) denklemi u0=Acos

 

çözümüne sahiptir. E er bu çözüm (3.7.48) de 

yerine koyulursa, u1 için a a daki denklemleri elde ederiz: 

0cos
1

sin
1

cos
2

1
22222222

011
2

1 cA
k

A
k

A
k

uuu         

(3.7.50) 

Seküler terimlerinin yok edilmesi, a a daki denklemleri gerektirir. 

1 = 0                  (3.7.51) 

2
1

1
A

k
c

       

          (3.7.52) 

(3.7.50) nin özel çözümü; a a daki gibi olur. 

2cos1
3

1 22
21 A

k
u              (3.7.53) 

Yukar daki sonuçlar , (3.7.49) da yerine koyarak, baz basitle tirmelerden sonra, 
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023cos

2

2
3

2
1

3
2

3

1

cos1
2

22
1

2
2

3

1
22

2
2

cA
k

A
k

Auu

                                    (3.7.54) 

haline gelir.  

Tekrar, seküler terimlerinin yok edilmesi, a a daki denklemleri verir. 

1
2

1
3

1
2

22
22 A

k    
          (3.7.55) 

ve             

c2 = 0                  (3.7.56) 

E er 2.yakla mda durursak, sonra p = 1 de kurarak, a a daki denklemleri elde 

ederiz. 

1
2

1
3

1
1

2
22

2
2 A

k    
          (3.7.57) 

ve              

21
A

k
c

       

          (3.7.58) 

Periyodik çözüm sadece 2 > 0 ise mevcuttur, bifurkasyon 2 = 0 oldu unda 

meydana gelir. 

Lineer olmayan kübik Schrödinger denklemini [34] inceleyelim. 
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0ll 2uuuiu xxt               (3.7.59) 

(3.7.59) un bir dura an (0 gruplu h z) soliton, çözümünün fonksiyon f ve sabit 

nin daha sonra hesaplanacak oldu u,a a daki forma sahip oldu unu 

varsayar z: 

tiexftxu .,

      

          (3.7.60) 

Üzerine (3.7.60) i (3.7.59) da yerine koyarak ve üstel terimleri yok ederek 

a a daki denklemlerini elde ederiz. 

0. 3 xfxfxf

     

          (3.7.61) 

ya da      03fff

      

          (3.7.62) 

A a daki formda bir homotopi kurar z: 

03pfff

      

          (3.7.63) 

E er periyodik çözümü ara t rmak istersek; -

 

sabitini a a daki formda açar z. 

...1
2 pa

      

          (3.7.64) 

f0 ve f1 için diferansiyel denklemler a a dakiler gibi elde edilebilir: 

,00
2

0 ff , Af 00 ,  000f           (3.7.65) 

03
0011

2
1 ffaff ,  001f 001f      (3.7.66) 

A a daki denklemi elde etmek oldukça kolayd r, 
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22

4

3
A

      
          (3.7.67) 

Bu yüzden çözüm sadece 

 
< -3A2/4 oldu u zaman vard r. 

 
> -3A2/4oldu u 

taktirde periyodik çözüm var olmaz. Bu ko ul alt nda, 

 

sabitini, (3.7.63) de, 

a a daki formda açar z. 

 =  a2-pa1+

      

          (3.7.68) 

f0 ve f1 için diferansiyel denklemleri elde ederiz. 

00
2

0 faf                 (3.7.69) 

03
0011

2
1 ffafaf               (3.7.70) 

f in s n rland n varsayar z, sonra (3.7.69) un çözümünü a a daki gibi ifade 

ederiz 

axeDf .0                (3.7.71). 

E er (3.7.71) kesin çözüm ise, f1 

 

0 olur. Lineer olmayan denklemler için bu 

ko ul meydana gelmeyecektir. Buna ra men yakla k olarak, Galerkin 

methoduyla; a a daki denklemi olu turacak, ko ulu yerine getirmek gerekir. 

03
0010

dxeffa ax               (3.7.72) 

oskülatörlü denklemleri çözmek için seküler terimleri yok etme gereklili i 

gerçekten de Galerkin teknolojisini kullan r. 

(3.7.72) den kolayca a a daki çözümü elde ederiz. 
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2

1 2

1
Da

       
          (3.7.73) 

f1 için tam sonuç bir gereklilik de ildir. Asl nda, (3.7.72) xne-ax (n > 0) gibi 

terimler gerektirmez, bu yüzden; 

axax eecf 3
1

      

          (3.7.74) 

oldu unu varsayabiliriz. 

(3.7.74) ü (3.7.70) de yerine koyma, a a daki rezidualle sonuçlan r.  

ax
eD

ax
Dea

ax
e

ax
eca

ax
ea

ax
eaCffafafxR

33
1

3232
9

23
0011

2
1

                                                                                                                      (3.7.75) 

R(0)=0 i yerle tirerek, (3.7.74) deki c sabiti bulunabilir. 1.derece yakla k 

çözümde dururuz, bu; 

22

2

1
Da

      

          (3.7.76) 

yi gerektirir. 

a2 > 0 için, periyodik olmayan çözümün ko ulu, +D2\2 > 0 d r. Yukar da elde 

edilmi 

 

> -3A2/4 ko ulu ile birle tirerek, yakla k olarak bifurkasyon noktas n 

ve bifurkasyon gereklili ini saptayabiliriz.  

Son örnekteki gibi,Burgers denklemini inceleyelim: 

xxxt uauuu

      

          (3.7.77) 
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u (x.t) = u ( ), 

 
= x-ct dönü ümü ile denklem (3.7.77), (s ralama) diferansiyel 

denklemine dönü ür: (üsler na göre türev anlam na gelir.) 

E er soliton çözümü ara t rmak içinse, a a daki formda homotopi kurar z: 

0upuucu

      

          (3.7.79) 

Çözüm ve c sabitini p nin kuvvet serilerine açarak, 

u = u0+pu1 + p2u2 + 

     

          (3.7.80) 

c = c0 + pc1 + p2c2+

      

          (3.7.81) 

elde ederiz. 

f0 ve f1 için a a daki diferansiyel denklemi elde ederiz: 

0000 ucu

       

          (3.7.82) 

00001101 uauucucu

    

          (3.7.83) 

(3.7.82) nin genel çözümü a a daki gibi olur: 

0
0 exp

c
Dcu               (3.7.84) 

(3.7.84) ü (3.7.83) de yerine yazarsak; 

0expexpexp 000010
101

c
Dc

cDaccDcc
ucu                                             

(3.7.85) 
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bulunur. Bunu da basitle tirerek a a daki denklemi elde ederiz. 

0
2

expexp 0
2

00
1

0
101

cDacc
acc

Dc
ucu     (3.7.86) 

Burada  exp (-c0 / ) in terimlerini yok etmek a a daki denklemi gerektirir. 

c1 = aC.                 (3.7.87) 

(3.7.87) de eri, (3.7.86) da yerine yaz l rsa. 

00

0

2

1 exp
2

exp
42

cc

c

aD
u            (3.7.88) 

elde edilir. Böylece 1.derece yakla k çözüm, a a daki ekildedir: 

00

0

2
0

10 exp
2

exp
42

exp
cc

c

aDc
Dcuuu     

(3.7.89) 

Burada  

c = c0C  de eri (3.7.89) denkleminde yerine yaz l rsa    

(2.6) da gösterilmi olan üstel Padé teknolojisi ile a a daki soliton çözümü  

ctx
c

B

ctx
c

Ac

txu
0

0

exp1

exp

,              (3.7.90) 

elde edilirlir. 
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Burada A ve B a a daki ko ullardan tan mlanabilir: 

42 0

2

c

aD
DBA                (3.7.91) 

42 0

2

c

aD
AB                (3.7.92) 

(3.7.91) ve (3.7.92) denklemlerinden  A ve B kolayca bulunabilir. 

3.8. Jakobi Eliptik Denklemlerinin Periyodik çözümü 

Jakobi Eliptik denklemini göz önünde bulundural m: 

422 cubuau . ( a, b ve sabit)                (3.8.1) 

Bu çe it denklemler, lineer olmayan dalga denklemlerinde çok çal ld . Denklem 

(3.8.1) in t ye göre diferansiyelini alarak; 

ucuubuuu 3422                 (3.8.2) 

denklemini, ya da daha dabasitle tirerek, 

u

 

- bu  4cu3 = 0                  (3.8.3) 

denklemini elde ederiz. 

Homotopi perturbasyon methoduna ba vurmak için, a a daki basit homotopiyi 

kurar z, 

u

 

- bu  4cpu3 = 0  , p  [0,1]                (3.8.4) 
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Homotopi parametresi p her zaman 0 dan birim elemana de i tirir. p = 0 oldu u 

taktirde, (3.8.4) denklemi bir lineer denklem haline gelir ve 1 oldu u zaman 

(3.8.3) denklemi (3.8.3) denklemi ile sonuçlan r. 

Homotopi Peturbasyon metodundan dolay , çözümü açmak için homotopi 

parametresi p yi kullan r z: 

u = u0 + pu1 +p2u2 + 

     

            (3.8.5) 

Modife edilmi Lindstedf-Poincere methodu nun dilinde, (3.8.4) te u nun 

katsay s n a a daki formda açar z. 

-b = 2+p 1+p2
2+

     

            (3.8.6) 

(3.8.5) ve (3.8.6) yi denklem (3.8.4) te yerine koyarak ve p nin kuvvetleri 

terimleriyle e itlenerek, lineer denklemlerin serilerini elde edebiliriz ve sadece ilk 

2 lineer denklemi yazar z: 

00
2

0 uu

       

            (3.8.7) 

04 3
0011

2
1 cuuuu

     

            (3.7.8) 

(3.7.8) nin genel çözümü a a daki gibi olur. 

,sin0 xaxu                                       (3.8.9) 

Burada  a  ve  

  

sabit olup, u0 (3.8.14) denkleminde yerine koyarak u1 için bir 

diferansiyel denklem elde ederiz: 

0)(sin4)sin( 33
11

2
1 xcaxauu            (3.8.10) 
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ya da     0)(3sin3)sin()3( 32

11
2

1 xcaxcaauu        (3.8.11) 

u1 deki seküler terimleri yok etmek, a a daki denklemi gerektirir. 

1 = 3ca2                 (3.8.12) 

Böylece (3.8.11) in çözümü, 

)(3sin
8

1 3
1 xcau               (3.8.13) 

eklindedir 

Bu yüzden a a daki 1.derece yakla k çözümü elde ederiz. 

)(3sin
8

1
)sin( 3

10 xcaxauuu            (3.8.14) 

ve         - b = 2 + 3ca2                (3.8.15) 

ya da    2 = - (b+3ca2)                (3.8.16) 

A a daki e itsizlik: 

b2+3ca2<0                 (3.8.17) 

oldu u taktirde, Jacopi Eliptik denklemin periyodik çözümü vard r, bunun 

frekans a a daki formda yaz labilir: 

23cab

      

          (3.8.18) 

Kesinlikle, önerilen metoda di er lineer olmayan denklemler için kolayca 

ba vurulabilir. 
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3.9. Bimoleküler Reaksiyon 

A a daki bimoleküler reaksiyonu inceleyelim. 

A+B C 

Kimyasal reaksiyonlar n hareketini veren denklem u ekilde yaz l r: 

ba   ,
8

2kxxbakkabxbxak
dt

dx  
(3.9.1) 

Burada; a ve b sabitleri, t = 0 daki A ve B molekülleri için bulunurlar ve x, t den 

sonraki zamanda c nin moleküllerinin numaras , k ise reaksiyon sabitidir. 

Reaksiyonun ba lang c nda (t = 0), henüz olu mu c molekülleri yoktur, bu 

yüzden ba lang ç ko ulu x(0) = 0 d r. Tüm A molekülleri tükendi i zaman         

(a < b), c moleküllerinin say s nda daha fazla bir art meydana gelmez, bu 

yüzden dx/dt = 0 olur. Bunu denklem (3.9.1) de yerine koyunca, c moleküllerinin 

son say s x

 

= a olur, bu yüzden s f r nc mertebe yakla k sonuç a a daki gibi 

ifade edilebilir. 

x0 = a (1-e- t) (  bilinmeyen sabit)     (3.9.2) 

Denklem (3.9.2) bir sonraki lineer denklemin çözümüdür: 

0ax
dt

dx
,  x(0) = 0    (3.9.3) 

Böylece a a daki formda bir homotopi kurar z: 

2kxxkbkaakabpax
dt

dx

   

(3.9.4) 
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Homotopi pertürbasyon metoduna göre, çözüm a a daki formda ifade edilebilir: 

x = x0 + px1 + p2x2+

      
(3.9.4) 

(3.9.5) i (3.9.4) te yerine koyarak ve p nin ayn kuvvetli terimlerini toplayarak, x0 

ve x1 için a a daki diferansiyel denklemi elde ederiz. 

          ,0
0 ax

dt

dx
000x                                      (3.9.6) 

00    x, 1
2
001

1 kxxkbkaakabx
dt

dx

  

(3.9.7) 

(3.9.6) denkleminin çözümü x0 = a (1-e- t) olur. E er bu çözüm (3.9.7) de yerine 

konursa, x1 için bir sonraki denklemi elde ederiz: 

ttt eekaekbkaaakabx
dt

dx 22
1

1 211

 

(3.9.8) 

(3.9.8) denklemi a a daki formda yeniden düzenleyelim: 

tt ekaekakbkaax
dt

dx 222
1

1 2

   

(3.9.9) 

x1 deki   te- t   terimlerini yok etme a a daki denklemi gerektirir. 

a (ka+kb- )  2ka2 = 0               (3.9.10) 

Burada 

 

a a daki ekilde bulunabilir. 

 = k(b-a)                 (3.9.11) 

imdi denklem (3.9.9) a a daki denkleme indirgenir: 
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teka

dt

dx 22
1

1

      
          (3.9.12) 

x1(0) = 0 oldu undan dolay , denklem (3.9.12) nin çözümü a a dad r: 

tt ee
ka

x 2
2

1               (3.9.13) 

E er 1. mertebeden yakla k çözüm yeterli ise, p = 1 i olu tururuz ve a a daki 

sonucu buluruz: 

ttt ee
ka

eaxxx 2
2

10 1             (3.9.14) 

Sonuçlar kar la t rmak için, a = 1 ve b = 2 deki duruma dikkat edelim. Bu 

ko ullar alt nda, kolayca a a daki tam sonucu buluruz: 

2 1

2

kt

ex kt

e
x

e

      

          (3.9.15) 

Bunun yar yol zaman : 

k
t

4054.0
2/1

       

          (3.9.16) 

eklinde olur. Bu; c moleküllerinin say s 
k

t
4054.0

2/1

 

iken yar yoluna ula m 

oldu u anlam na gelir. 
2

1

2

a
x 

(3.9.14) ten a a daki yakla k yar yol zaman elde edilir: 



  
201

   
k

t
3466.0

2/1

       
          (3.9.17) 

Bu yüzden 1. mertebe yakla k çözüm için 14.5 % do rulu a ula r. Genel 

söylemde, her zaman, xn (n 

 

2) de ortaya ç kacak olan seküler terimler için        

1. derece yakla mlarda dururuz. E er 14.5 % do ruluk mühendislik 

uygulamalar için yeteri kadar iyi de ilse, yüksek derece yakla mlara gerek 

duyulur. Bunu sonland rmak için, a a daki homotopiyi kurar z.  

)( 2kxakabpaxbak
dt

dv

   

          (3.9.18) 

k(a+b) sabitini p nin kuvvet serilerine açar z:  

....)( 2
2

1 ppbak               (3.9.19) 

(3.9.5) ve (3.9.19) u (3.9.18) de yerine koyarak, lineer denklemler serisini elde 

ederiz: 

00       0 00
0 xax

dt

dx

    

          (3.9.20) 

0)0(1
2

011
1 xkxakabxx

dt

dx
a

  

          (3.9.21) 

   00        ,2 21011022
2 xxkxxxx

dt

dx

  

            (3.9.22) 

Bilinmeyen sabit n, xn (n = 1,2,3, ) deki seküler terimlerin yok edilmesinden 

dolay bulunur. Çözüm yöntemi ana konuda belirtilenle ayn d r ve uzaydaki 

çözümü bulmak için detaylar tart mayaca z. 
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Homotopi perturbasyon metoduyla elde edilmi olan düzenleme formulasyonu 

denklem (3.9.14) , basit oldu u kadar anla labilirlikte olup do rudan pratik 

düzenlemeye ba vurabiliriz. 

3.10.  ki Nokta s n r-de er problemleri 

A a daki denklemi inceleyelim: 

u  + u = 0                 (3.10.1) 

Denklemin s n r ko ullar a a daki gibidir. 

u(u) = u(1) = 0                (3.10.2) 

Yukar daki problem u(x) = 0  a ikar çözümüne sahiptir. n n de erleri için s n r 

ko ullar n sa layan a ikar olmayan çözüm acaba mevcut mudur? 

Bu tür sorular ilk kez Sturm ve Lioauille taraf ndan son 19. yy da ara t r lm t r. 

 

de erleri karakteristik de erler ya da öz de erler olarak adland r l r ve 

ba lant l çözümler ise karakteristik fonksiyonlar ya da öz fonksiyonlar olarak 

ifade edilir. 

A ikar olmayan çözümler sadece ve sadece 

 

= n2 2. n=1,2,3, oldu unda 

vard r ve bu çözümler; 

121

0
dxun                 (3.10.3) 

ko ulu ile normalle tirildi inde, tnun sin2  olur. 

imdi a a daki 2-noktan n s n r de er problemini inceleyelim: 
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u + u+ u3=0,  u(0) = u(1) = 0            (3.10.4) 

A a daki formda bir homotopi kural m: 

u + u + pu3 = 0                (3.10.5) 

A ikar olmayan çözüm ve ,  p nin kuvvet formunda aç labilece i varsay larak, 

a a daki denklemleri elde ederiz. 

u = u0 + pu1+

      

          (3.10.6) 

 = 2 + p 1+ .                (3.10.7) 

Basit bir i lem ile a a daki denklemi elde ederiz. 

010     ,0 000
2

0 uuuu

    

          (3.10.8) 

00     , 0(0)u 0,u 1101
3
01

2
1 uuuu

   

(3.10.9) 

(3.10.8) in genel çözümü a a daki ekildedir: 

u0 = Asin x + Bcos x             (3.10.10) 

S n r ko ullar  u0 (0) = u0(1) = 0 i birle tirme B = 0 verir ve  

u0 = Asinn x                (3.10.11) 

bulunur. 

E er u0, (3.10.9) da yerine konulursa ve sonuçtaki denklem basitle tirilirse 

a a daki denklemi elde ederiz. 
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xnAxnAAuu 3sin

4

1
sin)

4

3
(" 32

11
2

1

  
 (3.10.12) 

u1 deki seküler terimleri yok etme a a daki denklemi gerektirir. 

2
1 4

3
A

       

        (3.10.13) 

(3.10.12) nin genel çözümü a a daki gibi olur: 

xnDxnCxn
n

A
cossin3sin

32 22

3

1

  

        (3.10.14) 

S n r ko ullar n birle tirme D = 0 ile sonuçlan r ve c keyfi sabit olabilir. 

A a daki uygunlu un gerekçesi için u1(0) = 0 yeni ko ulunu tan t r z, böylece 

a a daki denklemi elde ederiz. 

xnxn
n

A
sin33sin

32 22

3

1

    

        (3.10.15) 

1.mertebe yakla k çözüm a a daki gibidir. 

xnxn
n

A
xnAxu sin33sin

32
sin

22

3

 

                  (3.10.16) 

Burada yeni normalle tirilmi ko ul u (0) = 1 i sadece uygunluk gerekçeleri için 

kullan l r. 

n  karakteristik de er a a daki forma sahiptir: 

22
22

4

3

n
n

    

                    (3.10.18) 
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Normalle tirme ko ullar (3.10.3) kullan ld nda, s f r nc mertebe yakla k 

çözüm, a a daki gibi olur. 

xnxu sin2

      
        (3.10.19) 

2

322n              (3.10.20) 

imdi a a daki özde er problemini göz önünde bulundural m. 

010      ,0
1

uuu
x

uu

    

       (3.10.21) 

A a daki formda bir homotopi kural m: 

xu  + x u+pu = 0              (3.10.22) 

Önceki örnekte oldu u gibi, a a daki denklemleri elde ederiz. 

010         0)( 000
2

0 uuuux

   

        (3.10.23) 

00    00         0)( '
110011

2
1 uuuuuux

 

        (3.10.24) 

(3.10.23) ün çözümü u0 = Asin n x olur. Böylece denklem (3.10.24) a a daki 

gibi olur. 

0sin1)( 11
2

1 xnAxuux

   

        (3.10.24a) 

0sin1 2
1

1

0
xdxnx

     

        (3.10.24b) 

denklemlerini 1 i belirlemek için olu tururuz. 
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(3.10.24) ten 1 = -2 elde ederiz. p = 1 i yerle tirerek, a a daki öz de erleri 

denk öz fonksiyonlarla elde ederiz. 

 = n2 2-2               (3.10.25) 

n

xn
u

sin

       

        (3.10.26) 

Kesinlikle, önerilen metoda daha kar k özde er problemleri için ba vurabiliriz. 

3.11.Güçlü Nonlineer Sal n mlar 

Bu bölümde homotopi pertürbasyon metoduna baz özel güçlü lineer olmayan 

oskülatörler için ba vuraca z. 

Örnek 1

 

lk olarak a a daki denklem göz önünde bulundurulur.  

00         ,0       ,0322 uAucuubuuaumuu          (3.11.1) 

(a, b ve c parametredir, m de (-1,0,1) de erlerinden birini alabilir). 

Lineer olmayan denklemlerin bu çe idi çe itli oskülatör fenomenleri olarak do al 

bilimlerde ve mühendislik bilimlerinde ortaya ç kar. Hamdan ve Shabaneh [35] i 

yukar daki denklemle modellenebilen, lineer olmayan oskilatörlerin geni 

argümentleri serbest vibrasyonunu ara t r r. 

Mickens, [36], faz uzay analiziyle yukar daki denklemin bir nitel çal mas n 

verir. Çok önemli bir konusu, bunun yakla k periyodunu ya da frekans n 

ara t rmakt r. 
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A a daki formda bir homotopi kural m: 

0)( 322 cuubuuaupmuu             (3.11.2) 

Çözümün ve sabit olan m nin a a daki formlarda ifade edilebilece ini 

varsayal m: 

2
2

10 uppuuu ,               (3.11.3) 

2
2

1
2 ppm               (3.11.4) 

(3.11.3) ve (3.11.4) ü (3.11.2) de yerine koyarsak ve p nin katsay lar na göre 

olu turulan denklemleri 0 a e itleyerek, a a daki ba nt lar elde ederiz. 

00          0          0 000
2

0 uAuuu

  

          (3.11.5) 

2 2 2 3
1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 10,       0 0, 0 0u u u au u bu u cu u u         (3.11.6) 

(3.11.5) in çözümü tAu cos0 olur. u0 (3.11.6) da yerine koyma a a daki 

denklemi verir: 

0sincoscoscos 223323
11

2
1 ttbAtacAtAuu

 

        

(3.11.7) 

(3.11.7) daha basit olarak. 

03cos
4

1
cos

4

1

4

3 2232222
11

2
1 tbacAtbAacAAuu

                                                                                                                      (3.11.8) 

biçiminde ifade edilir. 
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u1 deki seküler terimleri yok etme, 

2222
1 4

1

4

3
bAacA

    
          (3.11.9) 

yi gerektirir. 

Sonuç olarak  diferansiyel denklemin çözümünde u1: 

ttbacAu cos3cos
32

1 223
21

  

        (3.11.10) 

olarak bulunur. 

1.mertebe periyodik çözüm ise a a daki gibidir: 

ttbacAtAuuu cos3cos
32

1
cos 223

210         (3.11.11) 

(3.11.4) te a a daki denklemi elde ederiz. 

1
2m               (3.11.12) 

(3.11.19) ve (3.11.19) un birlikte çözümü bir sonraki denklemi verir. 

22

2

2

4

1

4

3
1

4

3

bAaA

cAm

     

        (3.11.13) 

2 her zaman pozitif oldu undan, (3.11.1) in periyodik çözümü sadece a a daki 

ko ul gerçekle ti inde vard r. 
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0

4

1

4

3
1 

4

3 222 bAaAcAm           (3.11.14) 

Örnek 2

 

Duffing hermonik oskilatörünü [37] göz önünde bulundural m. 

00         0       0
2

3

uAu
ucb

ua
u           (3.11.15) 

(3.11.15) i a a daki formda 

  032 uauucb             (3.11.16) 

ya da,      023 ucuauu               (3.11.17) 

formunda yazal m. bccbaa /   ,/

 

A a daki formda bir homotopi kural m: 

0)(.0 23 ucuaupuu            (3.11.18) 

çözümü ve 0 katsay s n a a daki ekilde açar z. 

2
2

10 uppuuu             (3.11.19) 

2
2

1
20 pp             (3.11.20) 

Böylece a a daki denklemler elde edilir: 

00      0     0 000
2

0 uAuuu

   

        (3.11.21) 
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00     00     0 110

2
0

3
0011

2
1 uuucuauuuu

 
        (3.11.22) 

(3.11.21) in çözümü tAu cos0  olur. u0 (3.11.22) de yerine koyma a a daki 

denklemi verir: 

03cos
4

1
cos

4

3 3222
11

2
1 tAcatcaAAuu   (3.11.23) 

u1 deki seküler terimleri yok etme 

22
1 4

3
caA

      

        (3.11.24) 

yi gerektirir. 

E er 1.mertebe yakla m yeterli ise, daha sonra (3.11.20) den  

22
1

2

4

3
caA

     

        (3.11.25) 

ya da     
2

2

4

3
1

4

3

cA

aA

      

        (3.11.26) 

denklemlerini elde ederiz. 

Örnek 3

 

Bir x4/3 potansiyelindeki [38] oskülasyonunu inceleyelim. 

00        0       03/1 uAuuu           (3.11.27) 
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(3.11.27) yi a a daki formda yeniden yazal m. 

03 uu               (3.11.28) 

A a daki formda bir homotopi kural m. 

0.1.0 3upuu              (3.11.29) 

çözümü, 0 ve 1 sabitlerini a a daki formlarda açar z. 

2
2

10 uppuuu                             (3.11.30) 

2
2

110 appa             (3.11.31) 

2
2

1
21 pp             (3.11.32) 

Böylece a a daki denklemler elde edilir: 

00       0      0 000
2

0 uAuuu

   

        (3.11.33) 

00   ,  00       0 11
3

001011
2

1 uuuuuauu           (3.11.34) 

tAu cos0 yi (3.11.34) te yerine koyma ile a a daki denklemi buluruz. 

03cos
4

1
cos

4

3 63622
111

2
1 tAtAaAuu         (3.11.35) 

seküler terimlerin yok edilmesi a a daki denklemi verir. 

0
4

3 622
11 Aa             (3.11.36) 
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E er birinci mertebe yakla k çözüm yeterli ise,(3.11.31) ve (3.11.32) den 

a a daki denklemler elde edilir: 

01 1a               (3.11.37) 

11
2

       

        (3.11.38) 

(3.11.36), (3.11.37) ve (3.11.38) i birlikte çözülürek; 

6/1

23

4

A

       

        (3.11.39) 

bulunur. 

Örnek 4

 

Fraktal potansiyelli daha genel bir oskilatörü inceleyelim: 

00        0       03/1 uAuuuu           (3.11.40) 

Bir sonraki homotopiyi kural m. 

0uuup)(1 1/3
0

2
0

2 uuuup

 

(3.11.41)  

Basit bir i lemle, a a daki denklemleri elde ederiz.  

00        0," 100
2

00
2

0 uAuvuu

  

        (3.11.42) 

     000"" 1100
2

00
2

01
2

0 u     Au         0 uuuuuuu "1/3
00

 

                                                                                                (3.11.43) 
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Bunun için 

tAu 3
00 cos

      
        (3.11.44) 

ile ba lar z. 

(3.11.44) i (3.11.45) te yerine koyma ile a a daki denklemi elde ederiz. 

0coscoscos3sincos6 3/133222
1

2
1 tAtAtAttAuu                                     

(3.11.45) 

yukar daki denklemi a a daki gibi basitle tiririz: 

03cos91
4

1
cos)91(

4

3
.6 223/12

1
2

1 tAtAAAuu    

(3.11.46) 

u1 deki seküler terimleri yok etme a daki denklemi gerektirir. 

091
4

3
6 23/22 A            (3.11.47) 

ya da   3/2

3

4
1 A

  

d r.             (3.11.48) 

Örnek 5

 

Bir sonraki oskilatörü göz önünde bulundural m. 

00         0       01 2 uAuuuu          (3.11.49) 

A a daki homotopiyi kural m: 
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0.1 2uupuu              (3.11.50) 

çözümü ve 1 sabitini a a daki formlarda açar z. 

2
2

10 uppuuu             (3.11.51) 

2
2

1
21 pp             (3.11.52) 

A a daki denklemleri elde ederiz. 

0000 000
2

0 u       Au      uu

   

        (3.11.53) 

00     00       0 110
2

0011
2

1 uuuuuuu

 

       (3.11.54) 

tAu cos0 yi (3.11.54) te yerine koyma ile a a daki denklemi buluruz: 

03cos
4

1
cos

4

1 3323
11

2
1 tAtAAuu

  

        (3.11.55) 

u1 deki seküler terimlerin yok edilmesi a a daki denklemi verir: 

22
1 4

1
A

       

        (3.11.56) 

E er 1. mertebe yakla k çözümde durursak, (3.11.52) de 

222

4

1
1 A

      

        (3.11.57) 

yi elde ederiz. Böylece 
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24

2

A

       
        (3.11.58) 

bulunur. Bu sonuç, Beatty ve Michens 39

 
ile elde edilen sonuçla ayn d r. 

Örnek 6

 

Bir ba l hormonik oskilatörü [43] göz önünde bulundural m. 

01
2/32 xxx              (3.11.59) 

A a daki dönü ümü yapar z: 

2/321 u

u
x

      

        (3.11.60) 

Bunun türevini alarak a a dakini elde ederiz. 

2/321 u

u
x

      

        (3.11.61) 

(3.11.60) ifadesi x

 

için (3.11.59) da yerine koyma ile a a daki denklemi elde 

ederiz. 

2/32

2/3

2

2
2/32

11
11

u

x
x

u

u
xxx

 

        (3.11.62) 

(3.11.61) ve (3.11.62) yi kar la t rarak, 

xu'               (3.11.63) 

elde ederiz. 
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Bu yüzden denklem (3.11.59) a a daki hale gelir. 

0
1 2u

u
u              (3.11.64) 

(3.11.64) u a a daki formda tekrar yazal m: 

02222 uuuu              (3.11.65) 

imdi de a a daki formda bir homotopi kurar z. 

0.1 2222 uupuu             (3.11.66) 

çözümün ve (3.11.66) denkleminin sol taraf n n orta teriminin katsay s n n karesi 

a a daki formlarda olmak üzere al n r. 

2
1

2
0

2 puuu              (3.11.67) 

1
41 p              (3.11.68) 

(3.11.67) ve (3.11.68) i (3.11.66) da yerine koyma ve p nin ayn kuvvetli 

katsay lar n e itleme ile a a daki denklemleri elde ederiz. 

0000 00
2
0

42
0 u       Au      uu

   

        (3.11.69) 

00     00       0 010
2

0
2
01

2
1

42
1 uuuuuuu

 

        (3.11.70) 

(3.11.69) un çözümü a a daki gibi olur. 

tAu cos0

       

        (3.11.71) 

(3.11.71) de eri (3.11.70) de yerine yaz l rsa 
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tAtAuu 44422

1
2
1

42
1 coscos

   
        (3.11.72) 

bulunur. 

E er u0 tam çözüm ise, o zaman 01u , fakat bu durum lineer olmayan 

denklemler için gerçekle mez. Umuyoruz ki nin uygun bir seçimi ile u0 

ihtiyaç duyulan do ruluklar n bir yakla k çözümü ve u1 ile yeteri kadar küçük 

kar la t r lm olsun, bu yakla k olarak a a daki denklemi olu turursak 

sa lanabilir. 

/20coscoscos 44422
10

T        tdttAtA    (3.11.73) 

Burada 1 ise a a daki gibi tan mlanabilir, 

42
1 5

4
A

       

        (3.11.74) 

imdi 1.derecede yakla m üzerinde durulacak olursa, (3.11.68) ile a a daki 

denklemi elde ederiz. 

42
1

4

5

4
11 A             (3.11.75) 

Bu yüzden frekans  

4/1
2

5

4
1 A

      

        (3.11.76) 

olarak bulunur. 

Bunun 0. derece çözümü a a daki gibi ifade edebilir. 
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tAAu

4/1
2

5

4
1cos

     
        (3.11.77) 

Harmonik balansl metoda göre, Mickens bir sonraki çözümü ise a a daki gibi 

çözüm elde etmi tir: 

tAAu
4/1

2

2

1
1cos

     

        (3.11.78)             
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4.SONUÇ 

 
Klasik  perturbasyon metotlar tan t l p bu metotlar n çe itli nonlineer 

problemlerin çözümlerinde kar la t zorluklara yer verilmi tir,bu 

zorluklar n a mak için neler yap labilece inden bahsedilmi tir. 

 

Klasik perturbasyon metotlar için baz modifikasyonlar yap l p zorluk 

yaratan problemlerin çözümlerinde etkin yollar üretilmi ve problem 

çözümleri daha basit ve yüksek do rulu a sahip hale getirlmi tr. 

 

Çe itli modifiye metotlar (Modifiye Lindstedt-Poincare Metodu, Modifiye 

Shohat Aç l m , Modifiye Çok-Zamanl Aç l mlar vb.) ba l klar halinde 

anlat l p örneklerle etkinlikleri gösteri mi tir. 

 

Çe itli problemlerin çözümünde Taylor Serisi Dönü ümü, Padé Yakla m 

ve Üstel Padé Yakla m kullan larak çözümlerde etkinlik sa lanm t r. 

 

Ji-Huan He taraf ndan olu turulan Homotopi perturbasyon metodu 

anlat lm ve bu yöntem kullan larak çe itli nonlineer problemler 

çözülmü tür.       
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