EGE UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU

(DOKTORA TEZi)

NONLINEER PROBLEMLERIN
NON-PERTURBATIF YONTEMLERLE
COZUMLERI UZERINE

Ahmet YILDIRIM

Matematik Anabilim Dal1
Bilim Dal1 Kodu: 403.06.01

Sunus Tarihi: 12.01.2009

Tez Damisman:: Prof.Dr.Turgut OZiS

Bornova-iZzMiR






Ahmet YILDIRIM tarafindan Doktora

tezi olarak sunulan “Nonlineer

Problemlerin Non-Perturbatif Yontemlerle Cozimleri Uzerine ” baslikli bu

calisma E.U. Lisanstisti Egitim ve Ogretim Y onetmeligi ile E.U. Fen Bilimleri

Engtitisi  Egitim ve Ogretim Yonergesi’nin ilgili

tarafimizdan degerlendirilerek savunmaya deger bulunmus ve

hukimleri uyarinca

12.01.2009

tarihinde yapilan tez savunma sinavinda aday oybirligi/oycoklugu ile basarili

bulunmustur.

Jiri Uyeleri

Juri Baskan
Raportor Uye
Uye
Uye

Uye

: Prof.Dr.Turgut OZiS

: Do¢.Dr.Emine MISIRLI
: Prof.Dr.Sennur SOMALI
: Prof.Dr.Necdet BIL DIK

: Yrd.Dog¢.Dr.Fadime Dal

------------------






OZET

NONL INEER PROBLEMLERIN
NON-PERTURBATIF YONTEMLERLE
COZUMLERI UZERINE

YILDIRIM, Ahmet
Doktora Tezi, Matematik Bolumi
Tez Yoneticis : Prof.Dr.Turgut OZIS
Ocak 2009, 231 sayfa
Genellikle matematik, muhendidlik, fizik ve diger bilim dallart icin
nonlineer problemlerin yaklasik kapali ¢coziimlerine sahip olmak cok yararlidir.
Bu durumlarda genel olarak cesitli perturbasyon metotlarr kullanilir, ama
sonuclar nonlineerlik dereces arttikca bozulmaya baglar. Eger gercekten fiziksel
islemlerin analitik formulasyonlar: isteniyor ise klasik perturbasyon yontemlerine
baz1 matematiksel yaklasimlar katmaliyiz. Bu tezde, modifiye Lindstedt-Poincare
metodu, homotopi perturbasyon metodu ve diger modifiye perturbasyon metotlar
olarak bilinen yeni analitik metotlar sunduk. Sunulan tim metotlar sadece zayif
nonlineer problemler icin degil, aym zamanda gucli nonlineer problemlerde de

gecerli olmustur ve elde edilen ¢oztmler ttim ¢6zum bolgesinde gegerlidir.

Anahtar  sbzcukler: Modifiye Lindstedt-Poincare Metodu, Homotopi
Perturbasyon Metodu, Taylor Serileri, Pade Yaklasimi, Ustel Pade Yaklasimi,
Nonlineer Salinimlar
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ABSTRACT

ON SOLUTIONSOF NONLINEAR PROBLEMS
WITH NON-PERTURBATIVE METHODS

YILDIRIM, Ahmet
PhD Thesis, Mathematics Department
Supervisor: Prof.Dr. Turgut OZIS
January 2009, 231 pages
It is often useful to mathematics, engineering, physics and others to
have an approximate closed form solution to describe the nonlinear problems.
Various perturbation methods are widely used for this purpose, but results often
deteriorate as the degree of nonlinearity increases. Consequently, if we are really
determined to extract meaning from analytic formulations of physical processes,
we must resort to amelioration of the classical perturbation methods using
mathematical tools. In this thesis, we proposed some new anaytical methods,
e.g., modified Lindstedt-Poincare methods, homotopy perturbation method and
other modified perturbation methods. All the proposed methods are valid for not
only weakly nonlinear equations, but also for strongly ones, and the obtained

solutions are valid for the whole solution domain.

Key words. Modified Lindstedt-Poincare Methods, Homotopy Perturbation
Method, Taylor Series, Pade Approximant, Exponential Pade Approximant,
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1.GIRIS

Nonlineer bilimdeki hizli gelisme ile son yirmi yilda, bilim adamlar1 ve
muihendisler, nonlineer problemler icin analitik asimtotik tekniklerle daha fazla
ilgilenmeye baglamislardir. Gunimuizde, bilgisayar yardim ile lineer sistemlerin
¢cozumlerini bulmak ¢ok kolay olsa da, nonlineer problemleri niimerik veyateorik
olarak ¢cbzmek hala ¢ok zordur. Nonlineer problemlerin nimerik coztmlerini
bulmak icin, cesitli yontemler ve nimerik similasyonlar iterasyon teknikleri
uygulanmaktadir ve hemen hemen bitun iteratif metodlar baslangi¢ ¢oziimlerine
duyarlidir. Bu nedenle guclt bir nonlineerlik durumunda yakinsak sonuclar
bulmak cok zordur. Bunlara ek olarak, en onemlisi, baslangic kosullarina
dayanan nonlineer salinimin dogal dairesel frekans: (6rnegin; salinimin genligi)
gibi bilgiler nimerik simiilasyon islemi srasinda kaybolacaktir. Ornegin,
numerik metodlar iyi bilinen Burgers denklemini [1] herhangi bir n degeri icin

kolayca ¢ozebilir.

u, +uu, =7nu,, , (1.0.1)
u(0,t) =u(L,t)=0, t)0, (1.0.2)
u(x,0)=sin2zx , xe[04] . (1.0.3)

Fakat numerik ¢oziim, muhendislikte esas rol oynayan dalga hizi ve
frekansi arasindaki daginik iliskiyi veremeyebilir. Fizik ve biyolojide daha fazla
Oneme sahip olan modern matematige ait analitik yontemler, modern matematigin
oldugu gibi, klask veya cok eski matematigin de, gercek hayattaki cesitli
nonlineer fizik problemleri igin yaklasik anaitik ¢Oozimun arastirilmasi

alanindaki uygulamalarina olan ilginin  artmasina yardimct  olmaktadir.



Bilgisayar, belirli problemler icin yaklasik ¢ozimu teorik olarak arastirabilme ve
elde edilen bir dizi ¢ozimin cesitli Ozelliklerini  siralayabilme ihtimalini
artirmaktadir. Aynm zamanda, bilgisayar ¢ok biyuk hesaplamalari yapmak igin ve
sonuc hilgilerinin islem verilerini elde etmek icin de kullanlabilecektir.
Bilgisayar biliminin ¢ok hizli blylmesine ve nimerik simulasyonun her alanda
uygulanmasina ragmen, nimerik olmayan cikarimlar hala ¢ok dnemlidir. Gergek
hayattaki fiziksel anlayisin anahtari “yaklasim” kullanmaktir. Gunumizde,
muhendiglerin, fizikcilerin ve uygulamali matematikcilerin karsilastigi fizik
problemleri, tam analitik ¢ozimlere meydan vermeyen belirli Ozellikler
sergilemektedir. Degiskeninde karmasik ve aisilmamis fonksiyonlar bulunduran
tam ¢6zUm kesin olarak bulunabilse de, bu matematiksel ve fiziksel yorum veya
numerik degerlendirme icin kullanissiz olabilir. Bunun tersine, yaklasik
¢ozimler, tim bilim adamlart ve mihendisler tarafindan bilinen fiziksel
degiskenler arasindaki zorunlu iliskiyi gostermek icin, mevcut detaylar
parcalayabilir. Bir gosterim olarak , kimyasal tepkime icin matematiksel model

olarak kullanilabilen denklem g6z 6ntine alinsin:

A+2B—>C

t = 0 da, A ve B molekillerinin sayilar sirasiylaa ve b, ve herhangi bir t
aninda C nin sayisinin da ¢ oldugu kabul edilerek, denklem su bicimde
yazilabilir:

dn 2
5 = K@-mo-2n°. (1.0.4)

Bu denklemin tam ¢6zimi su sekildedir [2]:



=21 ( : —1j+ 2 zln(l_Z”/bJ (1.0.5)
Kl|2a-b\b-2n b) (2a-b) 1-n/a

Bu ifade, tepkimeyle ilgili olan, “n’nin t’ye kars1 olan egrisi nasildir?’
veya “denklemdeki a, b, ve K sabitlerine bagli bu egrinin sekli nasildir?” gibi en
basit sorulara dogrudan bir cevap vermek icin ¢ok karisiktir. Bunun tersine;

B= Kab(1—4—1a) : (1.0.6)

esitliginin varliginda, yaklasik ¢ozim bu sorulara su sekilde dogrudan cevap

VErir:
1 7ﬂt
zEb(l—e ). (2.0.7)

(2.0.7) ¢6zimt sunu anlatir: “(1.0.6) formilinde verilen zaman sabiti ile
n, t=0 noktasinda, sifirdan baslayarak Ustel bir yaklasimla n=b/2 son degerine
kadar artar”. [2]

Bu bolimde, basit ve kullasli bazi andlitik metodlart kisaca
Ozetleyecegiz.

1.1. Straightforward Acihm

Perturbasyon metodlart [3,4], mihendislik problemlerinin  nonlineer
analizinde mevcut olan ¢ok kullamigli yontemleri tedarik eder. Bu yontemler
duzenli bir sekilde gelismekte ve daha karisik problemlere uygulanmaktadir. Bu
bolimde, straightforward acilim metodunu ele aacagiz. Modifiye edilmis bir

straightforward acilim, He tarafindan [5] teileri strdlmustdr.



Y ontemin teknik durumuna bir érnek olarak, asagidaki cebirsel denklem

g6z 6nlne alinsin:
X’ +ex-1=0 . (L1.1)

Bu denklemde ¢ c¢ok kuguktur (O<e<<1). Bu denklemin tam ¢Ozimu

kolaylikla su sekilde bulunabilir :

2
o _EENE+ 4 "28+4 _ (1.1.2)

¢ =0 olmasi durumunda,

x?-1=0 (1.1.3)
“perturbe edilemeyen” denklemi bulunur:

Perturbe edilemeyen denklemin kokleri ise:

X, =+1. (1.1.4)
seklindedir.

(1.1.1) esas denkleminin kokleri, x,=+1 koklerinden cok farkl:

olmamalidir. Bdyle bir yerine koyma hatas,, ex teriminin atilmasindan

kaynaklanmir. Cozumu daha dogru bulabilmek icin, su sekilde seriye agariz:
X=Xy +EX +E Xy + e (1.15)

Bu ifadeyi, perturbasyon denklemi olan (1.1.1) denkleminde yerine
koyarak ve ayni kuvvete sahip ¢ ’larin katsayilarin esitleyerek:



e’ inkatsayilan : x2 -1=0 , (2.1.6)
e'’inkatsayilar: 2x,x, + %, =0, (11.7)
g?’nin katsayilar:: X2 +2xx, + X, = 0. (1.1.8)

denklemleri bulunur.

X, ’in ¢ozumleri su sekilde bulunur: x, =%1,x =-1/2 ve x,=+1/8.

Buradan
x=1-teile2y , (1.1.9)
2 8
ve x=-1-Se_Leoy (1.1.10)
2 8

yaklasik ¢coziimleri elde edilir.

€=0.1 olmasi durumunda, perturbasyon c¢ozimleri x=0.95125 ve
x =-1.05125 iken, tam ¢ozimler x, =0.95124922 ve x, =-1.05124922 dir.
Kucuk ¢ degerleri icin perturbasyon ¢ozumlerinin dogruluk orammn yuksek
oldugu agiktir, fakat € degeri blyuduikge sonug hizl bir sekilde bozulur. Simdi,
kucuk € icin cebirsel denklemin [3] ¢ozimini ele alalim:

u=1+¢u®. (1.1.11)

Bu durumda sistem kiigiik bir perturbasyonu kabul eder: su® ifadesine
“perturbasyon terimi” veya “nonlineer kicuk terim”, ve ¢’ a da “kigik

parametre” denir. (Eger €=0, u, =1 ise.) Sifirdan farkl1 kuctk € icin, (1.1.11)’in



¢cOzimu her ne kadar sade bir bicimde yazilamazsa da, u,=1’den daha farkl:

olamaz. Kuguk ¢ icin, (1.1.11)’in ¢ozUmunun, €’un kuvvetleri bigciminde su
sekilde ifade edilebilecegini kabul edelim:

U=1+eu +&°U, +... . (1.1.12)
Buifadeyi (1.1.11)’de yerine koyarsak su sonug elde edilir:
gu, +€°U, +&%u, +... = e(l+eu, +&°U, +... )% (1.1.13)
Kucik € icin genisleterek, (1.1.13) U su sekilde tekrar yazariz:
U, +&°U, +&%Uy +...= g+ 28U, +e3(2u, + UY) + ... (1.1.14)
¢ ’larin derecelerine gore katsayilarint 6nlerine yazarak, su denklemi elde ederiz:
e(U —D+e’(u,—2u)+&°(u; —2u, —u?) +...=0. (1.1.15)

Bu denklem ¢’ abagli oldugundan, her ¢ ’un katsayisi sifira esitlenir:

u,—1=0, (1.1.16)
u, —2u, =0, (1.1.17)
U, —2u, —u? = 0. (1.1.18)

u,,u,,u, cozimleri su sekilde bulunur:

u, =1 (1.1.19)

u, =2u, =0, (1.1.20)



U, = 2u, + U’ =5, (L.1.21)
Boylece yaklasik ¢oziim su sekilde edilir:
U=1+e+28”+5°+.... (1.1.22)

Duzeltmelere hicbir zorlukla karsilasmadan devam edilebilirdi, fakat € un
degerinin artmasiyla, tam ¢éziimden 6nemli miktarda sapma olmasi kaginilmaz
olacaktir. Bu nedenle ¢ ’un buyuk degerleri icin perturbasyon metodliar: yetersiz
kalr.

Perturbasyon metodlari, zayif nonlineer problemler icin etkili

yontemlerdir, fakat gicli nonlineer problemlerin analizinde etkisiz kalabilirler.
Baslangig kosullart:
uo=A u@=0 (1.1.23)
olan, asagidaki nonlineer oskilatori gbz 6niine alalim:
u+u+é&f(u)=0. (1.1.29)

Alisilmis perturbasyon metodlar: icin, & parametresi kiicuk kabul edilir.
(O<e<<l).

Perturbasyon metodlarinin esas amaci, € ’dan bagimsiz katsayilar ile € ” a

gore kuvvet serisi olan:

U=U, +eu +&°U, +..., (1.1.25)



bigimindeki (1.1.24)’Un ¢6zUmunu aramaktir. (1.1.24) denkleminde ¢ =0 alinarak
elde edilen

u"+u =0, (1.1.26)

perturbe edilemeyen denklemin ¢ozumuanun, ilk terim olan u, oldugu gordldr.
Bu, sadece ¢ > 0 veya e<<1 durumunda, u,’in (1.1.24)’0Un yaklasik ¢cozumi
olarak dustnulebilecegi anlamina gelir. (1.1.25)’in ikinci terimi olan eu, ’in, bas
terim u,’dan yararlanilarak ve €°u,’nin de birinci dereceden yaklasim olan
U, +eu, ’den yararlamlarak bulundugunu hatirlayalim. Boylelikle bulunan

sonuclar sadece e<<1 durumunda gecerlidir. Yukanda kisaca belirtilen
olumsuzluklardan kurtulmak igin, ilerideki bolumlerde bazi yeni asimtotik
metodlar1 tamtacagiz. Perturbasyon metodlarinin esas amacim agiklamak igin,

oskilatorii g6z 6niinde bulunduralim. Ornegin,

u@=A, u(©-=0, (1.1.27)
baslangi¢ kosullar1 atindaki:

u'+1+gu=0, e<<1. (1.1.28)
denklemini ele alalim.

Burada, u(t,e) boyutsuz degisken ve e da boyutsuz kicuk parametredir.
(2.2.28)’in yaklasik ¢bzumunin

U=U,+eU +&°U, +... . (1.1.29)

seklinde ifade edildigini kabul edelim.



(1.1.29)’u (1.1.28)’de yerine koyaim:

(Up + &u, + £°U, +..)"+(1+ £) (U, + &u, + £°U, +...) = 0. (1.1.30)
¢ ’larin derecel erine gore katsayilarini 6nlerine yazalim:

U,"+U, + €(U,"+U, +Uy) +...=0 . (1.1.31)

u,,€’dan bagimsiz ve (1.1.31) €’un tim kucuk degerleri igin gegerli

oldugundan, her ¢ ’un katsayisi sifira esitlenir:
e’ u"+u, =0 , u,(0)=A , u,'(0)=0, (1.1.32)
gu"+u+u, =0, u(0)=u,'(0)=0. (1.1.33)
(1.1.32)’nin ¢bzimu su sekildedir:
u, = Acost . (1.1.39)
u,” 1 (1.1.33)’de yerine koyarak €l de edilen denklemin ¢ozimi sOyledir:

U = —%At snt. (1.1.35)

Ne yazik ki, (1.1.35), u,(t) ’'nin kicik ve periyodik bir fonksiyon

olmasina ragmen, u,’in periyodik olmayan ve t—co igin siirsiz oldugunu

gosterir. Bu nedenle, eger amacimiz (1.1.28) denklemine periyodik ¢ozimler
bulmaksa, (1.1.29)’un uygulamasinin yetersiz olusu ciddi zorluklar dogurur.
U, ve u,’in (1.1.29)’da yerine konmasiyla, asagidaki birinci dereceden yaklasik

¢O0zUmMU elde ederiz.
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u=Acost - %s At sint. (1.1.36)

[Ik terim olan u, = Acost ‘nin kesinlikle dogru bulunmus olmasi
gerekmektedir ve bundan elde edilen ilk yaklasim —e& Atsint/2 olur. Bu
yaklasimin gerektigi kadar kiigik olmasinin, sadece et *nin kiigik olmasina bagli

oldugu unutulmamalidir.

& =0() olmasi durumunda, ilk terimden elde edilen kicik yaklasim,

terimin dereces olur. Gercekten de, et> O(1) olmasi durumunda, terimin
dereces haline gelen kiglk yaklasim dogru olarak kabul edilir. Bu nedenle,
straightforward acilim sadece t < O(& ™) durumunda gegerlidir ve t’nin her degeri
icin dizgun degildir.

(1.1.28)’in tam ¢OzUmU su sekildedir:

u= Acos(,/1+ et . (1.1.37)

(2.2.37)’nin agtlimi sunu verir:
u= Acos(v1+¢)t = Acost —%at Asint+... . (1.1.38)

(1.1.38)’in sag yamindaki sonlu sayidaki terimin, nonperiyodik ve t — o
icin sinirsiz olan bir fonksiyon tammladigi kolayca gorulir. n=1,2,3,... icin t"sint
veya t"cost gibi terimlere sekiler terim denir. (1.1.29)’daki seri ¢tzim diizgin
olmadig: icin sekiler terimler artar. (1.1.25) denkleminin sadece sonlu sayidaki
terimlerinin ainmasi, ifadenin aciliminin periyodikligini bozacag: ve t — woigin

sinirsiz olacagr agikga gorulur. Bununla birlikte, sonuclanan seriler yakinsaktir,
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yavas yakinsar ve bu serilerin sonlu sayidaki terimleri kullamldigindan bitdn t’ler
icin ¢ozum olarak alinamaz. ileriki bolimlerde, sekiler terimleri ayirmak icin
baz:1 teknikler tanitilacaktir.

Perturbasyon metodlarimin bir olumsuzlugu da sudur: Birgok onemli
soruda kicik perturbasyonlarin tamitimi, ¢cozimlerin niteleyici ve niceleyici
Ozelliklerini ortaya koyar, ve bu 0Ozellikler perturbe edilemeyen problemlerin
cozumlerinin ozelliklerinden cok farklidir. Ornegin, asagidaki iki 6rnegi [6] ele
aaim:

u+u—e=0 , u(0) =1 (1.1.39)
ve u-u—-e=0 , u0)=1. (1.1.40)

(1.1.39) denkleminin ¢Ozimi u(t)=e+(1-¢c)e" iken, perturbe
edilemeyen ¢ozimii u,(t)=e""dir. e<<1 olmasi durumunda, |u(t)—u(t)|<e

icin perturbasyon ¢ézimunin dogruluk oram yiksektir.

Benzer sekilde, (1.1.40) denklemi icin sunu elde ederiz:
Ju®) - u, ()| = L€ - (1.1.42)

t >1 olmasi durumunda, u,, (1.1.40) denkleminin yaklasik ¢ozimu olarak

g6z 6nuinde tutulmaz.
Perturbasyon metodlarinin kendilerine ait sinirlamalar1 vardir:

1. Hemen hemen biitiin perturbasyon metodlari, bir denklemde kiguk bir

parametrenin bulunmasi varsayimina dayanir. Bu kUcUk parametre varsayimi,
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perturbasyon tekniklerinin uygulamalarim 6nemli 6Olcide sinirlar. Nonlineer
problemlerin, 0zellikle guclt nonlineerlige sahip olanlarinin  ise  kiguk

parametreleri yoktur;

2. Daha zoru ise, bu kiiclk parametrenin nasil saptanacagidir ve bu da
0zel teknikler gerektirir. Kucik parametrenin uygun seciminin ideal sonuclar
vermesinin yaninda kictk parametrenin uygunsuz secimi de ciddi anlamda kot

sonuclarayol acabilir;

3. Uygun kiicik parametre bulunsa bile, ¢ogu durumda , perturbasyon
metodlar1 ile bulunan yaklasik ¢ozum, sadece parametrenin kiguk degerleri igin
gecerlidir. Ornegin, coklu olgek metoduyla cozilen yaklasimlar, sistem
parametresi kiclk oldugu sirece dizensizdir. Fakat yaklasimlara tamamen
guvenemeyiz ¢Unku parametrenin ne kadar kiciik olmasi gerektigi konusunda bir
kriter yoktur. Bu nedenle, yaklasimlarin gecerliligini sayisal olarak veya deneme
yoluyla kontrol etmek gereklidir [7].

Bilinen yontemlerin basarisiz oldugu aanlar icin problem ¢tzmede bazi

yeni gelistirilmis metodlar tamitmamiz gerekecektir.
1.2. Nonlineer Newton-Raphson iterasyon Metodu

Iyi bilinen Newton-Raphson metodu (Burada lineer Newton-Raphson
metodundan  bahsediliyor) numerik metodlarda [8-9] yaygin olarak
kullamimaktadir. Bu metod, her ne kadar, cogu zaman etkili olsa da, bazi
kosullarda (6rnegin, ¢cok guclt nonlineer denklemlerde) yetersiz kalabilmektedir.
Bu bdlim, Newton-Raphson metodunun olumsuzluklarini giderebilmek icin, bu
metodun modifikasyonunu 6nermektedir. Bu metod, modifiye Newton-Raphson

Metodu [10] veya nonlineer Newton-Raphson iterasyon metodu olarak
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adlandirilir. Bu metodda x, yerine x, kullanilir; burada n iterasyon indeksi ve r

birimden farkl: bir sabittir. “Modifiye Newton Raphson Metodu” terminolojisini
baz1 standart kitaplarda [9] baska anlamlarda kullandiginuz bilinmelidir. Teget
matrisi, bu metotta aciklanan her iterasyon yerine, sonraki durumda sadece artis

nedeniyle yenilenecektir.
Asagidaki denklemi ele alalim:
f(xX)=0. (2.2.2)

Eger x, Onceden bilinen kok ise, f(x,)=0 olmak Uzere, asagidaki
ifadeyi olusturarak, énceden bilineni yenileyerek tekrar yazabiliriz:

Xn+l = Xn + 7\’f (Xn) ’ (122)

Burada A Lagrange carpamdir. A’nin bulunabilmes icin, yukaridaki

ifadenin x ’e[11~14] goretirevi ainarak, sifira esitlenir:

dx,,,

— =14+ Af" =0. 1.2.3

Dot =LA () (123
Bu denklemde A cekilerek, su sekilde bulunur:

= (12.4)

Bulunan A carpamini, (1.2.2) denkleminde yerine koyarak, bilinen

Newton-Raphson formdal tinti elde ederiz:
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_x _100)
Xn+1 - Xn f.(xn) '

(1.2.5)

Tabii ki de, Newton metoduyla, iyi bir baslangic tahmini icin dikkate

deger olan yakinsak sonuclar bulunur.
Ornek 1
Oncelikle, x, = 0.5 baslangic degeri ile
f(x)=x"-1,

ornegini ele alalim.

(1.2.6)

1.2.1 Cizelges, r =1 igin iterasyon prosedirini [10] gostermektedir.

Newton iterasyonunun tam koke zayif yaklasimdan dolay: ancak 42 iterasyondan

sonra, ¢ok yavas bir sekilde yakinsadigi goruldr. Bunun Ustesinden gelmek igin,

bazi givenilir modifikasyonlar onerilir.

Cizelge1.2.1

Iterasyon  x(r=1) X(r=2) X(r=3) X(r=5)  x(r=5.5)  x(r=7)
1 51.650 7.169 3.376 1.741 1581 1.275
2 46.485 6.412 2.997 1571 1371 1.105
3 41.836 5.735 2.661 1.324 1.196 1.016
4 37.652 5.129 2.363 1.166 1.070 1.000
5 33.887 4.588 2.098 1.055 1.010 1.000
6 30.498 4.103 1.863 1.007 1.000 1.000
7 27.448 3.670 1.655 1.000 1.000 1.000
8 24.704 3.283 1.470 1.000 1.000 1.000
9 22.233 2.936 1.309 1.000 1.000 1.000
10 20.010 2.626 1174 1.000 1.000 1.000
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Kaynak [14] te belirtildigi Uzere,
Xt = 9(X,) (1.2.7)

gibi herhangi bir iterasyon formill, Lagrange carpamyla su sekilde
gelistirilebilir:

X = 90X, )+ AF (X)) (1.2.8)

Bu denklemden A cekilerek, su sekilde bulunur:

A (1.2.9)

—h
~

X
=
~

Boylelikle asagidaki genel iterasyon formtill elde edilir:

&ﬂ=gwn—glé%%éi. (1.2.10)
Eger 9(x,) =X, —%XX:)) ise, (1.2.10) denkleminden sunu elde ederiz:
Xpg = Xy — 04) f"(xr;) () : (1.2.11)
f(x,) £ (x,)

Bu da, homotopi perturbasyon metodu [15] ile bulunan sonuca cok

benzerdir. Detaylar icin Bolim 3.1’e bakiniz.
Simdi (1.2.2) denklemini asagidaki bicimde modifiye edelim:

X =X, +Af(X,). (1.2.12)

n+l
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A carpaninin yerine konmasiyla asagidaki yeni iterasyon formuling elde
ederiz:

r r rer;lf (Xn)
X =X ——0 0
n+1 Xﬂ f I(Xn)

(1.2.13)

r =1 durumunda, orijina Newton-Raphson metodu, lineer Newton-
Raphson metodu olarak adlandirlir. Onerilen metod ise, nonlineer Newton-
Raphson metodu veya yuksek dereceden Newton-Raphson metodu olarak
nitelendirilir. Nonlineer Newton-Raphson metodu teget dogrusu yerine egrilik
kavramint (r = 2 igin bir parabol) kullanir.

1.2.1 cizelges, r’nin cesitli degerleri icin (1.2.13) denkleminin iterasyon
proseduriini goésterir. Bu modifikasyonun, r’nin genis araigi icin yakinsakligi

arttirdigim gorariz.
Ornek 2
Asagidaki denklemi ele alalim:
f(x)=sinx (1.2.14)

Eger x,=1.6 ile baslarsak, f'(1.6) =-0.029 kiguk bir deger oldugu igin
lineer Newton-Raphson metodu gegerli olmaz. Bundan dolayi, lineer Newton-

Raphson metodu 1raksar. 1.2.2 gizelgesi, r = 10 icin nonlieer Newton-Raphson
metodunun iterasyon proseduriinii gostermektedir.
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Cizelge1.2.2

iterasyon x(r=10)
0 16

1 2.7375
2 3.0075
3 3.1210
4 3.1410

X,= 1.6 yaen yakin ¢cozim x =zt ’dir. Mevcut teknigin gegerliligi gorulUr.
Ornek 3
Asagidaki ¢ok katli kdke sahip problemi ele aalim:
f(xX)=x>-5x>+7x-3=(x-3)(x-1)° . (1.2.15)

Bildigimiz Uzere, Newton-Raphson metodu ¢ok katli kdklerle calisamaz.
r’ye keyfi bir deger verelim, mesela, r = 3icin sunu elde ederiz:

s o3 3X(x 5% +7x, -9

X, =
me 3x? —10x, + 7

1.2.3 cizelgesi iterasyon prosedirini gostermektedir:
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Cizelge1.2.3

Iterasyon x(r = 3)

0.5
0.6660
0.7951
0.8830
0.9366
0.96683
0.98301
0.99139

~N~ o o0 WO N - O

Newton-Raphson metodunun gelismisi olan dogru arastirma metodu [16],
zayif baslangi¢c tahminine karsilik kullanilmaktadir. Her iterasyonda n, dogru
arastirma algoritmasi, f ’nin, mimkin olan azalma y6éni s, boyunca, lineer,
ikinci dereceden veya Uctinct dereceden yaklasimini en uygun duruma getirmeyi

dener.
Xoy =X, +0,S, , oan>0, (1.2.16)
Y aklasik en uygun skaler a,,’in hesaplanmasiyla
I Ox, + o8] <[ f )| (12.17)

bulunur.

Bu yaklasimda, r’nin uygun bir secimi su esitsizligi garantiler:



19

It l<lf ) -

Bu durumda bizim metodumuz dogru arastirma tekniginden daha
kolaydir. Onerilen modifiye Newton-Raphson metodu n-boyutlu problem icin
daha kullanislhidir. Temel prosedirt daha iyi agiklayabilmek ve esas dustinceyi
gereksiz ve karmasik matematiksel ifadelerden temizleyerek daha net hale
getirebilmek icin su basit sistemi ele alalim:

sn(x+y)=0, cos(x—y)=0. (1.2.18)
Lagrange carpanlar: uygulanarak, asagidaki iterasyon formult olusturulur:
Xpa = X5 + A SIN(X, +Y,) o Yo =Yg + 4, C0S(X, = ¥,). (12.19)
Burada p ve g sabitler, A, ve A, Lagrange carpanlaridir.

Carpanlarin bulunabilmesi icin asagidakilere ihtiyag vardir.

i PY=0 i “)=0. 1.2.20
axn (Xn+1) ’ ayn (yn+1) ( )

Carpanlarin bulunmasindan sonra, asagidaki iterasyon formull elde edilir:

p-1 o

X2, = xp — P SN0, + Yo) , (1.2.21)
cos(x, +Y,)
g-1 _

Yo, = yo -2 COSX —Yn). (1.2.22)

sn(x, - Y,)
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Newton-Raphson iterasyon formili Taylor Teoremi dogrultusunda da
aciklanabilir. Eger xo, f(X)’in yaklagik koku ise, 0 zaman f(x)’i Taylor serisine
acarz:

F (%)= (%) + F'(%)(X= %)+ O[(x~%,)*] = 0. (1.2.23)

Newton-Raphson iterasyon formilu olan (1.2.5) denklemindeki X’in
¢cOzllmesi esastir. Bu, Newton-Raphson iterasyon formtlinin temel sonucudur,

bunun Gtesinde, baska bir iterasyon formuli [17] de oOnerilir. Taylor serisini

(x—x,)* derecesinde tutarak, asagidakini elde ederiz:

F(x) = £ (%) + f'(xo)(x—xo)% F(x)(X—%)? +O[(x=%)7].  (1.2.24)

Bundan dolay1, (1.2.1) nonlineer denklemi asagidaki ikili sisteme

donustUrdl r:

F (%) + T (%) (X= %) +% " (%)(X=%)* +9(x) =0, (1.2.25)

9(x) = () = T (%) = () (X~ %)) —% F* (%) (X = %)°. (1.2.26)

Bunlardan yararlamlarak ve g(xp)=0 ainarak asagidaki iterasyon

formulleri olusturulur.

f (Xn) + f I(Xn)(xml - Xn) +% f" (Xn)(Xn+l - Xn)2 + g(Xn) = O, (1227)

g(x,) = F(x,) = F(x0) = F (X)) (X, = X4) —% ' (x )% —x_)?. (12.28)
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(1.2.27)’nin yeniden diizenlenmesiyle su sonuca varilir:
A, +Bx ,+C+g(x,)=0. (1.2.29)

Burada,

A=Z17(x), B= 00 F(x)% . C=F0x)= F00)%,+ ()

dir.

(1.2.29)’un ¢bzumU asagidaki iterasyon formuluni verir:

. _-B:yB’-4AC+g(x)

1.2.30
n+l 2A ( )

Gergek ¢ozim igin B> —4A(C+g(x,)) >0 esitsizligine ihtiyag vardir.
Y ukaridaki iterasyon formulU yuksek bir yakinsakliga sahiptir.

Ornek 4
Asagidaki ikinci dereceden polinom verilsin:
f(X)=x"+x-2=0. (1.2.31)

X, =0’1n bu polinomun baslangi¢ yaklasik ¢ozumlerinden biri oldugu
farzedilerek, (1.2.30) iterasyon formultyle sadece bir adimda tam ¢ozim (x = 1

ve X = -2) hemen bulunur.
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Ornek 5

x = 0 civarinda asagidaki transendental denklemin pozitif kokind bulmak
icin:
f(x)=x>-e* =0, (1.2.32)

=0 ile baslayarak birkac iterasyon sonunda, x = 0.7729 buluruz.
Baslangic tahmini B*—4A(C+g(x,))>0 kosulunu garantileyemezse, xo’1
uygun bir yontemle yenilemeyi (6rnegin, x—e =0 denklemini gozerek)

unutmayalim. 1.2.4 cizelges iterasyon prosedirini gostermektedir.

Cizelge1.24

Iterasyon X

0 0

1 1

2 0.8123
3 0.7743
4 0.7729

(1.2.6) denklemini, x,=0.5, B> -4A(C+g(x,)< 0 kosullartyla tekrar

ele alaim. Bu durumda x;x, =1’i gozerek, baslangig tahminini degistirmeliyiz.
1.3. Homotopi Perturbasyon Metodu

Homotopi perturbasyon metodunun [15,18] diger analitik metodlara gore
Onemli avantajlar vardir. Metodun temel amacini dahaiyi agiklayabilmek ve esas
disUnceyi gereksiz ve karmasik matematiksel ifadelerden temizleyerek daha net
hale getirebilmek icin asagidaki cebirsel denklemi [19,20] ele alalim:
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x*+x-1=0. (1.3.2)
Bu denklemin bir ¢6zimi oldugunu iddia ederiz ve Newton metoduyla
x = 0.75487767... (1.3.2)
oldugunu hesaplariz.

Denklemde kesin veya acik bir kiiclk parametre olmamasindan dolayi, ¢
klcUk parametresinin segciminde 0zgurtz. Boyle kucik bir parametrenin

tamitilmasi i¢in mevcut olan ¢esitli olasiliklar: ele alalim.
1.3.1. 6 Metodu

d metodunun [19,20] temel amaci, (1.3.1)’deki nonlineer terimin

Usslindeki sahte & parametresinin tanitilmasidir.
x4+ x-1=0. (1.3.3)
COzumin, &’ya gore kuvvet seri agilimi oldugu varsayilir:
X=C,+8C, +8°C, +... . (1.3.4)

Bu serinin katsayilan kolaylikla hesaplanabilir. Ilk birkag katsay:
sunlardir [19,20]:

¢, =05 , =017328 , c,=-0.08664 , c,=005139,
c, =-003377 , ¢, =002377 , c,=-0.01758.
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(1.3.4) serisinin yakinsaklik yarigapi R = 1’dir. & = 4 igin, bu seri kesin ve
cok hizli bir sekilde iraksar. Ilk alti terimin toplami -54.3224’tir. Metod
hakindaki yorumlar icin kaynak [21]’e bakiniz.

Muhendislikte, daima ilk birka¢ terime ihtiyac duyulur, diger terimleri

bulmak ¢ogu zaman zor olabilir.
1.3.2. Zayif Cift Yaklasim

Asagidaki denklemi ele alalim:

ex’ +x-1=0. (1.3.5)
X’I &’un kuvvet serisi biciminde ifade edelim:

X=X, +EX +E X, + .. (1.3.6)
B6lUm (1.2)’de agiklanan standart adimlarla asagidakileri hesaplariz:
=1, x=-1, %x=5, x=-35, ..

X, icin kapal1 bir ifade vardir:

_ (D" G

%= n(4n+1)!

(1.3.6) serisinin yakinsaklik yar1 capt R=4* /5 = 0.08192 dir ve bu seri
de e =1 icin ¢ok hizl1 bir sekilde iraksar.
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1.3.3. Gugclu Cift Yaklasim
Asagidaki denklemi ele alalim:
x° +ex—1=0. (1.3.7)

(2.3.7) denkleminin ¢6zUmUnin (1.3.6)’da gosterilen, £’un kuvvet seris

biciminde ifade edildigini varsayalim.

(1.3.6)’y1 (1.3.7)’de yerine koyarak ve esit kuvvetli €’larin katsayilarim
esitleyerek, serinin katsayilarimi kolaylikla hesaplayabiliriz:

XO :1, X1 = —1, X2 = _1/ 25, -

X, icin kapal bir ifade bulabiliriz:

F( 4an —1)
5
ST
5r(_)n!
5
serinin  yakinsaklik yaricapr R=5/4"°=1.649’dur. £=1’in yakinsaklik

yaricap icinde yer almasina ragmen mevcut seri tam ¢oziime ¢ok yavas yakinsar.

Onceki metodlardan farkli olarak, homotopi perturbasyon metodunu [15,18]

¢OzUmMU bulmak icin kullanacagiz.

Asagidaki homotopi [22] kurulur:
(1- p)[A+b)x-1+ p(x°+x-1)=0, pe[0]] (1.3.8)

veya (1+b)x—1=p(bx-x°), pe[0]]. (1.3.9)
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Burada b bilinmeyen bir sabittir. Eger x=1/(1+b) tam ¢dzim ise, bx - X°
butintyle kaybolur, fakat cogu nonlineer denklemler icin durum bu degildir.
Asagidaki ifadeyi minimum yapacak sekilde bir b sabiti segebiliriz:

1
[(bx—x®)?dx — min. (1.3.10)
0

Buradan b = 3/7 buluruz.

p yapay parametresinin sifirdan bire dogru monoton olarak artmasiyla,
(1+b)x=1 asikar problemi sirekli bicimde bozularak (1.3.1) denklemli esas
probleme donusir. Bu nedenle, eger (1.3.9) denklemi icin bir iterasyon formalt
olusturabilirsek, yapay parametresinin sifirdan bire artisiyla, yaklasim serisi
¢O0zUm basamaklari boyunca tasimir. Bu da baslangic ¢6zimini (1.3.1) esas
denklemin ¢bzimine goruntiler. 0< p<1 durumu geregince, embedding
parametresini, “kucik parametre” olarak adlandirabiliriz. Asagidaki bicime sahip

(1.3.9)’un ¢dzUMUNU arastiralim:
X =Cy+ PC, + P°C, + ... . (1.3.11)

Bu serinin katsayilart kolaylikla hesaplanabilir. Birkagim su sekilde
hesaplayalim:

J— 5 —_ 4
C, = 1 =07 , ¢ = M =0.09235, c,= M =—0.032355.
1+b 1+b 1+b

Boylece ikinci mertebeye kadar olan yaklasik ¢oztimleri buluruz:

Sifirinct mertebeden yaklasim: x, = ¢, = 0.7,
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Birinci mertebeden yaklasim: x, = ¢, + ¢, = 0.79235,
Ikinci mertebeden yaklasim: x, = c, + ¢, + ¢, = 0.75999.

Ikinci mertebeden yaklasik ¢ozim, tam ¢éziimden sadece %0.6 farkeder.
Benzer basit bir yontemle, dogruluk oram fazla olan yiksek mertebeli yaklasik
¢cozumleri de bulabiliriz. Bu basit bir yontemdir, burada deginmeyecegiz.

Homotopinin  kurulmast icin aternatif yaklasimlar vardir. (1.3.1)
denklemini asagidaki sekilde tekrar yazariz:

X=1-x>=(1- X))+ x+ x* + x>+ x*). (1.3.12)
Homotopi parametresini asagidaki formlarayerlestirebiliriz:

x=(1-X)[1+ p(x+x*+x>+xH] , pe[0]]. (1.3.13)
Xx=0-X[1+x+p(x*+x*+x], pe[0]]. (1.3.14)

Birkag iterasyon adimi bile dogru sonug igin yeterlidir. Homotopi
perturbasyon metodu ileilgili detayli bilgi icin BolUm 3’e bakiniz.

1.4. Perturbasyon Metodunun ileris

Perturbasyon metodunun ¢6zim prosedird ¢ok basittir, fakat BolUm
1.2°de belirtildigi gibi baz: dezavantajlar: vardir. Perturbasyon metodunda x, ilk
terimi 6onemli rol oynar. Olumsuzluklar: yok etmek i¢in, homotopi perturbasyon
metodu kiclk parametre varsayimlarini timiyle eler. Bu bolimde modifiye

perturbasyon metodunu 6nerecegiz.
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Genel perturbasyon metodu su sekilde ifade edilebilir:
X=X, +&X + &K+, (14.1)

e=0 durumunda x, bas terimi denklemin c¢ozumudir. Bir sabiti

denklemde acik olarak yazarak, bu olguyu modifiye etmeye calisacagiz. (1.1.1)
denklemini tekrar ele alalim ve ¢ozimiin (1.4.1) formunda ifade edilebilecegini
varsayalim. 1 sabitini de € ’un kuvvet serisi bigiminde yazabiliriz:

l=a,+&a +&°a, +... . (14.2)
(1.4.1) ve (1.4.2)’yi (1.1.1)’de yerine koyariz:
(X + X +E°X, +..)2 +&(X, +eX +E°X, +...) — (q, +&a, +€°a, +..) = 0. (1.4.3)

¢ ’larin derecelerine gore katsayilarinm Onlerine yazarak, su denklemi elde

ederiz;

x;—a,=0, (L4.4)

2%, % + X, —a, =0. (1.4.5)

e =0"1n yerine konmasiyla (1.1.1) esas denkleminden elde edilmemis
olmasi, (1.4.4) denklemini (1.1.6)’dan farkli kilar. Bu guvenilir modifikasyon
klasik perturbasyon metodlarint gelistirir. x, =+1 yerine, (1.4.4)’Gn ¢6zimu

sudur:

X, = i‘/g , (1.4.6)
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Bu nedenle, a, daha sonra belirlenecek olan serbest parametredir. x,’1n

tim € > 0’lar icin bas terim olmasint umariz ki bulunan ¢6zim tim € > 0’lar

icin gecerli olsun.

(1.4.5)’in ¢bzUmU sunu verir:

Xy — &
- _ ) 147
X 5 ( )

Bu yaklasimda, x,’in X, cinsinden yazilabilmesi igin |x /x|<<1
esitsizligine ihtiyag vardir. ifadeyi daha sade sdyle yazariz:

X —a, =0. (1.4.8)

Eger birinci dereceden yaklasik ¢ozUm yeterliyse, 0 zaman (1.4.2)’den

sunu elde ederiz:
l=a,+¢a. (1.4.9)
(1.4.6) ve (1.4.8)’i (1.4.9)’dayerine koyarak, su sonuca ulasiriz:
Xg +€X, —1=0. (1.4.10)
Sonug olarak X, tam ¢ozimdur.

Bu basit dizeltme, (1.1.27) denklemli perturbasyon serisi ¢Ozimiindeki

sekuler terimlerin meydana gikmasina engel ol acaktir.

u'+(L+g)u=0 , u@®=A , u(@=0. (1.4.11)
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Mevcut yaklasimimizda, & parametresi kiguk olmak zorunda degildir.

Hem ¢6zim, hem de denklemdeki 1 sabiti € *un kuvvetleri bigciminde sdyle agilir:
U=U, +&U, +&°U, +..., (1.4.12)
1=’ +¢a, +%a, +..., (1.4.13)

Bu noktada, & ’ler bilinmeyen sabitlerdir. o ise frekansimiz
gostermektedir.

(1.4.12) ve (1.4.13)’11 (1.4.11) de yerine koyarak sunu elde ederiz:
(U, +eu, +e°U, +..)" +(o® +ea, +€°a, +...) +e(U, +eu, +&°U, +...) = 0 (1.4.14)

¢ ’larin derecelerine gore katsayilarim onlerine yazarak ve bu katsayilarin
her birini sifira esitleyerek, u, ve u, icin asagidaki diferansiyel denklemleri

buluruz:
U+, =0, U (0)=A , u,'(0)=0, (1.4.15)
u "+a,u, + 1+ a)u, =0 , u(0)=u'(0)=0 . (1.4.16)
(1.4.15)’in ¢6zUmU kolayca asagidaki bicimde bulunur:
u, = Acosat . (2.4.17)

Uo’1n (1.4.16)’da yerine konmasi sunu verir:

u,"+o’u, + (L+a,)Acoswt =0 . (1.4.18)
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a, =—1 olmadik¢a (1.4.18) denkleminin her ¢6ziml bir sekiler terim

icerecektir.
Bu nedenle,
a =-1 (1.4.19)
olmalidir.

Boylece (1.4.18) denklemi sunaindirgenir:

u"+au, =0 . (1.4.20)

u, (0)=u,'(0) =0 baslangi¢ kosullart goz onlne ainarak, (1.4.20)’nin

¢OzUmuU
u=0 (1.4.22)
olarak bulunur.
Bu nedenle, birinci mertebeden yaklasik ¢ozim asagidaki gibi olur:
U=u,+eu = Acosmt. (1.4.22)
(1.4.13)’ten elimizde
1=0°+e&a, (14.23)
vard.

Boylece (1.4.22)’deki frekans kolayca belirlenir:
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w=41-ca =vl+¢ . (1.4.24)
Sonug olarak asagidaki tam ¢zim bulunur:
u= Acos|(1+s)"t] . (1.4.25)

Bu basit teknigin dahaileri uygulamalari Bolim 2.3’te gosterilmektedir.
1.5. Cok Eski Cin Metodu [23]

Dokuz boltm igerdigi icin adh “Nine Chapters on the Art of Mathematics”
olan eserin sahibi buyik klasiklerden Jiu Zhang Suan Shu’dur. Bu eser, Cin
matematik tarihinin en eski ve en guvenilir calismalarindandir. Ziraat, isletme,
muhendislik, denklemlerin ¢ozimu ve dik Ucgenlerin 6zellikleri alanindaki 246
problemden olusmustur. Coziimlerin kurallar sistematik olarak verilmistir, fakat
Yunan duyarlihiginda ispatlar yoktur. Bilindigi kadariyla, Cin’in ¢ok eski
zamanlarina ait, en eski matematiksel sonuglart icerdigi tahmin ediliyor.
Gercekten de, Cin’in yazili tarihinin en eski donemlerinde Jiu Zhang Suan
Shu’nun kokenlerinden bahsedilmektedir. Bir sdylentiye gore, M.O. 27. yiizyilda
yasamis olan Yellow Emperor (Huang Di), el¢isi Li Shou’yu, Jiu Zhang Suan
Shu’nun [24] eserlerini derlemek igin goreviendirmistir. Dauben [24] tarafindan
belirtildigi Uzere, Nine Chapters, icerdigi oklid elemanlari sayesinde yaklasik
2000 y1llik donem iginde Bati matematigine dncil olmus saygr duyulmasi gereken
bir Cin emsalidir. Nine Chapters’in 7. Bolumuinde, nonlineer denklemin yaklasik
gercel koklerini bulmak icin kullanlan en eski metod olan ¢ok eski Cin
algoritmast Ying Buzu Shu (Fazlalik ve eksiklik metodu; cok az ve cok fazla
yaklasim) yer almaktadir. Metodun temel dislncesini daha iyi aciklayabilmek

icin, bu bélumun ilk drnegine bakalim:
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“Fiyat1 bilinmeyen bir nesneyi, bilinmeyen sayida insan satin alacaktir.
Eger her bir nesne 8 dolar olarak atanirsa, 3 dolar fazlalik; 7 dolar olarak atanirsa

4 dolar eksiklik oluyor. Bu nesnenin fiyati ve insan sayisi kagtir?”

Bu problem doguda bilinen, elementer say: teorisine ait Chinese

Remainder Theory’ye ¢ok benzerdir:

“3’e bdlundugtnde 2, 5’e bolindiginde 3 ve 7’ye bolundiginde 2

kalanini veren en kiguk say1 kagtir?”

Cin algoritmas: veya Cin metodu olarak bilinen bu algoritmamin ¢tzim
prosediri asagida verilmistir (Sekil 1.5.1’e bakinz):

1) Atanan 8 ve 7 dolar birinci siraya koy;

2) 3 dolar fazlalig1 ve 4 dolar eksikligi asagi siraya koy;
3) Capraz carparak 32 ve 21 bul, bunlarin toplam 53 olur;
4) Atamalarn farki 4-3=1;

5) Boyldikle 53/1=53 fiyatim bulunuz.

Kisave modern bicimdeki prosedir sudur:

X, Ve X, birbirinden farkl: olarak atanan dolarlar (yaklasik fiyatlar) ve R,
ve R, de tam fiyata olan sapmalar: olsun. Bu durumda fiyat su bicimde ifade
edilir:



Me Mo

11l 1] @

— 1l @+—]| (21):§|||(53)

Sekil 1.5.1. Cok eski Cin matematikgileri tarafindan kullanilan ¢dzim prosediirti

XR-XR . (15.1)
R-R,

X =

Batinin ¢ift hata pozisyonu metodu, Cin agoritmasindan dogmustur.
f (X) = O cebirsel denklemini ele alalim; x, ve x, denklemin yaklasik ¢oziimleri
olsun, bunlardan elde edilen kalanlar da sirasiyla f(x;) ve f(x,) olsun. Bu

durumda, gelistirilmis yaklasik ¢6ztim su sekildedir:

— X2f(X1)_X1f(X2) ) (152)
fx) - f(x)

(1.3.1) denklemini tekrar ele dlaim. x, =0 icin kalan R =-1, x,=1
icin kalan R, =1’dir. xe[0]] icin (1.3.1) denkleminin ¢dzUmunun oldugunu

iddia ediyoruz.

Bu nedenle, bu ¢ok eski Cin metodunu uygulayarak, sunu elde ederiz.:

_XRoxR 1 g (15.3)

XS
R-R,  -1-1
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Bu cozume karsilik gelen kalan da R, =-0.46875< O’dir. Ara Deger
Teoremi bize sunu sdyler: (1.3.1) denkleminin ¢6zimi olan ve ¢ok eski Cin
Metodu tarafindan yaklasigi bulunabilen, (0.5,1) araligina ait bir x, noktast

mevcuttur:

%R, = %R, _ 05+0.46875

= 0.7045. (15.4)
R, -R, 1+0.375

X, =

%6.6 dogruluk oram oldukga iyi bir sonugtur. Tabi ki, prosedire
kolaylikla devam edilerek, dogruluk orani daha yiksek olan yaklasik ¢oziimlere
ulagilabilinir. Simdi (1.5.2) denklemini asagidaki bigimde tekrar yazalim:

g = el )= f06) o 106 = %) (15.5)
f(xl)_ f(xz) f(xl)_ f(xz)

Eger f'(x,) turevini asagidaki gibi tammlarsak:

F(x) = FOw) - T0%) (1.5.6)
X — X%

Newton (1642~1727) tarafindan 6ne sirilen ve ¢ok iyi bilinen asagidaki

Newton iterasyon formuliinti el de ederiz:

x = % %) (15.7)

Iki noktamin (x, ve x,), tam kokin iki tarafina yerlestigi durumlarda
(Yani f(x).f(x,)< 0 durumunda), Cin agoritmasinin, ¢cok iyi bilinen Newton

iterasyon formiline gore oOnemli avantglari vardir. Cin agoritmasindan

goruldugt tzere, Cin matematikcilerinin bilimin ilerlemesinde ¢ok katkilar



36

olmustur. 8. Bolumde, biraz daha ileri giderek, cok eski Unlt Cin matematigine

dair bilgileri ve bunlarin uygulamal arin gbrecegiz.
1.6. Periyodik Cozimler

Sinizoidal fonksiyon vyardimiyla nonlineer oskilatOrlerin  periyodik
¢cOzUmU yaklasik olarak bulunabilir. Bu, denklemin terimlerinin agcik olarak
denetlenmesi sayesinde denklemin salinima sahip olup olmadiginin anlasiimasina
yardim eder. Tam c¢Ozumlerinin fiziksel anlayis icin 6nemli oldugu, aym

mertebeye sahip iki diferansiyel denklemi ele alaim:
u'-k’u=0, (16.1)

ve  U+o’u=0. (1.6.2)

Her iki denklem de sabit katsayil1 lineer terimlere sahiptir. Bu iki denklem
arasindaki fark, ikinci terimdeki u’nun katsayisinin isaretidir. Bu, ¢cozUmun Ustel

mi yoksa salinan mi oldugunu belirler. (1.6.1) denkleminin genel ¢bzim sudur:
u=Ae" +Be™. (16.3)

Ikinci denklem olan (1.6.2)’deki u’nun katsayisi pozitiftir ve bu durumda

genel ¢coziim sbyle olur:
u= Acosot + Bsinot. (1.6.4)
Bu ¢0zUm, o agisal hizindaki oskilasyonu tanimlar.

Ustel ve siniizoidal fonksiyonlar birgok yaklasik analitik metotta deneme
fonksiyonlar: olarak kullanilir. Bu fonksiyonlar, fizikte karsimiza cikar. Sekil
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1.6.1’deki matematiksel sarkaci ele alalim. Bunun ile ilgili denklem soyle ifade
edilir:

u'= —(%j u [ivme-baslangi¢ kuvveti]

g//¢’nin pozitif olmasindan dolay;, u" ivmes daima u’nun ters

isaretlisidir. Bu da sarkacin merkeze dogru geri donmesinin sebebidir.

Sekil 1.6.1. Basit sarkag, hareket boyunca, u’nun ve U" ivmesinin tersisaretli oldugunu

gosterir.
Benzer bicimde asagidaki nonlineer denklem [2]
u'+u® =0, (2.6.5)

bir oskilasyon tammlar: u pozitif oldugu zaman, ivme asagida goruldigi gibi
negatif olur:

u'=—(u*)u. (1.6.6)

Bunun aksine, u negatif oldugu zaman, ivme pozitif olur.



38

Denklem [2] nin tersine
u'-u’=0 (1.6.7)
denklemi  u"= (u*)u (1.6.8)

denklemi igin bir oskilasyon tanimlayamaz. Bundan dolayr u" ivmes u ile aym
isarete sahiptir. Bu durumda, sistem merkezi denge pozisyonuna (u = 0) geri
donemez, hatta yeri degistirilmis nesne daha da ileriye dogru hizlanir. Asagidaki
genel denklemi ele alalim:

u"+k(u)u=0, (1.6.9)

k(u) > O durumunda (1.6.5) denklemi bir oskilasyon tanimlar. Ornegin, su

denklem

u'+t?u® =0, (1.6.10)
denklemi

u'+(t?u*)u = 0. (1.6.11)

formunda yazilabilir.
u'nun katsayisi k = t?u* pozitiftir.

Simdi Friedmann denklemini [25] ele dlalim:

12

u"+auT +cu®+du=0 . (1.6.12)

(1.6.12)’yi daha anlasilir bigcimde tekrar yazalim:
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I2
u"J{au—2 +ou’ + d]u =0. (1.6.13)
u
Eger a, ¢ ve d parametreleri pozitif ise, o zaman Friedmann denklemi
periyodik ¢ozuimlere sahiptir.

Oskilatoriin tam periyodunu bulmak yerine, asagidaki genel oskilasyonu
eleaalim:

u"+g(u) =0. (1.6.19)

Burada g, u’nun bir fonksiyonudur.

il
N

> u
-Up Up
Sekil 1.6.2. Oskilatoriin u-v yoriingesi
Asagidaki donusim verilsin:
u=v. (1.6.15)

Zincir kuralindan sunu yazariz:

. dv _dv du_ dv

U'=v=s—=——=v—.
dt du dt du

(1.6.16)
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(1.6.14) denklemi su sekle donusar:
dv
v—+g(u) =0, (1.6.17)
du

veya vdv +g(u)du=0 (1.6.18)

Y ukaridaki denklemin integralini aliriz:
1,
Ev +G(u) =E. (1.6.19)
Burada E toplam enerji, G(u) da potansiyeldir ve sdyle tanimlanir:
d
—G(u) = g(u). (1.6.20)
du

(1.6.19) denkleminden sunu elde ederiz:

= +2E-2G(U) , (1.6.21)
veya dos——M (1.6.22)
,/ZE —2G(u)

Y ukaridaki denklemin —u, *dan u, ’aintegralini alarak, su sonucu buluruz [25]:

(1.6.23)

o du
2 —_
;[),/ZE 2GU) {,/E—G(u)
Ornek 1

g(u) =u+eu® , Duffing denklemine u = A sin x doniisimiini uygulariz:
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sin x dx _4”]2 sin x dx
0

0 J1+ %gA2 — (cos® X + %gA2 cos* x) Jl— cos? X + %gAz(l— cos* x)

72 sin x dx

=4 I -
° J(l— cos’ x){1+ 55A2(1+ cos’ x)}

4| o S S N SERNYYR
2
2
Burada, k= A 5
2(1+ A7)
Ornek 2
u
g(u) = = (1.6.25)
l+eu
Basit bir islemle sunu elde ederiz:
A
T4z | du _ 4z d“ (16.26)

5 yINL+eA?) — In(L+ su?) oI VIn[@+ eA%) 1@+ eu?)]

gA? — oo icin, (1.6.18) periyodu su sekle indirgenir:

imT =4z | du SN U] (-x)dx = 227A  (1627)

P I J2(InA-Inu)
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Ornek 3
g(u) =eu®. (1.6.28)

Sunu elde ederiz:

TZZJE? Adu 22‘\/5? du :4‘/5} du
0 J'gsgds 0 J%g(A4_u4) 0

Y ukaridaki denkleme u= Acosx donUsumini uygulayarak sunu elde

ederiz;

dh sin xdx 4 w2 dx
T=4/2 I \/gAzsinz X(L+ cos’ X) ) VeA? I 1
0 Jl——sin2 X
2
4 6.743
=~ ¥ 168575 =~ (1.6.29)
Ornek 4
g(u) == (1.6.30)
u
A
Sunu elde ederizz T =242 _[ du___ 22 du 2‘/_ Afl—— du

o/ sds Ve J.\/InA Inu 54/Inl/s)

- 22 Axr =227 1A (1.6.31)
Je



2. PERTURBASYON METODLARINA KISA BiR GIRIS
Perturbasyon metodlari belki de modern matematigin en romantik
alanidir. Bilimsel problemleri arastirmak icin matematiksel metotlarin
uygulamalarinda karsilasilan birgok zorluk vardir. Bunlardan en dnemlis
basit denklemlerin bile tek c¢ozimlerinin  olmamasi  gerektigi
gergegidir.Sonug olarak eger fiziksel yontemlerin formllerinden kesin bir
anlam c¢ikarmakta kararliysak,farkli  yaklasim tiplerine basvurmak
zorunday1z.Bunlarin basinda geleni mekanik,fizik ve diger pozitif bilimler
icin genis uygulamalart olan perturbasyon metodlaridir.Perturbasyon
metodu bir sanattir.Unli isimler genellikle basarli yaklasimlaryla bu
sanata ortak olurlar.Bu bolimde biz lineer olmayan zayif denklemler icin
gecerli olan cesitli perturbasyonlar ve perturbasyon metodlarinin eksik
kisimlarint yok eden ve bu yuzden lineer olmayan gugcli sistemler igin
gecerli olan cesitli modern modifikasyonlar Gzerinde duracagiz.
2.1 Perturbasyon Metodu Ile Neptiin Ve Platon’un K esfi[1]

GOkyUzt mekaniginde pertirbasyon metodunu kullanan ilk isimler
J.Euler (1707-1783) ve J.L.Lagrange (1736-1813)dir ve Euler perturbasyon
teoreminin babasi olarak disunulur.Euler’in inceleme yazisinda hem
perturbasyon teori metodunun fikirleri hem de 6rnegin,belirli nimerik
degerlerinin noktalar1 icin ¢Ozllen astronomik problemlerin ¢ozumleri
vardir.Euler tarafindan gercgeklestirilen bu metodlar Lagrange,Laplace ve
digerlerine gezegensel hareketin oldukga kesin bir teorisini  olusturma

imkan vermistir.

Herbir yaklasimi, ¢ok kicuk oldugu samilan, ihmal edilen degerlere
uyan, Uzerinde distndlen problemin kesin belirli bir durumunun bir tam
¢OzUmU  kabul eder.Bu ¢ozim yaklasimun birinci  mertebesini

olusturur.Sonra, simdiye kadar ihmal edilen degerleri hesaplayarak yavas
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yavas dogrulanir.Sadece yaklasimlarla cozllebilen bu mekanik
problemlerinde sekil tizerinde hareket eden sadece gercek gucleri dusiinerek
genellikle ilk ¢ozim bulunur.Geriye kalan diger glcleri hesaba katarak
pertube diye de adlandirilabilen bu ¢tzimi genisletmek icin en kolay yol
degisken olarak kapsanan bitin keyfi sabitleri distinerek ilk ¢6zimin
formunu tutmaktir.Su sebepledir ki 6nceden ihmal edilen simdi hesaba
katilmas: gereken degerler ¢cok kicuk olursa o zaman yeni degerler sabit
olmal1 ve yaklasimlarin geleneksel metodlari belki onlara uygulanabilir.

Pertirbasyon metodunun en asikar basar1  Orneklerinden  biri
Neptin’in kesfiydi.Bu, 18. ylzyilda ginese en uzak gezegen oldugu
distnilen Uranis’Un hareketinde pertirbasyonun kesfinde ortaya
cikti.Bilinmeyen rahatsiz edici  bir gezegenin varligim varsayan
Adams(1819-1892) ve Le Verrier(1811-1872), Uc¢ sekilli bir problemin
olusturulmasindaki  perturbasyon teoreminin ters bir  problemini
¢Ozmusglerdir: bilinen pertlirbasyonlarin bilinmeyen bir seklin kitlesini ve
yorungesini bulmak i¢in.23 EyllUl 1846°da yeni gezegen basarili bir sekilde
kesfedildi.

Sonra, 1915’te ‘sadece kalem ve kagit” yoluyla Lowell yeni bir
gezegen olan Pluton’un haberini verdi.13 Mart 1930’da K.Tombo incelenen
kesfini ilan etti.

2.2 Lindstedt-Poincaré Metodul 2,3]

Uygulamada, hesap ve zaman faktorleri genellikle terimlerin sadece
kicuk bir sayisini distinmemiz icin bizi zorlar.Bu ylUzden tek gegerli ¢6zim
saglamak icin sekuler terimleri ortadan kaldiracak bir yaklasima ihtiyag
vardir.Sekuler terimlerden kurtulmak icin Lindstedt tarafindan bir metod
verilmistir.Sonradan Poincaré, Lindstedt’in metodu tarafindan saglanan

genislemelerin asimtotik ve tek gecerli olduklarini kanitlamustir.



Asagidaki genel denklemi dustnelim:

2

Lru+ef (uu) =0, (22.1)
dt
ve baglangi¢ kosullari
u0)=A,u'(0)=0 (2.2.2)

chr.
Bu metodun 0zt bagimsiz degiskenin bir dontsimunt belirlemektir.
Bu donisim sekdler terimleri Onlememizi saglayacaktir. Standart
Lindstedt-Poincaré metodunun temel dislincesi yeni bir degisken
belirlemektir.
r =w(et, (2.2.3)
Burada @, ¢ ’un bilinmeyen bir fonksiyonu olan sistemin frekansidir.
Denklem (2.2.1)’den
o’u" +u+ & (u) =0, (2.2.4)
elde edilir.Burada Usler r’ye gore tirevi gosterir.Hem ¢6ziim hem de
frekans ¢ ’nun kuvvetlerinde acilir ve (2.2.5) ve (2.2.6) elde edilir.

U=U, +e&u, +&°Uy+--, (2.2.5)

o=1+¢cw,+&w, + - (2.2.6)
(2.2.5) ve (2.2.6) denklemlerini (2.2.1)’de yerine koyarsak ve ¢ ’nun

benzer kuvvetlerinin katsayilarin esitlersek lineer denklemlerin serisini

u"+u, =0, (2.2.7)
u; +u, + 2e,ug + f(uy,uy) =0, (2.2.8)
elde ederiz.

(2.2.2) baslangic kosullar
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U,(0) = Aug(0)=0, (i=1,2,3,...) (2.2.9)
olur ve

u,(0)=0,u/(0)=0 (2.2.10)
u, ve o, (1=0,1,2,3,...) arch ardina ¢ozulebilir.

Simdi asagidaki denklemi tekrar distnelim:

Up + @+ &)u=0, e <<1, (2.2.11)
baslangi¢ kosullar1 u(0) = A, u’(0) = 0 dir.

Eger (2.2.11) deki yeni bagimsiz degisken r = w(g) t yi degistirirsek
ve & ’nun kuvvetlerine agarsak, ¢cozmek icin asagidaki homojen olmayan
lineer diferansiyel denklemleri elde ederiz.

Up+uU, =0, u,(0)=A (2.2.12)
uy +Uu, +2m,us +U, =0, u,(0)=0, u;(0)=0. (2213
(2.2.12) denkleminin ¢6zimi u, = Acosr ’dir.Bu sonucu (2.2.13)

denkleminde yerine koyarsak
u; +u, + (1-2e,)Acosr =0 (2.2.14)
denklemini elde ederiz.

u, deki sekiler terimleri yoketmek igin ,(2.2.14)un sag tarafinda
cosr nin katsayisim yok etmek igin @, segilir.Bu kosul o,’i % olarak
belirler. Yani
1,
w, = E dir (2215)

Sonra (2.2.14)’Un ¢bzumu

u =0 (2.2.16)



olur.Boylece, ilk yaklasima gore (2.2.11) i¢in ¢6zim (2.2.17) olur.
u= Acos(1+ %g)t (2.2.17)

Standart Lindstedt-Poincaré metodu sadece zayif nonlineer problem icin
gecerlidir, asagidaki durumlar igin ¢calismaz.

1)Damping ile salimm.Bu metod asagidaki basit lineer damping denklemi
icin uygun degildir.
u"+2au'+u=0, u@0=A U(0)=0, (2.2.18)
2)Lineer terimsiz.Ornegin;bu metod asagidaki denklemi ¢ozmez.
u”+eu”™* = 0,u(0) = Au'(0) =0, (2.2.19)
3)Lineer terimin katsayisi negatiftir.Ornegin ;
u”—c?u+ pu® =0,u(0) = Au’(0)=0 (2.2.20)
denklemini dustinglim. A, salimmin genisligi olmak tizere, sA* > 2¢° ise
teorik analiz yukaridaki denklemin bir periyot ¢cozime sahip oldugunu
soyler.
4)Nonlineer denklemler. Ornegin;
u"'u+1=0,u(0)=Au’'(0)=0 (2.2.21)
Standart Lindstedt-Poincaré metodunun 6tesinde ,gelecek bdlimde
Lindstedt-Poincaré metodunun modifiye edilmisini gorecegiz.
2.3.Modifiye Lindstedt-Poincare M etodu:Bir sabitin acilimi [4]
Lindstedt-Poincare metodu zayif lineer olmayan salimmlarin
periyodik ¢ozumleri igin tek gecerli asimtotik agilim verir, genelde bu
metod gucli lineer olmayan terimler oldugunda calismaz.
Refg[5,6]’da, @ *mn yerine o yazilirsa perturbasyonun sonuglar
dahaduzenli olabilir.
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0° =1+ew, +&°w, + - (2.3.1)

Bu bolimde,(2.3.2) lineer olmayan diferansiyel denklemin tek gegirli
¢cozumlerinin olmast icin bir modifiye Lindstedt-Poincaré metodu
verecegiz.

u”+bu+ef (u,u)=0 (2.3.2)
Buradab bir sabit,sifir hattatek say1 da olabilir, f nonlineer bir fonksiyon
ve 0< ¢ <o dur.

& = 0oldugunda

u"+bu=0 (2.3.3)
elde edilir.

b pozitif oldugunda frekans & *dan bagimsiz olanv/b ’ dir.

b< 0 oldugunda,yaklasimimizda bir kisittama olmamasina ragmen
klasik Lindstedt-Poincaré metodu gecerli degildir.

(2.3.2) sistemin frekansint @ kabul edersek,

u"+o’u=0 (2.3.4)
denklemini elde ederiz.

Burada bilinmeyen frekans o dahaiyi tanimlanir. Cozim serilerinde
(2.3.4)un ¢dzumu u, ilk teriminin yerini alir.Bunu sonlandirmak icin u, ’1n
sagladig1 denklemin

u,” + ®%u, =0 (2.3.5)
formunda oldugunu garanti etmeliyiz.

Modifiye Lindstedt-Poincaré metodunun 6zt, hem ¢6zimi hem de
u’nun katsayisi b’yi & ’un kuvvetlerinde agmaktir.

U=U, +&u, +e&u, +---, (2.3.6)

b=w’+sco, +°w, +- (2.3.7)



Burada o ve o, bilinmeyen sabitlerdir.
(2.3.6) ve (2.3.7)yi (2.3.2) de yerine koyarsak ¢ ’un gesitli
kuvvetlerinin katsayilarin sifira esitlersek
us +w’u, =0,u,(0) = A u,(0) =0, (2.3.8)
ul + ou, + o,u, + f(uy,up) =0,u,(0)=0,u;(0)=0 (2.3.9)
denklemlerini elde ederiz.

b <0 oldugunda, u, bas terimi (2.3.8) ile ¢cozulebilir. o, bilinmeyen
sabitler, u, de sekiler olmayan terimler altinda bulunabilir. Temel islemi
aciklamak icin asagidaki ornekleri inceleyelim.

Ornek 1

Bilyeli rulmanla salinimin hareketini su sekilde verebiliriz[7].
Surtinmeyle ortaya ¢ikan kayiplar gtz arch edilerek diizenlenen denklem

u”+e&u® =0, u(0)A,u'(0)=0 (2.3.10)
tir.

Standart Poincaré metodu bu 6rnek icin calismaz. Simdi (2.3.10)
denklemini asagidaki sekilde tekrar yazalim.

u"+0-u+eau®=0 (2.3.11)
£ ’un kuvvetlerinde lineer terimin katsayisim ve ¢ozimunu agalim.
U=U, +&u +&°U, +-, (2.2.12)
O=0®+ew, +&°w, +-, (2.3.13)
(2.3.12) ve (2.3.13)’u (2.3.11) de yerine koyalim ve standart
pertirbasyon metodunu uygularsak,
U’ + 2, = 0,U,(0) = Ao (0) =0 (2.3.14)

Ul + w?u, + U, +U,° =0, (2.3.15)
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Ul + U, + w,U, + o,u, +3u,’u, =0, (2.3.16)
homojen olmayan lineer diferansiyel denklemleri elde ederiz ve u,

(n=1,2,3...) icin baslangi¢ kosullar
iun(O) = O,iu;(O) =0 (2.3.17)
n=1 n=1

dir.
(2.3.14) denklemini ¢ozersek,
u, = Acosat (2.3.18)

denklemini elde ederiz.(2.3.15)’de u, ‘1 yerine koyarsak

u + w’u, + Alw, + % A*)cosot + % A’ cos3at = 0 (2.3.19)
olur.
Not: @, +%A2 =0 olmazsa, (2.3.19) denkleminin her ¢ozumii bir sekiler

terim igerecektir.

Boylece
o, = —% A? (2.3.20)

olur ve (2.3.19) denkleminden coswt terimini yok ederiz.Bu kosulla
(2.3.19) denklemi

ul + o’u, + % A% cos3at =0 (2.3.21)

olur.(2.3.21)’in 6zel ¢bzimi

3

u, = cos3wt 2.3.22
b 3202 ( )

olur.



(2.3.18) ve (2.3.22) denklemlerini (2.3.16)’da yerine koyarsak, u, ’in
sagladigi

4 3 2 5
us + o’u, + Alw, +3L2) cosawt + A" (2o, +23A ) cos3mt + 3A >
128w A 128w

(2.3.23)

denklemini elde ederiz.
coswt ’in katsayisi sifir olmazsa, denklemdeki Ugtincl ifade bir
sekuler terim olabilir.

Sekuler terimlerin olmamakosulundan, w, yi tammlayabiliriz

3A*
. = — 2.3.24
2 128w° ( )

Sadece birinci derece yaklasik ¢ozUm aranirsa,

3

U= U, + &u, = Acosat + iz(cos&ot — cosmt) (2.3.25)
32w
elde ederiz.
Burada frekans o ’yi (2.3.26)’dan (2.3.27) olarak belirleyebiliriz.
0=0®+ecw, = 0° —%gA2 (2.3.26)
W= ggﬂzA (2.3.27)

Denklemin periyotu

_4r

T 2 e PAT =725 V2N (2.3.28)

olarak yazilabilir.
Tam periyot ,
T, =6.743s ? A" (2.3.29)

ol

cosbawt =0
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olarak bulunabilir.

Maksimum hatanin %7.5 *ten az oldugu asikardir ve elde edilen
yaklasik periyot her ¢ >0 icin gecerlidir.

Ikinci mertebeden yaklasik frekansi elde etmek icin (2.3.20) ve
(2.3.24)0 (2.3.13)de yerlerine koyalim.

2 a4
0=w? —%gAZ - f;gAZ (2.3.30)
10

veyakolayca

o =0.883272 A (2.3.31)
olur.
Ikinci derece periyot

T=2F _ 7114 A" (2.3.32)
w

olur.
Simdi periyodun dogrulugu %5.2’ye ulasir.

Y Uksek mertebeden yaklasik ¢ozim daha yiksek periyotlu bagil
hataya sebep olmasina ragmen, genlik igcin hata daha da
genisleyebilir.(2.3.25) denkleminde birinci mertebe yaklasik ¢ozim yerine,
daima sifir mertebe yaklasik ¢ozimu kullanir.

u(t) = Acos(7351/2A)t (2.3.333)

veya
u(t) = Acos(0.8832s Y2 A)t (2.3.33h)
olarak bulunur.
Ornek 2
Simdi duffing salinimini duistnelim.

u”+1lu+su’®=0,u(0)=Au'(0)=0 (2.3.34)



Onceki 6rnekte, lineer terimin katsayisini ve ¢ozimini & *un kuvvetlerinde

acmistik.
U=U,+eu +&°U, +-, (2.3.35)
1=’ + o, + %0, +-, (2.3.36)

C0Ozum yontemi 6nceki 6rnekte aciklanana benzerdir.
u, de sekiler terimin olmamast kosulu

w, = _3p (2.3.37)
4
sonucunu Verir.

Birinci mertebe yaklasik ¢oziimti (2.3.36)da kullanirsak

1= 0" —% A’ (2.3.38)
elde ederiz.
(2.3.38)den frekans: kolayca bulabiliriz,boylece sifir mertebe yaklasik
¢OzUm

u= Acos(1+§gA2)]/2t (2.3.39)

olur.
Ornek 3
Simdi lineer terimin katsayisi negatif olan

u”—c’u+su®=0,u(0) = A,u’'(0)=0 (2.3.40)

denklemini alalim.Amacimiz, periyot ¢oziimin oldugu zamanki kosullari
bulmaktir.
Buradaki @, , u, ’deki sekiler terimlerin olmamasindan belirlenebilir

—c* =0’ +ew,+ v, +- (2.3.41)

Y ukarida anlatilan sekilde devam edersek
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o, = —% A? (2.3.42)

denklemini elde ederiz.

Boylece frekans

w= ‘/Z A% -2 (2.3.43)

olarak ifade edilir.
eA* > %cz (2.3.44)

oldugundabir periyodik ¢ozim var olur.

Farkl1 analizler (2.3.40) denkleminin periyodik ¢ozimiiniin sA* > 2¢?
oldugunu gosterir.

Ornek 4

Simdi diger 6rnek olarak,

u
u”+

=0 2.3.45
1+ su? ( )

denklemini u(0) = A ve u’(0) = 0 baslangi¢ kosullar: ile disiinelim.(2.3.45)
denklemini yeniden asagidaki gibi tekrar yazalim.
u"+1lu+su"u®=0 (2.3.46)

onceki orneklerde lineer terimin katsayisi 1, ¢ ’un kuvvetlerinde agilmisti;

1=’ + o, + %0, +-, (2.3.47)
u, veu

us + w’u, =0,u,(0) = A,u;(0)=0 (2.3.48)

Ul + w?u, + @,u, +ulu,” =0,u,(0) = 0,u/(0) =0 (2.3.49)

denklemlerini saglar.



(2.3.48)’in ¢0zUmu u, = Acoswt *dir.Bu sonug (2.3.49)da yerine konulursa

ve u, deki sekuler terimler yok edilir.
1

‘/1+ EgAZ
4

elde edilir.Boylece yaklasik ¢cozim

w =

(2.3.50)

u(t) = Acos(1+%gA2)‘1/2t (2.3.51)

olur, &’un kiglk degerleri igin

®= 1—§gA2 (2.3.52)

olur.

Sonug olarak bu metod standart pertirbasyonlar[2,8]’la benzer sonuclar
verir.Elde edilen sonuglarin goze ¢arpan dogrulugunu agiklamak igin
yaklasik periyot

T= Zﬁ‘/1+%5A2 (2.3.53)

denklemini, tam ¢0ziUm

du du
T= 3
Mf‘/ln(h eA?) Mf‘/ln[(u A

—In(L+ eu?) ) 2)/(1+ au?)]
(2.3.54)

ile karsilastiralim. sA*> — o oldugunda (2.3.54) denklemi

: du du

lim T =4/e = 2\2¢A

A" > sz(InA—Inu) f,/ln(]/s) (2.3.55)
= @Af exp(—x?)dx = 24/ 27e A

denklemine indirgenir.
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£’un blyuk degerleri igin,
T ~4/3A (2.3.56)
olur.
£>>11¢in (2.3.53) yaklasik periyodu tam periyoda benzerdir.
& — oo oldugunda,
T 2\27zeA
LILQ T ) V3erA
Boylece ¢ ‘un her degeri icin maksimum relatif hatamn %8.54’ten

=0.9213 (2.3.57)

kicuk oldugu kolayca gérulebilir, tim ¢ozim araligi 0< & < oo dur.
Ornek 5
Asagidaki salinimi distinelim:

au"u+1=0,u(0)=Au’'(0)=0 (2.3.58)
Simdi (2.3.58) denklemini tekrar yazalim.
u"+0u+eu"’u=0 (2.3.59)
Lineer terimin katsayisim ve ¢ozimini & ’un kuvvetlerinde acalim.
U=Uy+eU +&°U,+-, (2.3.60)
0=’ +ew, +&°w, +-, (2.3.61)

(2.3.60) ve (2.3.61) i (2.3.59)da yerine koyarsak ve dnceki ornekler gibi
uygularsak, u,ve u, igin
us +w°u, =0, u,(0) = A, u}(0)=0, (2.3.62)
u'+ w2, + U, +ul’u, =0, 1, (0)=0, ul(0)=0, (2.3.63)
diferansiyel denklemlerini elde ederiz.
(2.3.62)’nin ¢6zimi u, = Acosat dir.(2.3.63) denkleminde u,’1 yerine

koyarsak



U+ o’u, + Alw, + %a)“Az) cosaot + %a)“A3 cos3wt =0 (2.3.64)

olur.
u,’de sekiler terim olmamast igin

@, = —% o* A (2.3.65)
olur.

Daima birinci mertebe yaklasik ¢oziimde dururuz.Bu kosulla (2.3.61)

denklemi
0=’ - gga)“Az (2.3.66)
olur.
Boylece
0= -2 AT 11547 VA" (2.3.67)
V3
olur.

Tam frekans o, = ¢ V?A™ =1.2533¢ Y?A™" |, dogruluk %7.8 olur.

Sifir mertebe yaklasik ¢ozim
2
u=Acos(—=¢& A ™M)t 2.3.68
S 7 ) ( )

olur.
Bazi 6zel salinimlar icin bu metoda basvurulabilir.Ornegin;asagidaki

denklemi distinelim.

u"+ue* =0 (2.3.69)

(2.3.69) denklemini asagidaki gibi tekrar yazalim.
u"+0u+us™ =0 (2.3.70)
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Katsay1 0,(2.3.61) formunda ifade edilir.
(2.3.61) denklemindeki sabit @, sekuler terimleri yok ederek

f Acosaot{m, Acosat + Acosat exp(Acosat) jdt = 0 (2.3.72)

elde edilir.

Burada T = 27/w ‘dur.

w,,(2.3.72)’den baz1 6zel fonksiyonlar tarafindan agikca
tanimlanabilir.

2.4 Modifiye Lindstedt-Poincare M etodu :Bir yeni dontsim [9]

Bu bdlimdeStandart  Lindstedt-Poincaré  metodunun  diger
modifikasyonunu inceleyecegiz 1990°da Da et al.[10,11,12] bagimsiz
degiskeninin baska donUstimunt sundu.Bu ana fikri agiklamak icin, ilk
once asagidaki lineer olmayan denklemi disuinelim:

L[ut)]+ eN[u(t)]=0,t e Q, (2.4.1)
Blu(t)] = g(t),t € 60, (2.4.2)

Burada L ve N sirasiylalineer ve lineer olmayan operatérlerdir,B sinir

operatorudur.

Ref[10-12] yi dogrulayarak,asagidaki denklemi sunabiliriz.
u=u(r)+0(s?), (2.4.3)
t=r+aF[u(r)]+0(?),  {Flunly,, =0 (2.4.4)

Burada F[u(r)] daha sonra tarimlanacak ol an bilinmeyen nonlineer

fonksiyoneldir.

(2.4.4) donUsumi altinda (2.4.1) ve (2.4.2) denklemleri

L[u(r)]+ e{LJu(r), F]+ N[u(r) |} + O(¢®) = 0,r € Q, (2.4.5)
Blu(r)]=g(r),r e 8Q, (2.4.6)



olur. Burada L, hesaplanarak elde edilen operatrdir.
Asimtotik lineerlesmenin uygunlugu kullanilarak, O(e) igin 6rnegin (2.4.5)
ve (2.4.6) denklemleri lineerlestirelim:
L, [u(r),F]+ N[u(r)]=0,r e Q (2.4.7)
Flu(r)]=0,r e 6Q, (2.4.8)
O zaman, (2.4.5) ve (2.4.6) denklemleri asimtotik olarak
lineerlestirilmis olan asagidaki denkleme indirgenir.
L[u(n)]=0,reQ, (2.4.9)
Blu(r)]=g(r),r € 2Q, (2.4.10)
(2.4.7) ve (2.4.8) denklemlerinden fonksiyonel F tammlanabilir ve (2.4.9)
ve (2.4.10)’dan u(r) cozulebilir.(2.4.3) ve (2.4.4) donisumlerine gore,
g’undogruluguicin (2.4.1) ve (2.4.2) denklemlerinin ¢6zimu elde edilir.
Dai’s metodu daha genistir.
Standart Lindstedt-Poincaré metodunun donisimtni [5,6,9]
formunda tekrar yazabiliriz.
r=t+ f(gt), f(O1)=0, (2.4.12)
Burada f(g,t) bilinmeyen bir fonksiyondur, fonksiyonel
degildir.DontsUMUmMUz (2.4.4) dekleminden daha kolaydir.Bilinmeyen f
fonksiyonunun taniminin,Dai’s  metodundaki bilinmeyen fonksiyonel
F ’den ¢ok daha kolay oldugunu asagidaki érneklerle gorebiliriz.

(2.4.11)°den

d%u of ., 8°u o°u

A LR A e il 2.4.12
ot? ( 8t) or? or® ( )

olur.Burada

G(e,t) = (1+ %) 2 (2.4.13)
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tur. Taylor serisinden yararlanarak
G(e,t) =G, + G, +--+,

(2.4.14)

yazabiliriz. Burada G, (i=123,...) sekuler terimleri yok ederek

tammlanir. G, (i =1,2,3,...) ’nin  tammindan sonra (2.4.13) denkleminden

bilinmeyen f fonksiyonu ¢ozulebilir.
(2.4.11) donustimu daha da kolaylastirilarak
r="f(¢e), f(t,0) =t
yazilabilir. Boylece
62 of \, 0%u
- (E) or?
olur. & ’un serisinde (of /ot)? *yi agalim:

(%)2 =1+, +e%f, +--,

Duffing denklemini distnelim.(2.4.15) dontsiminden

(—ﬁ29£+u+a1 =0,
at

olur.

Klasik Lindstedt-Poincaré metodunu uygulayarak ,u, ve u, icin

2
O 4, = 0,u,(0) = A,uL(0) = 0,

2 2
§$;+w+n%f§+qf:oyﬂm:oMxmzo

elde edilir. u,’de sekler terim olmama kosulundan

3
h=ZN

olur.(2.4.17)’den

(2.4.15)

(2.4.16)

(2.4.17)

(2.4.18)

(2.4.19)

(2.4.20)

(2.4.21)



af 2 3 2
—)° =1+=6A 2.4.22
( at) 27 ( )
of 3 .
veya — =,[1+—¢A 2.4.23
ya — 27 ( )
elde edilir.
Sifir mertebe yaklasik ¢ozim
u= Acosr = Acosf = Acos(1+%gA2)l/ 2t (2.4.25)
olarak yazilahilir.

Simdi Lighthill denklemini distinelim,bu denklem PLK
metodu(Poincaré-Lighiil-Kuo Metod) tarafindan genis bicimde calisilmistir.

(X+ ey)%+ y=0,xe[01],y@) =1 (2.4.26)

x= f(&,¢), f(£,0) =X, (2.4.27)
donisumu ile (2.4.26) denklemi

df
f —+y—=0 2.4.28

(f+ «sy) + T ( )
olur.

8f =1+, +5°F, +- (2.4.29)

dé
ve f=Cvel +e°8,+-, (2.4.30)
kabul edelim.

Standart perturbasyon metoduna benzer islemler uygulanirsa,

5—5 +Y,=0,y,(0) =1, (2.4.31)
dy, dy, B
d_§ 51 dg 0 4y, =2 3¢ +y,f,=0,y,(00=0 (2.4.32)
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elde edilir.
(2.4.31) denkleminin ¢ozUmu
1
Yo = E (2.4.33)
tir.(2.4.32)’de (2.4.33) U yerine koyarsak,
dy, 1 1 1
21 L E 4 T f =0 2.4.34
d§+yl fzé:l §3+y0 1 ( )
elde ederiz.Boylece
1 1 1
-5 ——+2f,=0 (2.4.35)
g7 et
veya f, =2 ffl (2.4.36)
g
olur.

Diferansiyel denklem vy, icin, y,(0) = 0 baslangi¢ kosuluyla ¢ozullrse,

y, =0 (2.4.37)
bulunur.
(2.4.29)°da f,’i yerine koyarsak ,
df £ e 1
— =1+, =1+—(1 =1+—+=(f - 2.4.38
ac +ély +§2(+§§1) +§2+§( ) ( )
elde ederiz.
(2.4.38)’i duzenlersek,
df £
f—-—-f== (2.4.39)
dé g
olur.
1 1
x=1f= - —-= 2.4.40
&+ Zs(cf Cf) ( )

sonug ve



Y=Yot+ey, =

= 1[— X+ X+ (2+ 8)8] (2.4.41)
€

NI

tam ¢O6zum olur.
Simdi van der Pol denklemini u(0) = a ve u'(0) =0 baslangi¢
kosullariyla distnelim:
u"+u=el-u) (2.4.42)
r = f(t,e) donusumiyle,(2.4.42) denklemi

82 of ou

—)?—+u=gs(l-u?)—— 2.4.43

( ) &( )at P> ( )
olur.

o, 1

—)? == 2.4.44

( &) — ( )
iletammlanan @ ’1 yeni bir degisken olarak kabul edelim.Boylece (2.4.43)
denklemi

“u

o —+0’u=¢co(l-u )—r (2.4.45)
olur.

o’ =1+ew, +&°w, + -, (2.4.46)
veya o :1+%5a)1 +%gz(a)2 —%a)lz) +- (2.4.47)

olarak kabul edelim.
U,,Uu, ve u, icin asagidaki denklemleri elde ederiz.

Up+Uy, =0, u,(0)=A u;(0)=0, (2.4.48)

U+ U, = -, + (1-u,”)up (2.4.49)

u; +U, = —-a,u, —o,u, + (1-u, )u +—= (1 u, )a)1 —2u,u,u;  (2.4.50)
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(2.4.48)’in ¢0zUmU u, = acosr ’yi (2.4.49)dayerine koyarsak,

u; +u, = —aw, cosr —a(l—a®cos’ r)sinr = —aw, COSr + (%3— a)sinr + aTssin3r
(2.4.51)
olur. u,’de sekiler terim olmama kosuluna gore
w, =0,a=2 (2.4.52)
olur.u, igin 6zel ¢6zim
—2—;sin3r :—%sin?,r (2.4.53)

olur.

u, ve u,’i (2.4.50)’de yerine koyarsak,

u, + U, = —2@, COSr —E(l— 4c0s”r)cos3r —sin2rsin3r = —(2w, — l) cosr +§cos3r +Ec:055r
4 4 4 4

(24.54)

elde ederiz.

u, “deki sekiler terimleri yok edersek,

1

w, = 3 (2.4.55)

olur.
Eger ikinci mertebe yaklasik ¢oziim yeterliyse ,(2.4.46)’dan

w2=1+%52 (2.4.56)
olur.(2.4.44)’den

Gy L - (2.4.57)

ot 1+ g 82

olur.

(2.4.57) denkleminin ¢ozumu f (t,0) =t kosuluyla



olur.Periyodu ise

T= 2ﬁ‘/1+%gz (2.4.59)

olarak ifade edilehilir.

& >>1 oldugunda, sonuglarin standart perturbasyon metolarindan [2,3]
de elde edilenlerle aym oldugu asikardir.

£ ’un ¢ok biyuk degerleri icin, tam periyot [8]’un asagidaki

yaklasimini elde ederiz.
V3 dv
Toam = 26 45(7 —3vav) =1.614¢, (¢ >>1) (2.4.60)

(2.4.59) denkleminden

T

V2

T v =222¢,( >> 1) (2.4.61)

olur.

Cok buyuk & ’laricin yaklasik periyodun tam ¢cozime benzedigi
asikardir MATHEMATICA dan yilksek mertebe yaklasimlar: elde
edebiliriz.

2.5 Modifiye Lindsted Poincere> Metodu:ikili Seri Acilimi[13,14]

Onceki bolumlerde, Standart Lindsted Poincaré metodunun iki
modifikasyonunu inceledik.Bazen ,sistemde iki agilimli parametreler
vardir.Bu bolimde kuadrik ve kibik nonlineerlesmesiyle bir nonlineer

salimmun serbest salimmi incel eyecegiz.Buna ornek su sekildedir.
u"+1lu+egu®+e,u®=0, u(0)=0,u'(0)=0, (2.5.1)
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Burada &, ve ¢g,sabitlerdir, simdi bu sabitlerin kiguk olmalarina
gerek olmadigint inceleyelim.
(25.1) denkleminde iki parametre vardir ve parametrelerin  kigik
degerlerinde geleneksel perturbasyon tekniklerine basvurulamaz. Bunun
yerine (2.5.1) denklemi icin kigik fakat sonlu amplititlerle straightforward
acilim yapabiliriz, Bunun icin bu denklemde agikga gorilmeyen kuguk bir
parametre tanimlamaya ihtiyag duyariz.Bu sonug igin, Nayfeh [13,14]
formunda bir acilim arastirilir.
U= pu, + p’u, + p°u; +--, (2.5.2)
Burada p salimmin amplittdindn bir él¢ist olan kiglk boyutsuz bir
parametredir. Eger amplitit cok kiclk ainirsa, bu parametre bire esit ainir
ve seriyi buna gore dizenleriz. Farkli Nayfeh yaklasimi , asagidaki
formlarda[13,14]¢0zim ve katsayilar( e, ve &,) agilir.

U=u,+ pu, + pu, +--, (2.5.3)
1=’ + pc, + p°C, +--, (2.5.4)
& = pa, + pa,+-, (2.5.5)
&, = p’b + p’b, +--, (2.5.6)

Burada a ,b ve c tanimlanir. Basit manipulasyon asimptotik

¢6zUmU kolayca elde edebiliriz. Bu nedenle biz sadece birinci mertebe
frekansi [13] yazalim.

1+ §82A2 +\/(1+ §ng2) —EgleZ
w=-1—2 ; 3 (25.7)




Aziz ve Na[15],iki kigik parametreler ornegin kigik &, ve ¢, de
uicin asimptotik yaklasimla nonlineer denklemler icin bir ikili seri acilinu

sunar.

u= iZa""b‘ui’jfl (2.5.8)

j
j=0 i—0
Aciktir ki yuksek mertebeden terimlerdeki sekller terimlerden dolay:
straightforward agilimi basarisiz olacaktir. Bunu engellemek igin (2.5.1)
denkleminin ¢ozimu icinikili seri agilim [13,14]
U=Uy +&U, +&,U, + & Uy +&,6,U, +8, Ug +---, (2.5.9)
kullanirz.
u, (i > 1) *deki sekuler terimlerden kurtulmak igin (2.5.1)
denklemindeki 1 katsayin acariz.
1= 02 + 6,0, + 6,0, + 6,0 + £,6,0, + &, g+, (2.5.10)
(2.5.9) ve (2.5.10) denklemlerini (2.5.1) denkleminde yerine
koyarsak, asagidaki denklemleri elde ederiz.

us+o’u, =0, Uuy(0)=A  u,(0)=0, (2.5.11)
U/ + w?u, + U, +U,” =0, (2.5.12)
us + @%u, + w,u, +U,° =0, (2.5.13)
Ul + @°Uy + o,U, + @,U, + 2u,U, = 0, (2.5.14)
U + @°u, + w,U, + oU, + @,Uy + 2u,u, +3u,"u, = 0, (2.5.15)
Ul + U + w,U, + @, + 3u, U, =0, (2.5.16)

u, (i =2 icin simir kosullar: serbestge segilir,ama sonucta kapal1
yaklasik ¢ozim elde etmek icin u(0) = A,u’(0) =0 ainz.
(2.5.11) denklemini ¢ozersek,
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u, = Acosat (25.17)

elde ederiz.(2.5.12)’de u, "1 yerine koyarsak,

2

u; + w’u, + Ao, coswt + A?(l+ cos2mt) =0 (2.5.18)
olur.

u, ’de sekiler terim olmamasi igin

w, =0 (2.5.19)
olmalidr.

(2.5.18) denklemi icin asagidaki 6zel ¢bzim elde ederiz.

2 2

+
20° 6w?

u,(t) =- cos2amt (2.5.20)

@;,Uq, U, ’1 (2.5.13)’de yerine koyarsak,

uy +’u, + Alw, + % A*)cosaot + % A’ cos3at =0 (2.5.21)
elde edilir.
Sekiler terimlerden kurtulmak igin
3 2
w, =~ A (2.5.22)

olur.

Boylece (2.5.21) denkleminin asagidaki 6zel ¢ozimint elde ederiz.

3
u, =

cos3wt (2.5.23)

3R2w?

Elde edilen sonucu (2.5.14) denkleminde yerine koyarsak, u,icin

2 2

cos2wt —

U; + U, + 0, Acosat + 2ACoSwt(— .
6w 20

)=0  (25.24)

yada



2 3
) coswt +

uj + o°uy + A(w, — 20)2 — cos3wt =0 (2.5.25)

denklemlerini elde ederiz.

u, “de sekiler terim olmamas: gerektiginden

W, = :GA; (2.5.26)
olur.
Basit cebir islemleriyle, u, ve u.’e sekller terim olmamasi
gerektiginden o, ve w;’i tammlariz.
w, =0 (2.5.27)
W =~ 1§8A;2 (2.5.28)

Eger sadece O(s°) terimlerini tutar,(2.5.10) denkleminde tanimlanan

o, (1 =1,2,3,4,5) ’leri yerine koyarsak,

2 a2 2 a4
1=o? - Sp,pe 20 36 A (2.5.29)
4 6w 128w
olur ve sonug
1+ §52A2 +\/(1+ §52A2)2 —ngAz +3822A“
R ! 4 3 32 (2.5.30)
2

olur.

Karsilastirmaicin kiigik amplitdtlar altinda Nayfeh’in sonucunu

3 5
w=1+ (g £, — ng)Az (2.5.31)

69



70

yazabiliriz. Sonug olarak, bu basit metod Nayfeh [16] ile benzer sonuclar

verir. g =0 durumunda (2.5.1) denklemi UnlG Duffing denklemine

donusur ve nonlineer frekansi (2.5.30) denkleminden elde ederiz.

1+ §52A2 +\/(1+ §52A2)2 +3822A“
o-1—2 4 32 (25.32)
2
Y aklasik periyot
T= 2 (2.5.33)
3 3 3
1+Z(92A2 +\/(1+Z<92A2)2 +§<922A4
2

olarak ifade edilebilir.
Karsilastirmak icin Duffing denkleminin[8] tam periyotu

7/2
T -4 [ o (2.5.34)

T e, A2 § J1-ksin®

Bicimindedir.Burada k =

g, — oo i¢in asimptotik periyotun yuksek dogruluga sahip oldugu

goralr.
i T 2y/3/8+0.5,/9/16 +3/32 [ dx
e T u V1-05sin?x

24/3/8+ 0.5,/9 16+ 3/32
= ‘/ / / / X1.68575=0.9478 (2.5.35)
V4
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g, > 0’1n bitun degerleri igin (2.5.33) periyotunun maksimum relatif

hatasinin %5.5 ‘den kiiglk oldugu kolayca ispatlanabilir.
Simdi baska 6rnek disinelim;

u" + w,°u —%a)ozu3 +%a)ozu5 =0, u(0)=Au(0)=0 (2.5.36)

Like Hagedom matematiksel sarkag[17] yi benzer sekilde ele alir ve
iki parametre tanimlar.
1 1 2

&= —Ea)o €y = @a)o (2.5.37)
Sonra (2.5.36)’y1 tekrar yazalim.
U+, u+eu’+&,u° =0, u(0)=Au(0)=0 (2.5.38)

(2.5.38) denkleminin ¢bzimunt (2.5.9) formundaifade edilebildigini
ve (2.5.38) denklemindeki a)02 sabitinin (2.5.10) denklemine benzer bir
ikili seri aciliminda yazildigin farzedelim.

a)02 =’ + &,0, + £,0, + 813(03 +£,6,00, + gzza)5 4. (2.5.39)

O(&?)’in mertebesini korursak,yaklasik periyodu

2r

T-= = = (2.5.40)
a)oJl+ ZglA2 + gng4

seklinde olur.
g, Ve g,’yi (2.5.40) denkleminde yerine koyarsak,

T-= 2 (2.5.41)

mo\/l_lAz N
8 192

olur.
(2.5.36) denklemini matematiksel sarkacin iyi bir yaklasik denklemi
olarak dustinebiliriz.
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u+w,”sinu=0, u(0)=Au'(0)=0 (2.5.42)
Matematiksel sarkag[17] icin yaklasik periyot

T 27 _ 2z (2.5.43)

i (D" A2 HJl_EAZjLiA“_...
~ 2% n(n+1) 8 192

olur.
A= z/2 oldugunda,(2.5.43)’den T =1.17T, eldeedilir,T, = 27/w

oldugunda T, =1.16T, olur.

tam
2.6. Taylor Serisi Donusiimil, Padé Y aklasimi ve Ustel Padé Y aklasimi

Padé metoduna girmeden o©nce, Taylor serisinin donisim problemini

olusturacagiz. Frekansi w(g) varsayaim, w(e), lineer olmayan salintmda Taylor

serisine agilabilir, bu [5,6] araligindadhr.
w(g) = a)(0)+ga)'(0)+% 0" (0)+... , (2.6.2)

[5,6] & abagl olarak mevcut tirevin oldugu araliktir.Klasik perturbasyon
metodu ile karsilastiralim,

1= 0(0), (26.2)
- 0'(0), (2.6.3)
- %a, ), (2.6.9)

a sahip oluruz.
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o, (1 =123,...) Lindstedt-Poincare metoduna bagli olarak ardi ardina
¢Ozllebilir. Bununla beraber, frekansin hala dahaileri belirlemeye ihtiyaci vardir.
Burada (2.6.2) - (2.6.4) baslangi¢ kosullarimi saglayan @igin birgok ¢6zim
vardir. Yani frekansi en uygun sekilde belirlemek icin daha fazla bilgiye

ihtiyacimiz vardir.

Standart Lindstedt-Poincare metoduyla, Duffing denklemini géz 6ntinde

bulundurarak,
a)=1+§gA2—£ng“+£g3A6— 6549 g4A8+ﬂ55A1°. (2.6.5)
8 256 2048 262144 2094152
denklemine sahip oluruz. Yani,
w(0) =1, (2.6.6)
1 3 2
®'(0) = §A : (2.6.7)
21
"(0) = ——— A*, 2.6.8
" (0) 28 (26.8)
243
"(0) = ——A°, 2.6.9
(0= 1004 (269)

dir.

®, (26.7) ~ (26.9) baslangic kosullarindan yararlanarak frekansi
belirlemek icin dontdsim problemidir. Bununla beraber, eger £ >>1 oldugunda
lineer olmayan salimm icin bilgiye sahipsek, lineer olmayan frekansi en uygun
sekilde belirleyehiliriz.
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Birgok sayisal Ornek, ¢ — 0 icin asimptotlarin fiziksel anlamlarinin

kolayca elde edildigini Onerir. Diger taraftan, £ — oo oldugunda sifirdan farkl:

asimtotlor higbir zorluk olmadan ¢ozilebilirler.
Duffing denklemini,
u'+(1+eu®)u=0
formundatekrar yazalim.
Deneme fonksiyonunu,
u=A Coswt formunda secelim,
Burada o belirli frekanstir.
o”, frekansin karesinin asa
@, (t) = Acost

¢O6zUmUnde,

2
min

u'=—-(1+eu;,,)u=—-u.

salimmun ¢6zumunoin frekansinin karesini de asla gecmez.
,(t) = Acosy1+ &A%t
u'=—(1+eu?, )u=—(1+eA%)u.

Bundan dolay1,

(2.6.10)

(2.6.11)

(2.6.12)

(2.6.13)

(2.6.14)

(2.6.15)
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O<s<w  igin 1< @? <1+ eA? (2.6.16)
yada O<e<w icin 1< @ <A1+ A? (2.6.17)
yi takip eder.

Bdylece asagidaki duffing denklemi igin 6lculen bagintiya sahip oluruz.
e>>1icin o(e) ~ve (2.6.18)

Bagintimin  gorlntlsiinde, (2.6.18), frekanst (2.6.6) ve (2.6.7) den
belirleyehiliriz.

o= ‘/1+%gAZ. (2.6.19)

2 2 p4
yada o= \/ 1+1'5iA gf;i?lg A (2.6.20)
+ V. 19&
1/4

yada a):(1+g A +§<92A4j : (2.6.21)
olarak bulunur.

Y aklasim periyodu,

T o2 (2.6.22)

‘/1+ §gA2
4

yada
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2
T, = 27[J 10 meA (2.6.23)
1+1.56A° + 0.5301A
3 ., 332AY)
yada T, = 27{1+ EgA2 + ] (2.6.24)

seklinde yazilabilir. &£<<1, oldugunda, yukaridaki yaklasik periyod,
perturbasyon metodu ile elde edilen asagidaki periyod ile tam olarak uyar.
& — o0 oldugunda

limT, =% _ - 125 (2.6.25)

N VT CRN PV C

lim T,=——2%____ 1473 (2.6.26)

s> VO.7068:A2 A2

lim T, =22 (2 = L2 (2.6.27)
g>m ’ 33 ’(C,‘AZ
elde ederiz. Tam periyod
4 2 dx P
To =7 ————  k=————— (2.6.28)
Vi+ A b V1-ksin®x 2(1+ 6A%)
olarak okunur. (Bakiniz bolim 1.6)
Eger, £ — « olursa, k—0.5 olur ve
lim T, = 6.743 (2.6.29)

£—® SAZ
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Bu nedenle, ¢ - « oldugunda T,,T,, T, ’Un dogrulugu her biri sirasiyla,

%7.6, %10.8, %9.96’ya ulasir.

Simdi, Van der Pol denklemini gbz 6nunde bulunduralim, Lindstedt-
Poincaré metoduyla,

@ =0, o,= —1—16, w,=0, 17 (2.6.30)

“~ 3072

elde edelim. w'nin katsayilar &' kadar bilyilyerek Anderson ve Geer [18] elde
edilir. Burada 10. dereceden yaklasim, cok yavas yakinsayan

1, 17 , b 668899 28160413
w=1-—&"+ &+ &~ &+ £
16 3072 884736 5096079360 2293235712000

(2.6.31)
ileyazilir.
Simdi & — o durumunu g6z 6niinde bulunduralim.

& —> oo oldugunda periyodik ¢6zUmin oldugunu varsayalim, en kolay

deneme fonksiyonu u= Acoswt ’yi secelim. Bunu Van der Pol denkleminde

yerine koyarsak
R(t) = u"+u—g(1-u®)u'= A(l- 0?) cosat + Asw(1— A® cos’ wt) sin wt
(2.6.32)
sonucunu elde ederiz.

ot = 714 de kollakasyon uygularsak,
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R(z/4) :%A(l— w2)+%Aga)(1—%A2) =0 (2.6.33)
elde edilir. Yani,
2 1 2
Q- o)+ eo@—- > A =0. (2.6.34)

& — o oldugunda (2.6.34) yaklasik olarak dogrulanir,

@ <<1 oldugunu varsaymaliyiz. Boéyle bir durum atinda, (2.6.34)

denklemi
1.
1+ ew(1- 3 A9)=0 (2.6.35)
olarak sadelesir. Bunun anlami ¢ parametresi blyidk degerlericin,
1
o(e) ~= (2.6.37)
&

olur.

Asagidaki 6rnekte aym ustalikla manipulasyon uygularsak o ’yi asagidaki
gibi belirleyebiliriz.

. (2.6.38)

yada o= (2.6.39)
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yada (2.6.40)

~ \/ 1+1.8125¢7
1+1.9375s% + 0.2272¢*

Bunun yaklasik periyodu asagidaki gibi ifade edilebilir;

T, = 2ﬂ‘/1+%52, (2.6.41)

1 13 1/4
yada T,=271+=g”+—¢* (2.6.42)
4° 768
2 4
yada T,—2r \/1+1.93755 +o.22272.9 (2643)
1+1.8125¢
Eser & — o, T, > 2.221s, T, —> 2.266¢, T, — 2.246¢ olur.

Kiglk ¢ igin, Bizim teorimiz standart Lindstedt-Poincaré metoduyla

kesinlikle aym sonucu verir. ¢ parametresinin blyik degerleri icinyani € >>1,

T, — 28(2 -In2) =1.614¢ (2.6.44)

u takip eder [8].

Elde edilen yaklasik periyodlar (2.6.41) ~ (2.6.43), ¢ parametresinin
kiguk ve buyuk degerlerinin ikisi iginde gegerlidir ve & — o« oldugunda kesin

olanin ayirici (belirgin) 6zelligine sahiptir.

Yukaridaki Ters Taylor Seris metodu Padé metodu ile ¢cok benzerdir.

Pade yaklasimin tanimini verelim.
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F(e) = icigi , (2.6.45)

NgE
)
m—

I
o

Fim(€) = | - (2.6.46)

(gt
o
m—

I
o

olsun. Burada a;, by katsayilart bir sonraki durumdan belirlenir. Maclaurin

serisinde f_, (¢)rasyonel fonksiyonun bir eleman: olan ilk (m+n) bileseni,
F(¢) serisinin ilk (m+n+1) bileseni ile cakisir. Sonra F,, [m/n] Padé
yaklasimi ile isimlendirilir. Ornek olarak, Duffing denkleminin frekansi igin
[2/ 2] Padé yaklagim,

32+19eA°
a)[2/2] = m (2647)
dir.

Simdi bu nedenle, iki ¢ok blylk kosulla eslenen Padé metodunda

degisim Onerecegiz. Cogu durumlarda,
& — 0 oldugunda asimptotun fiziksel anlamin kolaylikla olusturabiliriz.
F=F +é&, +&°F, +..,e >0. (2.6.48)
Ayrica ¢ — « dasifirdan farkli asimptotlar da vardir.

F=fy+e'f,+e?f,+..,6 > o (2.6.49)
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Degistirilmis [m,n, p] Padé yaklasim,

m p

>aé'

anp (g) == — ’ (2650)

m

> Be

i=0

Burada pay ve paydada katsayilar, (2.6.50) denkleminin bir elemanina
gore ¢ >0 oldugunda segilmistir ve ¢ > o gsrasiyla (2.6.48) ve (2.6.49)
ifadeleriyle cakismalidir, (2.6.38), (2.6.39) ve (2.6.40) denklemleri sirasiyla
modifiye Padé yaklasimi [0,21/2] MPY[0,41/4]veMPY [2,41/2] dir. Bu
sekilde bir degisim ¢ok etkin ve uygundur.

Avantgjlarim  Orneklerle anlatmak icin, su Ornekleri g6z ©6ninde

bulunduralim;
u+u?=0,  u(0)=1. (2.6.51)
u'(0) =—1. (2.6.52)
denklemine sahip oluruz.
Bu nedenle t <<1 oldugunda,
u(t) =1-t + O(t?). (2.6.53)
yaklasik ¢coziimiine sahip oluruz.
Bunedenlet > o

u—0 (2.6.54)
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oldugunda bu ¢6ziim bir sonraki sonuca sahip olmak icin olagantsti hazirdir.
(2.6.54)’e bakarsak, (2.6.54)’Un gerekli kosulu ile ¢akisan

1
u= ,
1+at

(2.6.55)

secilir. Sabit a, (2.6.53)’Un sdyleyisi ile a = 1 olarak belirlenir. Bu nedenle tam

¢ozimolan u = 1_1t (2.6.55)’yi gozlemleyehiliriz.
+
Simdi salinimi g6z dniinde bulunduralim,
u'+eu® =0, u(0) = A,u'(0) =0. (2.6.56)

Biz bunun periyod ¢bztime sahip oldugunu biliyoruz ve bunun yaklasik
¢Ozimu u= Acoswt formunda varsayalim, burada @ bilinmeyen frekanstir,
dahailerde belirlenir.

(2.6.56)’dan bir sonraki bagintiy:1 kolaylikla elde edebiliriz.

u" (0) = —eA>, (2.6.57)
Sartlar1 elestirmeyle (2.6.57),
u'(0) = —Aw® = —A°. (2.6.58)
sahip oluruz.
Frekans

o="?A (2.6.59)
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olarak belirlenir. Tam frekans w, =0.9318£Y?A olarak okunur. %7.3 dogruluk
olaganusti iyidir.
Simdi Ustel Padé yaklasimini 6nerelim.

F=F,+&F +&°F, +..., e—>0 (2.6.60)

olsun. £ — o ’dasifirdan farkli asimtotlarda vardir.

F=f,,c—o. (2.6.61)

Sonra [m,n] tstel Padé yaklasimin

c expd.e

F_(e)= (2.6.62)

a expbe

NgEIN NgE:

I
o

formuna sahiptir.

a,b,c,d katsayilari bir sonraki sartla belirlenir. Maclaurin serisinde
F.(¢) rasyonel  fonksiyonunun  bir elemammin  ilk  bilesenleri

(2m+ 2n), F (¢) serisininilk bilesenleri (2m+ 2n) ile aynidir (gakisr).
u—u?+1=0, u(0) = 0. (2.6.63)
ornegini gbz 6énunde bulunduralim,
u'(0) = -1, (2.6.64)

ve



u'(0) =0. (2.6.65)

denklemini elde etmek kolaydir. t—> o, olursa, u=+1’e sahip oluruz.
Secimimize gore listel Padé yaklagimi [11],

1_ eat
u= : 2.6.66
1+¢e” ( )
formundadir.
Sartlar eslestirirsek;
u'(0)=-b=-1, (2.6.67)
u"(0) =b(2a—-b) =0, (2.6.68)
a=1/2 veb=1esahibiz ve asagidaki sonuca ulasilir. Boylece
l_ e0.5t
u= . 2.6.69
1+¢€ ( )
bulunur. UPY [2,2]
dit dt
u=S+Ge +GE (2.6.70)

a, +a,e™ +a,e?’
formunda da olusturabiliriz.

Burada sabitler,

u"(0)=u?”(0), n=0~9, u(o) =-1. (2.6.71)
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yerlesimiyle belirlenebilir. Burada uex(") (0) (2.6.63)’den elde edilebilir. Ornegin;

U, (0) =0, U, (0)=-1 U, (=0, u;(©)=2 uP©)=0 uf(0)=-16

Ustel Padé yaklasimi lineer olmayan dalga denklemlerinin ¢ozimiini

bulmada ¢ok etkili ve uygundur.
2.7. Modifiye Shohat Acilimi

Van der Pol esitligi icin Shohat acilim yalmzca kiglk & parametresi icin
degil aym zamanda blylk & parametresi icinde oldukca dogrudur. Fakat
Mickens bunun bir “perturbasyon” (perturbation) semasi olarak genel bir
gecerliliginin  olmadigini  gostermistir. Bu sema, ilk dusunuldigt sekliyle,
Duffing denklemi igin blyik & degerlerine genisletilebilir. Bu bdlimde
“perturbasyon” aciliminin - gegerliliginin - giclt  lineer olmayan salimma

genisletebilmek igin, modifiye bir shohat agilimim 6grenecegiz.
Van der Pol Polinom denklemini ele dlalim;
u'+u=eg(l-u?)u. (2.7.1)

ve Shohat’sin makalesiyle tutarli isaret ve degerleri korumak icin,

t=—> f(e) =1+ ae+ae’+... 2.7.2)
f(¢)
yeni denklem

fz(g)‘;—;’+ u=f(e)ell-udu . (2.7.3)
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halini alr.

r=——. 274
1+¢ ( )

degisken donistimuni tammlayalim ya da,

e=r—r?+ré-., (2.7.5)
dgE)=r+cri+cri+.., (2.7.6)
U = COSS+ Iu,(S) +Ir?u,(s) +.... (2.7.7)

Bolum 2.2’de tamtilan Lindstedt-Poincaré metoduna basvurarak,

c, =1 03:1—2,04:1—2. (2.7.8)
denklemini buluruz.
Duffing denklemini ele alalim ve
o ﬁ (2.7.9)
olan yeni degiskeni tamyalim ve agisal frekansin ve ¢ozimiin
ea(e) = p+C,p° +Cyp° +..., (2.7.10)
u(z, p) = Uy (7) + pu,(z) + p°U, (z) +..., (2.7.11)

seklinde yazilabildigini varsayalim. Burada 7 = wt ’dir.
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Perturbasyon metodunun geleneksel halinde islem yaparsak,

u,(z) = Acosr, (2.7.12)
1 .

u,(z) = e A”(cos3r — cosr), (2.7.13)

ga):,o+(1+§A2)p2 +0(p%). (2.7.14)

sonuclarin elde ederiz.

Cok kicuk & degeri icin, Shohat acilimi ve standart Lindstedt-Poincaré
metodunun kesinlikle ayni sonuglar: verdigi asikardir. Ama bu buyik & icin

gecerli degildir. £ >>1 oldugunda,
ple) >1lvew~1lc¢. (2.7.15)
Gergekte, buyuk & degeri icin Duffing denkleminde acisal frekans
w~e . (2.7.16)

halini alir. (Bakimz denklem (2.6.18)).

Bdylece, ilk dusunuldiglt sekliyle, Shohat aciliminin Duffing denklemi
icin buyuk & degerlerinde gegerli olmadig1 sonuclandirilabilir.

Shohat agiliminin degistirilmis halini gelistirmek icin, o degiskenini

= , (2.7.17)
a+e
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seklinde yeniden tammlayalim. Buradan,

ap
1-p

£= ve ap=¢(1-p). (2.7.18)

dir. Burada, a buyUk bir degerdir, a>> ¢ .

Bu nedenle Duffing denklemi,
o°U'+u— p(e’u'+u—au’®) =0, (2.7.19)
formundatekrar yazilabilir. Burada Gsler 7 *yagore tlrevi gostermektedir.
u ve w, heriki bilinmeyende,
U=U,+ U +p°U, +..., (2.7.20)
o® =1+ po, + pPw, +.... (2.7.21)
seklinde agiklanabilir.

2.7.20 ve 2.7.21 denklemlerini 2.7.19 denkleminde yerine koyarak,
p ’nun kuvvetleri gibi katsayilar,

U, +U, =0, Uuy(0)=A, uy(0)=0, (2.7.22)
U, +U, + ou, — (U, +U,) +aud =0, u,(0)=0, u,(0)=0 (2.7.23)

denklemini saglar. (2.7.22) denkleminin ¢ozimu u, = Acosz ’dir. u,de sekiler

olmayan terimlerin gerekliligi,
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@, = %aAz- (2.7.24)

sonucunu gikarir.

Eger, 6rnegin 1. dereceden yaklasim yeterli ise,

= 1+§apA2 = J1+§apA2(1— p). (2.7.25)

denklemine sahip oluruz.

(2.7.25) denklemindeki a sabiti belirli olmalidir. Bu nedenle orijind
parametre & ’nun biyUkliginu onemsemeyerek, p degiskeni daima ¢ok kigik
kalir. Yani p<<1. Pratikte, agisal frekansin Ozdeslesmesinden sonra p =0

olarak alimz.
2.8. Cok Zamanl Agilimlar
u"+2su+u =0, (2.8.1)

formunda yazilan lineer salinimi, basit prosediriin en iyi aciklayici 6rnegi olarak

g6z 6nunde bulunduralim. Basit agilim,
u = acos(t + B) — at cos(t +ﬂ)+%52a[t2 cos(t + B) +sin(t +,B)]+... (2.8.2)

sonucuna ulasir.

Sekiller terimlerin varligi yiizinden t>0(s™) oldugunda bu agilim

gecerli degildir. Iyi bir yaklasim, t ve ¢ ’un yamnda u’yu
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et(n=1,2,3..) kombinasyonuna dayanarak agiklar. Carpim skaasi

metodunun en kolay dusiinces farkli zaman 6l geklerine girmektir.
TO = t’ Tl = gt, T2 = gzt (2.8.3)

Burada u=u(t;e) yerine u=u(T,; ) yazanz. Zincir kural1 kullanilarak,

%:DO+5D1+52D2+..., (2.8.4)
d2
ve F:(DO+ng+gZD2+....)2, (2.8.5)

elde edilir. Burada D, =0/0T, dir.
Co6zUum,
U=Uy(T,)+eu,(T,)+&u,(T,) +..., (2.8.6)
seklinde agiklanabildigini varsayalim.
Kolay bir islemle,

u = Be ™ cos(t —%szt + ) +0(e%) (2.8.7)

elde edilir.

Genellikle, yaklasik ¢ozim bircok durumda gecerli olan carpim skalasi

metoduyla sadece kiigUk parametrelerin degerleri icin ¢ozulUr.
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Bir sonraki bdlimde, parametrelerin ¢cok biyik degerleri icin metodun

gecerliligini, metodun gtivenilir degisimi ile sunacagiz. Yani & >>1 olacaktir.
Ornek 1

u"+(1+¢&)u=0, (2.8.8)
diferansiyel denklemini gdz 6nunde bulunduralim. Yukarida verilen Ornegin
bicim degisimiyle,

o%u +2 o%u

P +0(e¥)+@A+&)u=0 2.8.9
8T02 0T, 0T, (e7)+( ) ( )

‘i elde ederiz. u, ve u, i¢in denklem

o°u,
+U, =0, 2.8.10
orz T ( )
2 2
Oy 2y o (2.8.11)
aT, oT,0T,
(2.8.7)’nin genel ¢6zimu,
Uy = a(T,, T,y ) COS(T, + A(Tyy Tyrers) (2.8.12)

dir. u,’1(2.8.8)’de yerine koyarak,

0%y, 0°
p— + U1 =-2
T, oT,oT,

(acos(T, + 5)) —acos(T, + 5)
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0 . oa .
= Za—T(as n(T, + B)) —acos(T, + ) = 28—_|_s|nT0

1 1

o _
+(2 p Da+cos(T, + f).

1

(2.8.13)
sonuclanir.
u, *de sekilller olmayan terimler,
2 _o. (2.8.14)
oT,
%—1=0. (2.8.15)
T,
ifadelerini gerektirir. Eger sonug diferansiyel denklem u, icin ¢ozllUrse,
u =0 (2.8.16)

bulunur.

(2.8.14)’Un ¢Ozimu T,’in bagimsizligim gosterir, yani a=a(T,,T;,...)

(2.8.15)’in ¢ozUmdi,

Tl
== (2.8.17)

’dir. Bundan dolay1,

u=a(T, T,,..) cos(T, +%Tl +.)= Acos(l+ %g)t +0(e2). (2.8.18)



Ornek 2

Lineer olmayan,

u"+4u+ eu'u® =0,

93

(2.8.19)

salimmint g6z Ondnde bulunduralim. T,=t ve T, =& bigcim degisikligine

girersek, & ’nun kuvvetlerini blyUterek,

2
a—u§+4u0:0,
oT,

denklemini ¢cézmek icin homojen olmayan,

2 azu 2
au2}+4u1+2 +u§au2°=0.
T, oT,0T, T,

lineer diferansiyel denklemini elde ederiz. (2.8.18)’in ¢6zimd,
u, = A(T,)e?™ + A(T,)e?™.
‘dir. u,’1(2.8.19)’dayerine koyarsak,
o°u

—L + 4u, = —4iAe®™ + 4A% ™ +12A% pe?T
o1y

sonuclanir.

Tekrar, sekiler terimlerin e enmesi,

_4iA+12AZA=0.

(2.8.20)

(2.8.21)

(2.8.22)

(2.8.23)

(2.8.24)
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‘U gerektirir.
A= %aexp(i 5), (2.8.25)

kutupsal formunun (2.8.24)’de yerine konmasiyla ve reel ve imaginer

bolimlerinin ayriimasiyla,

2 o, (2.8.26)
o,
a%+§a3 =0. (2.8.27)
ot 4
elde edilir.

Bundan dolay: a bir sabittir ve
3 2
p= —Za T, + 5, (2.8.28)
dir. Bu nedenle, birinci yaklasim,

u= acos{(Z—%gaZ)t + ﬂo} +o, (2.8.29)

dur. Buradaave S, sabitleri baslangic sartlar1 ile belirlenmistir.
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2.9. Modifiye Cok Zamanl Agilimlar

Bu bdlimde, asagidaki genel lineer olmayan salimmlari gbz Onlnde

bulunduracagz;

d?u

t2

+bu+é&f (U,u)=0, u(0)=A,u(0)=0. (2.9.1)

Burada b,e sabittir. Bizim calismamizda ¢ parametresinin kiglk olmasi

gerekmez, yani 0< & < oo ’dur.

Zaman skalasina giriste T, =¢"t  (n=0,1,...) dir. C6zim ve sabit olan

b’yi;
U=Uy(T,, T, T, ) + & (T, T, Ty ) + €70, (Ty, T Ten) + oy (2.9.2)
b=’ +co,+ %0, + ..., (2.9.3)
Burada o’® ve w, sabitleri sekiler olmayan terimlerin anlamiyla
belirlenebilir.

Basit islemlerin en iyi Ornegini vermek igin matematiksel agilimlarin
karisik bigimlerine gerek duyulmadan, bilingaltindaki fikirler agik yapilmalidir.

u"'+2su'+1u=0 (2.9.9)
seklinde yazilan (2.8.1) drnegine tekrar gz atalim.

COzUmun ve (2.9.4) drnegindeki 1 katsayisinin, sirasiyla (2.9.2) ve (2.9.3)
denklemleriyle ifade edilebildigini varsayalim. Burada b=1; (2.9.2) ve (2.9.3)’u
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(2.9.4)’de yerine koyarak ve standart perturbasyon metodunda ayn
manipulasyonlailerleyerek,

D2u, + @*u, =0, (2.9.5)
D¢y, + @®u, + @, + 2D,D,u, + 2D U, =0, (2.9.6)

D2u, + w*u, + @,u, + o, + 2D,D,u, + D/u, + 2D,D,u, + 2Dy, + 2D,u, = 0.
(2.9.7)

denklemlerini elde ederiz.
(2.9.5) denklemi icin genel ¢c6zim
U, = A(T,, T,) cos(w T, + ), (2.9.9)
BurdaA T,,T,,...”nin bir fonksiyonu ve g bir sabittir.

S carpim skalalart standart metodunda, T,,T,,... nin bir fonksiyonu

olarak incelenir. Bu goruste, yaklasimimiz carpim skalasi standart metodundan

daha kolay gorunur. u, icin denklem,
Diu, + o°u, + o, co(w T, + B) - 20sin(wT, + B)D,(A) - 2Awsin(wT, + ) =0
(2.9.9
seklinde ifade edilir. Sektler terimlerin cikarilmasiyla,
w, =0, (2.9.10)

’ave ¢ozumu
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D,(A) + A=0, (2.9.11)
olan

A=B(T,)e". (2.9.12)
aihtiyag duyulur. u, igin ¢ozim,

U =0 (2.9.13)
olup, (2.9.8) ve (2.9.13)’den u, ve u,’i (2.9.7)’de yerine koyarak,

DZu, + o°u, + @, Acos(wT, + ) — 2D, (A) sSin(aT, + )
(2.9.14)
+ D/ (A) cos(wT, + B) + 2D, (A) cos(wT, + ) =0

elde edilir. Sekuler terimleri u,’de ¢ikararak, cos(@T, + £) ve sin(wT, + £) 'nin

katsayilarim sifira esit alarak kurariz. Boylece
D,(A) =0, (2.9.15)
w,A+ D} (A)+2D,(A) =0. (2.9.16)

bulunur. (2.9.11)’e bakarsak @, =1, A= Be ™’i elde ederiz. Burada B sifir

olmayan sabittir. u, igin ¢dzim,
u, =0. (2.9.17)

olarak okunur. Bundan dolay1 ikinci dereceden
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u = Be ™ cos(at + ), (2.9.18)

¢OzUMUNU elde ederiz. Burada frekans,

w:Jl— s, — &% w, =1-¢2. (29.19)

olarak ¢cozulr. (2.9.18) denklemi bir tam ¢cozimdir. Burada Bve S sabitleri
baslangi¢ kosullarindan belirlenir.

u'+1u+esu®=0, u(0)=Aveu'(0)=0 (2.9.20)

biciminde yazilabilen duffing denklemi, simdiki modifiye gok zamanli agiliminin

etkinligini ve uygunlugunu dogrulamak igin kullanlir.

b=1aarak ve (2.9.2)’yi (2.9.3)’te yerine koyarak, (2.9.20)’de £ ’nun
aym kuvvetlerini toplayarak,

D2U, + ?U, =0, (2.9.21)

D¢y, + @*u, + o, + 2D,D,u, +u3=0, (29.22)

elde edilir. u,(0) = A ve UO’ (0) baslangi¢ kosullar1 ile (2.9.21) denklemini
cOzerek,

U, = A(T,,T,) cosaT, (2.9.23)

elde edilir. u,’1(2.9.22)’de yerine koyarak,

Diu, + @®u, + Alw, + % A?)coswT, - 20D, (A) SinwT, + % A’ cos3wT, =0.(2.9.24)
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sonuclanir. Sekdler terimlerin elenmes,

D,(A) =0, (2.9.25)

o, = —%AZ. (2.9.26)

‘y1 gerektirir. Eger (2.9.3)’den sadece birinci dereceden yaklasik ¢ozimler

aranirsa,

w:‘/1+%gA2 (2.9.27)

elde edilir. u,(0) =0 ve Ul' (0) = 0 baslangic kosullariyla (2.9.24)’Un ¢bzimd,

3

u, = 27 (cos3wt —coswT,) . (2.9.28)

olarak bulunur. Boylece,

3

u= Acosat + A >
32w

(cos3wt — coswt) . (2.9.29)

ile birinci dereceden yaklasik ¢c6zUmi elde ederiz.

Kuguk ¢ iginyani 0< g <<1’i gbz Ontinde bulunduralim, bu
3 a2
® =1+§gA (2.9.30)

‘yi izler.
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Bundan dolay, bu limitte, asil yontem, Standart Lindstedt-Poincare
yontemi ile tam olarak ayni sonucu verir. & — oo oldugunda dogruluk %7.6

olarak incelenir.
Simdi,
" 1 l 13
u+1.u—g(u—§u )=0 (2.9.31)

olarak okunan Rayleigh denklemini gbz 6niinde bulunduralim. Baslangi¢
kosullart u(0) =a ve u'(0) = 0’dir. Bizim ¢alismamizda ¢ *un kiguk olmasi
gerekmez. Yani 0< ¢ <o ’dir. Yukaridaki 6rneklerden ayni ustalikla asagidaki

denklemleri elde ederiz.

D2u, + @*u, =0, (29.32)
Diu, + w*u, + ayu, + 2D,D,u, — DU, +%(Douo)3 =0 (2.9.33)

2 2 2
Dju, + @°u, + @,u, + oy, + 2D,D,u, + D/ u, + 2D,D,u, — D,u, — D,u,

+(DoUp)* Doy + (Do) Dy, = 0
(2.9.34)

(2.9.32)’nin ¢dzimi
u, = A(T,, T,) cosaT,, (2.9.35)

dir. Sonucu (2.9.33)’te yerine koyarak,
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: : 1 :
DZu, + @°u, + @, AcoswT, — 20D, (A) SinwT, + oAsin T, —§w3A3 sn’wl, =0
(2.9.36)

elde edilir. Sekiler terimlerin varligin gikarmak,

w, =0, (2.9.37)
— 20D, (A) + a)A—%a)3A3 =0 (2.9.38)

‘1 gerektirir. Boylece (2.9.38)’in integrali alinirsa,

2a0

A= 2%’ + (4-a%0?)e™ |

(2.9.39)

elde edilir.

Onemli Not: Ik zamanlarda A’min biyuklGginin lineer olmayan o frekans
Uzerine dayandigimi bulduk. Ayricat — « yada ¢ — « oldugunda A’nin
buy Ukl UgUnin, sifirdan farkli oldugu siirece a’mn baslangi¢ degerine

bakilmaksizin 2 egiliminde oldugu agiktir.

u, (t) icin kismi ¢ozim,

3
A 3T (2.9.40)
0
2

u =

olur. u, ve u,’i (2.9.34)’te yerine koyarak ve u,’de sekller olmayan terimler

gerekmeyerek,
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ECOSa)TO {cozuo + U, + 2D,D,u, + D/u, + 2D,D,u, — D,u, — D,u,
+(DyUy)? Dyu, + (DyU,)?D,u, jdt = 0 (2.9.41)
yada
[ cosT,{w,u, + DU, — Dy, + (Dyy)? Dyt + (Dylly)* Dyl fot = 0 (2.9.42)

(2.9.42)"yi elde ederiz. Bu dabizi

1 3A'! 3Aa)2
=-—D/(A) + D A+ D,(A)=0 2.9.43
0, == DI (A) + LD (A) + == - == Di(A) (29.43)
sonucuna goturdr.

Eger, ikinci derece yaklasik ¢ozUmunu durdurursak, (2.9.43)’ten,

3A'w* 3Aa)2
128

1= 0® +&° {—ZD (A) + D L(A) + Dl(A)}o (2.9.44)

elde edilir. (2.9.38)’i tekrar hatirlayarak D,(A) = -A/ 2+ »*A® /8 a sahip oluruz.

Lineer olmayan frekans ve genlik arasindaki iliskiyi cok 6nemli olan (2.9.44)
denklemi ortaya ¢ikarir. Bu nedenle bu denklemi Frekans-Genlik denklemi olarak
isimlendiririz. Simdiki bazi yazarlar boyle bir bagintinin daha 6nce elde
edilmemis oldugunu bilirler. Baslangi¢ genligi ve asil genlik Uzerinde lineer
olmayan frekansin bagimliligi, lineer olmayan salinimda cok 6énemli karakterdir.

Cok kiicilk & icin @ =1+0O(s?) ye sahip olmamiz ¢ok asikardir. Geleneksel
carpim skalast metoduyla elde edilen @ =1+ 0(*) (2.9.44) denklemini, yeniden
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3A'0"  3A0?
128

1 1ot Loz Lomy D.(A)=0 (2.9.45)
& A A

formundatekrar yazalim.

& — oo oldugunda @ — 0, A— 2 ve D,(A) —» -1+ »” — -1 oldugu

aciktir. Basit asimtotik acilimiyla,
o=Ces'+0(s7?), (2.9.46)

bagintisin buluruz. Burda C bir sabittir. & ‘nun byik degerleri icin (¢ >>1),
asagidaki bagintyr tam periyod [8] icin elde ederiz.

NER Y} 3
T, ~2¢ JZ 5 (T —3vdv) = 2.9(5— In2) =1.614¢ (e >>1) (2.9.47)

Blyuk ¢ igin, yaklasik periyodun, tam olanlaaym belirgin 6zellige sahip
oldugu agiktir.
2.10. Krylov-Bogoliubov-Mitropolsky Metodu

KMB metodu N.M Krylov (1879-1955) ve N.N Bogoliubov (1909-1992)
tarafindan gelistirilmistir. Metod matematiksel olarak Bogoliubov ve Y ury
Mitropolsky (1917- ) tarafindan genisletilmis ve uygunlastirilmistir.

Lineer olmayan diferansiyel denklemin,
u"+u = &f (u,u’). (2.10.1)
formunda sahip oldugunu dustinelim.

Eger £ =0 ise, (2.10.1) denklemi,
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u+u=0. (2.10.2)
lineer denklemine indirgenir. (2.10.2)’nin ¢dzim,
u= Acos(t + 6) (2.10.3)

formundayazilabilir. Burada A ve 6 sabittir. Cozimun tirevinin (2.10.3)

denklemiyle,
u'=—Asin(t+9), (2.10.9)
seklinde oldugunu unutmayalim.

Eger ¢ # 0 fakat yeterince kiiglkse, lineer olmayan (2.10.1) denkleminin (2.10.4)
denkleminin tirev formuyla, Ave 6 sabit olmaktansat’nin fonksiyonlar: olmak

sartiyla, (2.10.3) denkleminin ¢ozim formu oldugunu varsayabiliriz.

Bu, (2.10.1) denkleminin ¢bzimunin

u=A(t) cos(t + 6(t)) (2.10.5)
oldugunu varsaymaktadhr.

Esitlikteki A ve @ t’nin fonksiyonlaridir. Bunlar ¢c6zUmun tirevi gibi
sabitleri belirler.

u'=—A(t)sin(t + o(t)), (2.10.6)
Bu varsayilan ¢ozimun diferansiyeli alinarak;

u'= A'cos(t + 0) — A(L+0')sin(t + ) , (2.10.7)
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elde edilir. u'icin, (2.10.6) denklemiyle verilen formu elde etmek amaciyla,
A'cos(t +0)— Ad'sin(t+6) =0, (2.10.8)

agerek duymaliyiz. Varsayilan tirevin diferansiyeli alinarak, (2.10.6)

denkleminden,
u'=—Asn(t+6)— Al+6")cos(t+6). (2.10.9)
eldeedilir.

Varsayilan ¢6ziim (2.10.5) denklemini, varsayilan ttrev (2.10.6) denklemi
ve (2.10.9) denklemiyle verilen ikinci tlrevi, (2.10.10) diferansiyel denkleminde
yerine koyarak,

A'sin(t + 0) + AG'cos(t + 0) = —f [Acos(t + 8),~Asin(t + 8) ], (2.10.10)
‘U elde ederiz.
Eger (t+ 0) yerine o(t) alirsak, (2.10.8) ve (2.10.10) denklemleri,
A'cosp—- Abf'snp=0, (2.10.11)
A'sing + A6'cosg = —&f [Acosp,~Asing] (2.10.12)
seklinde yazilabilir. (2.10.11) ve (2.10.12) denklemlerini A" ve 6" icin ¢ozerek,

A=—¢ [acosp,—asing]sing (2.10.13)

0'= _—: f[acosp,—asing|cose, (2.10.14)
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denklemlerini elde ederiz.

flacosp,—asinp|sing ve flacosp,—asing|cose ’yi Fourier serisini agarak,

fsing = Ky(A) + 3 [K,(A) cosng + L, (A)sinng), (2.10.154)
n=1
f cosp = Ry(A) + D [P,(A) cosnep +Q, (A)sinng)], (2.10.15b)
n=1
yi elde ederiz.
Burada;

1 r .
o(A) 27zf @dop
1er, .
K,(A) == [" f sinpcosnpdp,
T
p(A)_if”fCOS(Dd
0 2r i
1 er
pn(A):—f f cosgpcosnpdg,
T
1, . .
|_n(A):—_L2 f snpsinngde,
T

Q.(A = 1 f” f cospsinngde .
T

Boylece (2.10.13) ve (2.10.14) denklemleri,
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A=K, (A) -3 [K, (A) cosng + L, (A)sinng), (2.10.16)
ve
0= _—Ag P.(A) —%i[Pn(A) cosng + Qn(A)sinng), (2.10.17)

seklinde yazil abilir.

Krylov ve Bogoliubov’un birinci yaklasimi (2.10.16) ve (2.10.17)
denklemlerinin sag tarafindaki ilki hari¢ tim terimlerini igerir;

A=—-eK,(A) :—% [" fsinpde (2.10.16)

c c 2r
0'=——P,(A)=——— | f cos 2.10.17
AR (A =5 [fcospdo (2.1017)

f =—u® olsun. Bu Duffing Denklemi ile eslenir. A(t) = sabit elde edilir
ve 6 asagidaki denklemle belirlenir;

. & 7 A3 4 3 2
f'=——| A’cos =—gA". 2.10.18
! g == s (210.18)
6(t) icin ¢bzum yapilirsa,
3 \2
0=—=cAt+6,, (2.10.19)
8

elde edilir. Burada 6, sabittir. Bundan dolay: ilk yaklasima gore Duffing

denkleminin ¢ozim;
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u= Acos] (1+ ggAZ)t +0 } , (2.10.20)

dir. Bu ¢6zUm sadece ¢ ’nun kugik degerleri icin gecerlidir.
2.11. Averaj Metodu Uzerine

Bu bolum Krylov-Bogoliubov-Mitropol sky metodunu onerir. Lineer

olmayan,

u"+u = f(u,u’). (2.11.1)
salimmuni g6z éndnde bulunduralim. (2.11.1)’1

u'+w?u = F(u,u'), (2.11.2)
formundatekrar yazalim. Burada » salimmin frekansi olarak belirlenir, ve F,

F(u,u)=f +(0®-1u. (2.11.3)
seklindedir. Eger F =0 olursa(2.11.1)

u'+o’u=0 (2.11.4)
lineer denklemine indirgenir.

(2.11.4)’Un ¢bzimu,

u= Acos(at + ), (2.11.5)

formundayazilabilir. A ve @ sabittir. (2.11.1)’in ¢bzimun,
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u= A(t) cos(at +6), (2.11.6)

formuna sahip oldugunu varsayalim, Burada A t’nin fonksiyonu olarak belirlenir.

Bu varsayilan ¢ozumun iki kez diferansiyelini alarak,
u'= A’ cos(at + 8) — 2wA'sin(wt + 8) — Aw? cos(wt + 6) (2.11.7)
olarak elde edilir. (2.11.6)’y1 ve (2.11.7)’yi yerine koyarak,

A'cos(wt — 0) — 2wA'sin(wt +6) = F . (2.11.8)

denklemini elde ederiz. F’yi Fourier serisine agarsak,
1 = .
F= Sat Y (a, cosnat + bnsinnet) (2.11.9)
n=1

elde edilir. Burada;

a(,:%det T=21l0
—Echosncodt (n=123,..)
an T 1 it LA

b, = % [ Fsinnotdt,(1=123,..)

Eger f T =27/ w periyodu ile periodik bir fonksiyon ise a, tamamen yok

oldugunu not edelim. Eger a, sifirdan farkliysa, (2.11.2),

u'+o’u+ B =F(u,u) (2.11.10)
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olarak degistirilmelidir. Burada,
Fuu)=B+f +(0”-1u (2.11.11)

olup, (2.11.10)’un ¢ozum,
B

u= A(t)cosat - —, (2.11.12)
w

formunda varsayilir. Burada B,

B
2

1
=— | Fdt. 2.11.13
w T -lj ( )

bagintisindan belirlenen bir sabittir. (2.11.12)’yi (2.11.10)’da yerine koyarak,

n> 2oldugunda sinn(wt + &) ve cosn(wt + &) *nin terimlerini ihmal ederek ve

sin(wt + 6) ve cos(wt + 0) *nin katsayilarini her iki tarafta esitleyerek,

.2
A= [ Fcoswtdt, (2.11.14)

_20A=2 [ Fsinott. (2.11.15)
T

elde edilir.

Y eni averg) yontemini (2.11.1) denklem formuna sahip diferansiyel

denklemlere uygulayacagiz.

Ornek 1

f = —eu®olsun. Bunun,
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u'+u+eu’=0. (2.11.16)
Diferansiyel denklemine karsilik gelir ve,

F =—au® + (0® —Du = —sA® cos’ (wt + 0) + (w* —1) Acos(wt + 6)

= (w®-1- %gAZ)ACOS(a)t +0) - % &N’ cos3(awt + 6) (2.11.17)
Bundan dolay1,
" 2 3 2
A'=(w —1—ZgA A, (2.11.18)
-20A'=0. (2.11.19)

elde edilir. (2.11.19)’dan A = sabit’ine sahip oluruz. Sonucu (2.11.20) denklemini
(2.11.18)’de yerine koyarak,

= ‘,1+ %EAZ : (2.11.21)

bulunur. Burada hata, A ve & ’nun herhangi bir degeri i¢in tam periyodunun
%7.6’sindan daha azdir.

Ornek 2
Asagidaki forma sahip, lineer denklemi g6z 6niinde bulunduralim.

U+u+au'=0 , &£>0 (2.11.22)
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Tam ¢ozimi isteyerek elde etsek de, bu misali metodumuzu orneklerle

anlatmak, verimliligini gelistirmek icin kullanacagiz.

Bu ornekte;
F = —au+(w? —1u = |(0? ~1) A eA|cos(at + 6) + cAmsin(wt + ). (2.11.23)
olup, A ve o tekrar,
A'=(0® -1)A-eA (2.11.24)
—20A = Aw (2.11.25)

denklemleriyle belirlenir.

(2.11.25)’i kolaylastirmak igin,
, 1
A +EgA= 0. (2.11.26)

yazilir. BOylece (2.11.26)’nin ¢ozimdu,
A=ae?, (2.11.27)

bicimindedir. Sonucu (2.11.27) denklemini (2.11.24)’te yerine koyarak ve sonug
acilimin basitlestirerek,

2 2

£ 2 £
—= - +—, 2.11.28
=09+ 5 (211.28)

olarak yazariz.

Bundan dolay1,
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1
u=ae 2 cos[(l—%ﬁ)”zt + 9} , (2.11.30)

yaklasik ¢ozimi elde edilir. Bu tam ¢ozimdur.

Standart Krylov-Bogoliubov ilk yaklasimi ise

1

u=ae 2 cos(t +0), (2.11.31)
seklindedir [2].
Ornek 3

Son 6rnekte, Vander Pol denklemine goz atalim;

u'+u=g(l-uu'. (2.11.32)
Bir 6nceki ornekteki gibi,
F=c(l-u>)u+(w®*-u

= £[1- A% cos(at + O[(A'cos(at + 6) — Awsin(at + 6)]+ (@® —1) Acos(at + 6)
- [gA'—ggAz A+(w® -1 A} cos(awt + 0) —e(1- % A*)Awsin(at + 6),

(2.11.33)

Y eni metodun yaklasiminda,

A= gA‘—%gAZ +(0® 1A (2.11.34)
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—20A=—-¢(1- % A% Aw. (2.11.35)
elde edilir. (2.11.35) denklemi basit olarak,

g 1.,
A=—Al1-=-A%). 2.11.36
CAL-SA) (2:11.30)

biciminde yazilir.

t — oo durumunda A= 2 oldugu agiktir ve bu daklasik perturbasyon metodu ile

uyumludur.
Bdylece (2.11.36) denkleminin ¢ozumu,

4

A% = — (2.11.37)
1+ (E — 1)6‘_4
seklindedir. Simdi
(2.11.37)’i (2.11.34)’de yerine koyarak,
n 1 3 2 1
A'—eA+—eAA
o=11+ A4 (2.11.38)

elde edilir.

Bu bize, frekansin, zamanla degisen genislik Uzerine dayandigini gosterir.



115

3.HOMOTOPI PERTURBASYON METODU
3.1. Giris

Eger f ve g, X’ten Y’ye donusum iseler (6rnegin stirekli fonksiyonlar) ve
F:XxI—>Y olacak sekilde F(x,0) = f(x) ve F(x,1) = g(X) , xeX varise, f g’ye gore

homotopiktir deriz.
Ornek olarak asagidaki homotopik fonksiyon yazilabilir.
F(xp) = pa(x) + (1-p) f(x), p<[0,1] (311)

(3.1.1) denkleminde p = 0 oldugu zaman denklem f(x) ve p = 1 oldugu
zaman sesitlik g(x) olur. Bu yizden sifirdan 1’e p’nin degisim islemi f(x) den
g(x)’e F(&p)’in degeridir. Homotopi  diferansiyel  topolojinin - 6nemli  bir
parcasidir. Homotopi teknikleri lineer olmayan cebirsel denklemlerin bitin
koklerini bulmak icin uygulanir. Basit bir drnekle agiklamak istersek asagidaki
lineer olmayan cebirsel denklemi g6z ontinde bulundurabiliriz.

f(x) =0, xeR, (31.2)
[1,2]yi sagladig: gibi Rx[0,1] —R bir homotopi ¢izeriz.
HER)=p.f (&) +@-P)[F(§)- f(x)]=0., xR, pefol]  (3139)
veya H(EP)=f(&)- f(%)+ Pf(%) =0, xeR, pel0]] (3.1.3b)
p’nin bir parametre oldugu yerde Xo (3.1.2) denkleminin baslangi¢ yaklasimidir.

Asikar olarak,
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H(&,0) = (&) —f(x0) = O, (3.1.4)
H(51) = (&) =0 (3.1.5)

Sifirdan bire p’nin degisim islemi [f(§)-fxo)]’ten f(&)’'ye H(&p)’dir.
Topolojide buna deformasyon denir, f(&)-f(xo) ve f(&)’ler homotopik olarak
adlandirilir. 0 < p < 1 araliginda oldugundan dolay: bu parametre, bir kiguk
parametre gibi g6z oninde bulundurulabilir. Perttrbasyon teknigini uygularken,
farz edelim ki denklemin (3.1.3) ¢coziimii &= &+ péi+p°s (3.1.6) gibi ifade edilir.
P,1’e giderken (p—1), (3.1.3) denklemi (3.1.2) denklemine esleniyor ve (3.1.6)
denklemi, (3.1.2) denkleminin yaklasik ¢oziumii oluyor. Ornek olarak,

x:Igm§:§0+§l+§2 ..... (3.1.7)

(3.1.3) denkleminin yaklasik ¢ozUmini elde ederken, ilk olarak f(&)

fonksiyonunu Taylor serisine gbre acariz.
F(&)=1(&)+ (&) (pa+ PP, +...)+%f”(§o)(p§1+ P2, +...) +..(318)
(3.1.3b) denkleminde (3.1.8)’i ve esit kuvvetli p’lerin katsayilarim yerine koyarak
p®: f(&)-f(x,)=0 (3.1.9)

P& )e+ fx)=0 (3.1.10)

P21 (606, + 5 (60 )eE =0 (311
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(&) += %mxz %wﬁw (3.1.12)

elde edilir.

Y ukaridaki denklemlerden &1, £ove &,

é:_;gg (3.1.13)

CofrE)EE () ()Y
ST zf’(fo)(f'(éo)J 3119
PlEks 6 1 HE)(100)), &) [ 106)Y
TTTHE) At [ ()Mf'@o)j 6f'(§o)(f'(§o)j
(3.1.15)

biciminde bulunur.

p =1 alarak, asagidaki 1. dereceden yaklasik ¢cozim elde edilir.

Bu ¢6zUm aym zamanda bir iterasyon formull olarak ta yazilabilir.

Mﬂ=é—f@J (3.1.17)

(3.1.19) denkleminin bir ¢bzimu & = X dir. (3.1.7) formiltnde sonucu yerine

koyarak iyi bilinen bir Newton iterasyon formult
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) (3.1.18)

olarak bulunur.
Benzer olarak ikinci dereceden yaklasik ¢cozimi
X =EotEa+E (3.1.19)

bulunur veya bir iterasyon formilu

L fe) e el B}
Xni1 = S z) 2f’(§n){ } (3.1.20a)

asagidaki iterasyon formiltne [1,2] dahil ediliyor

) ) [0
Xn+1 Xn f ,(Xn) 2f ,(Xn){ f '(Xn) (3120b)
3. dereceden yaklasik ¢cozim
X = é0+§1+§2+&3 (3121)

veya[1,2] deki iterasyon formul U

e 1 TR ) e

(3.1.22)

asagidaki iterasyon formalt gibi yazilir,;



119

(3.1.22b)
Ornek 1
2. dereceden polinom f(x) = x*+x-2 =0

C0Ozume baslangi¢ deger olarak X;=0 la baslariz, (3.1.9)daki denklemden
EW =0 ve &2 = —1 degerlerine ulasiriz.

(3.1.208) denkleminden x =-2 ve x? =1 gercek coziimlerini elde

ederiz.
Ornek 2
Asagidaki denklemin x = 0 daki kokuni bulun. F(x) = x-& Coshx.

xo=0’la baglayarak (3.1.20b) denkleminden sadece bir iterasyonla

xi= et £12’ye ulasilr.
&= 0,20, x;=0.4919 oldugunda, denklemin gercek ¢ctziimt 0.5050 dir.

x=a ve x=b yaklasik iki ¢ozUminu bulmak istersek, asagidaki gibi bir

homotopi kurariz.
(1-p) (x-a)(x-b) + pf(x) =0 (3.1.23)

veya denk olarak
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(x-a) (x-b) —p(x-a) (x-b)+pf(x) =0 (3.1.29)
(3.1.24) denkleminin bir ¢zUmu

X = Xo+pCi+p°Cat... (3.1.25)
(3.1.25) p’den bagimsiz katsayilarla p’deki bir kuvvet serisine sahiptir.

Acik olarak, p = 0 kullanildiginda elde edilen xo bas terimi

X, = {Z (3.1.26)

degerlerini alarak baslangi¢ ¢cozumu farzedilir.

Ardisik katsayilar: ci,Co,... asagidakiler gibi ¢ozulr,

c _ ) (3.1.27)
2%, —a-b
2 '
Cz - _ Xl + le (XO)_ f(XO) (3128)
2X,—a—b

Denklemde p = O alinarak elde edilen 1. dereceden yaklasik ¢ozim:

f (XO)
= = —_—— 3.1.29
X =Xy +C =X, 2)(0 ( )

veya x¥ ve x? lerin n.dereceden yaklagik ¢oziimii olan

(3.1.30)
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bir iterasyon formil Gddr.

2.dereceden yaklasik ¢cozim

Flx) X +xF(%)-fx)

X=X, —

2x,—a—b 2X,—a-b
f00) ) f00)f (%)
f(x,) (ZXO—a—b] 2%, —a—-b fx)
=X, — - (3.1.31)
2%, —a-Db 2X, —a—b
_ f(xo) _ fz(xo)_(zxo_a_b)f(xo)f,(xo)_(zxo_a_b)zf(xo)
~ % 2x,—a-b (2x, —a-b)*

veya bir iterasyon formal i

)
2,4 A7
2
2 00) (25 =X £ 00) (%) ~(2% =% =) £ (%)
B 3
(2%, -2

Xn+l:Xn

(3.1.32)
olarak bulunur.
Ornek 3
Asagidaki denklemin kokleri yaklasik x = 3 ve x = 6 olarak bulundu.

snx =0 (3.1.33)
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(3.1.30) denklemi iterasyon formil i tarafindan

Iterasyon X X
0 3 6
1 3.047 6.093
2 3.078 6.155
3 3.098 6.215
4 3.112 6.236

degerlerini elde ederiz. Bu serilerin gergek ¢oziime yakinsadigi asikardir. xp’a
yakin 2 kokl bulmak icin, asagidaki homotopiyi kurmaliyiz;

0= 1)+ 00 x0)+ 5 F)ix- o) [+ pr9=0 (@13

Ornegin, x = n/2 yaklasik degeri icin asagidaki denklemin 2 kokinu
arastirnmz.

f(x) = sinx (3.1.35)

(3.1.34) denklemine gore asagidaki homotopiyi kurabiliriz.

2
(1- p)l:l—%(x—%j } psinx=0 (3.1.36)
.. 2.985 0.11027
Onceki prosediirde x, = = degerlerine
P % {0.1565 % {— 0.11020 =

sahipler. Bu ylUzden yiksek dogrulugun 1 nci yaklasik ¢ozimleri
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X=X+ % ={ dur. Tabiki de, eger ihtiyacimiz olursa diger
homotopileri de kurariz.
3.2.Homotopi Perturbasyon Metodu

Homotopi Perturbasyon Metodu [1-10] alisiimams ve etkileyici bir method
ve gesitli lineer olmayan denklemleri ¢ozer.

Ozetle bu yeni methodun anafikri, asagidaki lineer olmayan denklemin
A(u)-f(r)=0 reQ (3.2.1)

A nin genel diferansiyel operat6rii oldugu, B nin simir operatorii oldugu, f(r) nin

bilinmeyen analitik fonksiyon oldugu, I'’nin Q tarim kiimesinin sinir1 oldugu
B(u,du /éh) = 0, rel” (3.2.2)
sinir kosullartyla goz dniinde bulundururuz.

A operatorti L ve N gibi iki parcaya ayrilabilir olup, L lineer iken N lineer
degildir. (3.2.1) denklemi asagidaki gibi yeniden yazilabilir.

L(u) + N(u) — f(r) =0 (3.2.3)
Homotopi tekniginden dolay:

H(v,p) = (1-p) [L(V)-L(uo)] + P[A(v) -f(r)] = 0 (3.2.48)
veya

H(vp) = L(v)-L(uo) + pL(Uo) + P[N(»)-f(r)] = 0 (3.2.4b)
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denklemlerini saglayan bir parametre olan pe(0,1) ve genel simir kosulunu
saglayan (3.2.1) denkleminin baslangic yaklasimi up’in oldugu v(r,p): Q x
[0,1]XR bir homotopi kurariz.

Acikca, (3.2.43) veya (3.2.4b) denklemlerinden

H(,0) = L(1)-L(ug) = O (3.2.5)

ve  H(vl)=A(W(r)=0 (3.2.6)
denklemleri elde edilir.

p = 0 oldugunda (3.2.4) denklemi lineer bir denklem haline geldigi agiktir.
p = 1 oldugunda ise lineer olmayan orijinal bir denklem olur. Bu ylzden 0’dan
L’e p nin degisim islemi L(v)-L(up) = O denkleminin A(v)-f(r)denklemine
dontsudir. L(v)-L(ug)=0 asikar problemi gibi 0’dan 1’e monoton olarak artan p
parametresi, sirekli olarak A(v)-f(r)=0 problemine deforme olur. Homotopi
methodunun temel amaci zor problemi bu calismalar altinda ¢ctzebilecek kolay
probleme indirmektir. Homotopi Pertirbasyon Metodu [1-10] kuguk bir

parametre gibi p paremetresini kullanir.

(3.2.4) denkleminin ¢6zimu basit bir distinceyle p nin bir kuvvet seris

gibi yazilir:
V= vo+ pvit pPvat... (3.2.7)
p = 1’e giderken (3.2.1) denkleminin yaklasim ¢6ziim sonucu:

u:lin}v:v0+v1+v2+... (3.2.8)

P>
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bulunur.

(3.2.7) serisi p nin tim ¢6zim bdlgesinde yakinsak olabilir. Pertirbasyon
metodunun ¢ift metodu ve homotopi metodu, homotopi pertirbasyon metodu
olarak adlandirilir. Son zamanlarda homotopi pertiirbasyon metodu oldukca
gelistirildi. Bu metot, geleneksel pertirbasyon methodunun simirlandirmalarin
kaldirir. Cesitli pertiirbasyon tekniklerinin tim avantgjlarim alarak gelistirilmistir.

Ornek 1
Duffing denklemini u” +u+¢u® =0, £>0 (3.2.9)

u(0)=A ve u(0)=0 baslangic kosullariyla gbz 6niunde bulunduralim. Fiziksel
sebepler bu denklemin bir periyodik ¢ozimunun oldugunu gosterir. Sirayla e>>1
ise periyodik ¢ozim arastirilir. Farzedelim ki (3.2.9)un frekanst w olsun ve
(3.2.9) denklemi u#w?u = 0 gibi lineer sekilde olsun. Asagidaki homotopiyi

kuralim:
uwWAutp (eu®+ (1-w?)u )=0, pe[0,1] (3.2.10)

p = 0 iken (3.2.10) denklemi u#w?u = O lineer denklemi haine gelir,
p = 1 iken de orijina denkleme donusir. Farzedelim ki (3.2.10) denklemini

periyodik ¢6zimii p nin bir kuvvet serisi gibi yazabiliriz:
U= Up+ pup+ pla+... (3.2.11)

(3.210) denkleminde (3.2.11) denklemini koyarsak, p nin ayn

kuvvetlerinin toplam terimleri su sekilde verilir.

uy - w°u, =0, u(0)=A, uj(0)=0 (3.2.12)
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’

u+ott+ed+1-0°)u, =0, w@0=0, w()=0 (3213

Up = Acoswt olarak verildiginde (3.2.12) denklemi kolayca ¢ozilebilir.
Eger up’t (3.2.13) denkleminde yerine koydugumuzda ve sonug denklemini
sadel estirdigimizde

uy — w’u, + (1+%9A2 —~ a)szCOSa)t +7115A3 Cos3wt =0 (3.2.14)

denklemini elde ederiz.

Uy deki sekiller terim yok edilirse o = ‘/1+ %gAZ (3.2.15)

elde edilir. (4.1.29) denkleminin bagil hatasi e— oo’a giderken % 7.6 dir. Daha
yuksek yaklasik ¢cozimleri icin sekiler terimleri meydana gelir, bu yizden her
zaman Once 2 nci iterasyonu durdururuz. Eger yuksek mertebeden ¢6zim
gerekirse modifiye Lindstedt-Poincaré metodu uygulanabilir. Bolim 2’ye
bakimz. Ornek olarak, asagidaki homotopiyi kurariz:

u"+1.ut+peu’=0 (3.2.16)
1 = o*+por+p’ost... (3.2.17)
burada w;, u;’deki sekiler terimlerin yok edilmesinden bulunabilir;

3 3 2 A4

@, = ——gh? , ®, =— 3.2.18
g 2 1283 ( )

p=1ve(3.2.18)’i, (3.2.17) denkleminde yerine koyarsak
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1= 0 —%s A — 12;)2 ZA? (3.2.19)
1+§g A +\/1+§g A 422 A
veya  w=1—2 22 8 (3.2.20)

denklemlerini elde ederiz.

(3.2.20) denkleminin bagil hatasi e—~« a giderken % 5.9’a ulasiyor. Gene
de belli formda bir homotopi kurabiliriz.

(. p)(v" +o’v-uj - a)zuo)+ p(v" +v+ svs): 0 (3.2.21)
Badit bir islemle

Ve +o’vy— Ul —w’u, =0 (3.2.22)

v+ oy, - (V(’,’ +o’vy—Uul— w2u0)+ (vg +Vy+ avg): 0 (3.2.23)
denklemlerini elde ederiz.

W= Up= ACoswt (3.2.24)
degeriyle baslayalim.
(3.2.23) denkleminde (3.2.24) degerini yerine koyarsak

VIt oy, + a[— w® +1+ %g AZ)COSa)t + %g A’Cos3ut = 0 (3.2.25)

(3.2.14) denklemine denk bir denklem elde ederiz.



128

Ornek 2
Kuvvet oskilasyonunu géz dntinde bulunduralim.
u”uteu®= qCost, u(0) = A, u{0) =0, (3.2.26)

Burada, Q’mn serbest vibrasyonunun kuvvetli frekansi, p’nin kuvvetli
genligidir.

Calismalarimizda € ve g’nun kictk degerler olmasina ihtiyaglar: yoktur. Burada
(3.2.26) denklemini

uLlutpeu’= qCosex,  u(0)=A, u(0)=0 (3.2.27)

formunda yeniden yazariz. Farzedelim ki (3.2.27) denkleminin ¢bzim (3.2.11)
formunda ifade edilebilir ve (3.2.17) deki Ornekte izah edildigi gibi p nin bir
serisindeki lineer terimlerinin katsayilari pertlrbasyon tekniginin geleneksel
metodu ile su sekilde elde edilehilir;

uy + w°u, = qCosQt, uw0)=A, uj(0)=0 (3.2.28)
U+ @’U, + U, + Ui =0 ui(0)=0, u(0)=0 (3.2.29)
m= A—L, n= g degerleri alinarak (3.2.28) ¢ozulmis

w® -Q°F w® -Q°?

denkleminin sonuclar

U, = ACoswt — — 3 (Cosat — Cost) = mcosat + ncosQt (3.2.30)
0 w2 _ 02

chr.
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Bu nedenle (3.2.29) denklemi

Uy + w?u, + w,(MCoswt + NCosQt ) + % m>sCosat + % m>sCos3wt + % nsCost
15 3 - 3 .
+1°eC0s30t +=m°neCost +7-m ne[Cos(2w + Q)t + Cos(2m — Q)t]

+ g mn?sCosat + % mn?s[Cos(w + 2Q)t + Cos(w — 2Q)t]=0 (3.2.31a)
veya
ul + o, + (nm+ % m’e + g mnzngoswt + (a)ln + % n’c + g mZneJCo&Qt
1 3 13 3 2
+2 M’ eCos30t + Zn%eCos30t +-m ne[Cos(2m + Q)t + Cos(2w — Q)t]
+ % mn2g[Cos(w + 2Q)t + Cos(w — 2Q)t] = 0 (3.2.31b)

formlarinda yeniden yazilabilir.

Sekuler terimi yok etmek icin asagidaki denklemi kullaniriz;

oM+ m’s + g mn’s =0 (3.2.32q)

veya o, = —%(m2 +2n%)e (3.2.32b)

(3.2.31) denklemini ¢ozersek:
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335 3
oN+-n’s+=m’ng e
u, = 4 o (Coswt — CosQt)— 5 (Coswt — Cos3at)
a) f—
n’s 3m?’ne

Coswt — Cos3Qt Cosawt — Cos(2m + Q
+m)( OSw! (o) )+ 4(6{)2_(20)+Q)2)[ OSw OS(  + )t]

3mn’e
4(0)2 —(@+ 2(2)2)

3m?ne

’ Ho? - (20- Q)Z)[COSCOt ~Cos(20 - Q)t]+

[Coswt — Cos(w + 2Q)t]

. 3mn’e
4(602 — (- 2(2)2)

[Coswt — Cos(w — 2Q)t] (3.2.33)

Eger birinci dereceden yaklasik ¢ozum yeterli ise, (3.2.17) denkleminden
p = 1’eyaklasirken,

1=a)2—g(m2+2n2)g=a)2—§<{(A— P )+2( P 2” (3.2.34)
4 4 Q

2 2
o -Q 0 -

Dolayisiyla o frekansi bu denklemden elde edilir. Burada dizeltilmis

seride 1 inci terime kadar arastirmamizi kisitliyoruz, bdylece 1 inci dereceden
U= Uo+ Uy (3.2.35)
¢0zUmU elde ederiz.

Burada up ve u; sirasiyla (3.2.30) ve (3.2.33) denklemlerinden tanimlanmustir.

Bu agsikardir ki geleneksel w = 2, o = %Q ve o = 30 oldugunda ortaya cikar.
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Kucik ¢ degeri icin, elde edilen sonuclar geleneksel perttirbasyon metodlarindan
[11] elde edilenlerle aymdir.

Ornek 3

Bunun etkilerini ve sonuglarinm aciklayarak diger drnegi veririz.

uslutesu’=0 u(0)=A, u(0)=0 (3.2.36)
bu denklem
u'+lu+epuu'=0 , u(0)=A, u'(0)=0 (3.2.37)

formunda yeniden yazilabilir.
Pertlirbasyon tekniginin bir geleneksel yontemini

u” +w’u, =0, Uo(0)=A, u)(0)=0 (3.2.38)

Uy + w?u, +u2ul + wu, =0, uy(0)=0, u/(0)=0  (3.2.39)

elde ederiz. (3.2.38) denkleminin ¢bzimu up = ACoswt’dur, bu nedenle (3.2.39)

denklemi;
” 2 3 22 1 2 A3
Uy +ou, + —Za) A"+, ACOSa)t—Za) A°Cos3wt =0 (3.2.40)

meydana gelir. (3.2.40) denklemindeki sekiler terimi yok etmek icin

o, = %a)zAZ (3.2.41)
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alinir. (3.2.40) denkleminin ¢ozimana

3

u, = %(Coswt — Cos3at)

(3.2.42)

elde ederiz. Bu nedenle asagidaki 1 inci dereceden yaklasik ¢ozumu elde ederiz;

3

u = ACosmt — % (Coswt — Cos3at)

2.17) denkleminde (3.2.41) denklemi yerine yazilirsa
(3.2.17) denkleminde (3.2.41) denklemi yerine yazi
a)2+gga)2A2=1

bulunur. Bu yUzden acisal frekansi

1
‘/1+§g A?
4

formunda elde edilebilir. Bunun yaklasik periyodu

T = Zﬂ‘/1+§g A’

formunda yeniden yazilabilir. Eger 0 < ¢ < 1 iken, agisal frekanst

w =

T= 27{1—35 Azj
8

olup ve (3.2.43) denklemi asagidaki denklem ile yaklasik degerini alir

(3.2.43)

(3.2.44)

(3.2.45)

(3.2.46)

(3.2.47)
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3
u= Aco{1—§ Azjt—i 009(1—35 AZ t—Cos{l—Eg Azjt +0(s?)
8 32 8 8

(3.2.48)

Bu denklem Lindstedt Poincare metodu [11] larindan elde edilen formlara

benzerlik arzeder.

Simdi (3.2.46) yaklasik denklemini gercek denklemle karsilastiralim

d
e S S e e Jln[1+gA2) T oo
Eger eA>>>1 iken
T, ~ e f . (3.2.50)
denklemini elde ederiz. u = As donusimiyle yukaridaki denklem
T~ 2/2eA[ eAZ>>1 (3.2.51)

,/Inil/si

denklemine doniisirr. s = exp(-x?) donistimilyle elde edilen denklem:;
T ~4W2s Al expl- x? Jdx = 2¢/27 A | eAB>>1  (3.2.52)

Bu yiizden buyuk € degeri icin T, ~ Je A (3.2.53) bulunur. (3.2.46)

denkleminden blyilk € icin T ~Je A bagintisi elde edilir. éA% — «0’a giderken

T 2427 A

=0,9213 sonucunu elde edilir. Bu nedenle € nun herhangi
A’sw T ,J§ T A
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bir degeri icin, bu kolayca ispat edilebilir ki tarim bolgesi 0 < &A? < olan
¢cozumlerde en blyUk hata % 8.54 ten daha azdhr.

NOT: Biz her zaman 0 nct dereceden yaklasik ¢ozimi
3 -1/2
uzAcosiz(th Azj t} seklini alirnz, bunun nedeni Bolim 2’de
aciklanmugtir.

Ornek 4

Simdi Van der Pol denklemini g6z 6éntinde bulunduralim.

u”4 u=g(1-ud)u' (3.2.54)
Bir homotopi
u’4 Lu=pe(1-u?) u' (3.2.55)

formunda kurulur.

Lineer terimlerin katsayisimn (3.2.17)’deki gibi p’nin  serilerine
acilmasiylave (3.2.11) ve (3.2.17) denklemlerinin (3.2.55)de yerine koyulmasiyla

us +o®u, =0 (3.2.56)
u/ + w’u, + o,u, = g(l— ug)ug, (3.2.57)
us + o’U, + w,U, + o,U, = g(u{ —uiu; - 2uoug,ul) (3.2.58)

denklemlerini elde ederiz. (3.2.57)’de up = Acoswt’yi yerine koyarsak, asagidaki

denklemi elde ederiz;
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U + @°u, + o, Acoswt = —gAa)(l— A2Cosza)t)si n ot

- —gAa)(l— % A? — % AZCOSZa)th Nt

= —gAa)[l— % A? jS' not + %5A3a)8i n3wt (3.2.59)

Tekrar, up’in sekiler teriminin yok edilmesi ile

®1=0, A =2Yi (3.2.60)
bulunur.
(3.2.59) denklemi

ul + w’u, = %gAsa)Si N3t (3.2.61)

denklemine donlsir. Bunun 6zel ¢ozUmUnl asagida yazalim,
1 3 . g .
U, = ———&A’sin3wt = ———sin3wt (3.2.62)

32w 40

Y ukaridaki sonuclari (3.2.58)’de yerine yazilirsa,

us = w’u, + 2,Cosat

= g(—%COSSwt + 3¢ Cos3wt Cos®wt — & SN3wt Sn2 a)tj

= g(—%Cos 3ot + % (Cos5 wt + Cosmt)— %g (Cosat — CosSa)t)j (3.2.63)
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= g[% Cos 3ot + % (Cos5 wt + Coswt)— %g (Cosat — Cossat )j

= %gZCOSa)t + %gZCOSSa)t + ZEZCOSSa)t

denklemini elde edilir.

Sekiler terimi yok edilirse
W, ==¢& (3.2.64)

bulunur.

Eger 2 nci dereceden yaklasik ¢cozim yeterliyse, (3.2.17) den

1= +é82 (3.2.65a)

veya o= ‘/1— %gz (3.2.65h)

denklemleri elde edilir.

Arastirmalar gosteriyor ki Van der Pol denklemi bitin ¢ > 0 lar icin
periyodik ¢oziimine sahip ve daha sonrada @ ~ I/« esitligini (2.6.37 de gorilen),
2.6 bolimundeki ornekler gibi Pade yaklasiminin degisikliginden, (3.2.67b)’yi

P (3.2.66)

1+ E52
8
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formuna donustririz, bu bittin € > O’lar icin gegerlidir.
(3.2.54)’Un bir asikar uzantisi
uu= g1-u?) Sgn(u) (3.2.67)

olur. Bazi mantpulasyonlarla sekller terimin yok edilmesi gerektiginden uy,

f [a)luo —~ 5(1— ug)S' gn]uO' } coswt =0 (3.2.68)

i verir. Bagit bir islemle A=+2 genliginin asimtotik degerini elde ederiz, bu
Mickens et a tarafindan yaklasik olarak elde edilmistir. A=1.633 [12].

Ornek 5

Y yoo0,ym=1 (32.69)

(x+ W)&

Lighthill denklemini g6z 6ninde bulunduralim. Kolayca bir homotopi

N dy dy, d
kurabiliriz, bu  (1- p){gY&—gyo d_;}L p{(x+ gY)d_i+Y} =0, pe[0]]

(3.2.70) denklemini saglar.
Y(X) = Yo(X)+pY2(X)+p?Yo(X)+ ..., (3.2.71)

formunda (3.2.70) denkleminin bir ¢6zUmU elde edilmeye calisilir, burada Y;(x)
(1=0,1,2,...) ler henliz tanimlanmus fonksiyonlardir. (3.2.71)’in (3.2.70)’de yerine
koyulmus hali

dy, dy,

&Yg—=— ¢y

—=0 3.2.72
dx % dx ( )
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dy, dy,
Y, —2+| (X+&Y,)—2+Y, |=0
o s (s ) e

(3.2.73)

Yo(0) veya yo(X) yaklasim baslangic degerleri bagimsiz bir sekilde segilebilir,

burada

Yo(X) = yo(X) = -¥/e, Yo(1) = -Ve

(3.2.74)

leri yerine koydugumuzda (3.2.69) denkleminin rezidiisi x = 0’dayok olur.

(3.2.74)’1 (3.2.73)’de yerine konulursa

X 0 v1)=1+ e olur.
dx ¢

Bu denklemin ¢ozimi

lel\/x2+35+g2

g

bicimindedir. Eger 1.dereceden yaklasik ¢cozim yeterliyse,

Yl(x):Yo(x)+Y1(x):%(—x+\/x2 T2 i)

gergek ¢ozUmini elde ederiz.

Ornek 6

dy ., .,
2L _y2_t?2=0, y0) =1
&t y y(0)

(3.2.75)

(3.2.76)

(3.2.77)

(3.2.78)
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cok basit baska bir baslangic deger problemini [13] g6z 6ninde bulunduralim.
(3.2.78) sistemi c¢ok basit gorunlyor, fakat basit gibi gorinen bir problem
gergekte basit olmayabilir. Bunun yaklasik ¢ozUmini elde etmek icin Runge-
Kutta metodu kullamlir, Braun [14] y(t) ¢cbzimini [0,1] araiginda sonsuza
giderken bulur. Fakat nUmerik simtlasyon tek bir noktanin oldugu yerde agikca
kanitlanmaz. Bunun analitik yaklasimini elde etmek icin asagidaki homotopiyi

kurariz;

(- p)(%—%j + p(%—vz —tzj -0 (3.2.79)

Her zaman vo(t) = yo(t) olarak alabiliriz. Sirayla yakinsak hiza ulasmak
icin 0zel bir yaklasik ¢ozimu secmeye ihtiyag vardir. yo(t) baslangic degeri
optimal olarak nasil secilir?0 <t <1 araig1icin gbzlemlersek y(t),

% -y*=0 y(0)=1 (3.2.81)
baslangi¢ deger probleminin
o, (t)= 1 (3.2.80)
1-t

¢OzUmUnden daha az degildir. Buna ek olarak y(t),

%— y2-1=0, y(0)=1 (3.2.83)

baslangi¢ deger probleminin
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,(t)= tan(1+ %ﬂ] (3.2.82)
¢OzUMUNGU gegcmez. 0 <t < 1 araligindan dolay1,

Loyl tan(1+ %ﬁj (3289

olur. [13] Sirasiyla t=1 ve t= /4 oldugunda Q.(t) ve Q(t) sonsuz hale gelir, 74

ve 1 araliginda y(t) nin sonsuz deger aldigini goruriz.

Fakat nimerik simllasyonu iceren hicbir metot yaklasik tek nokta olarak

bulunamaz. Y ukaridaki analizden

Vo (t) =Yo (t) = 1—_1A'[ (3.2.85)

formunda deneme fonksiyonunu yazmak ¢ok dogaldir, burada A bilinmeyen bir
sabittir.

(3.2.79) denklemine perturbasyon teknigini uygulayarak, vy igin

dv, dv, s 2
% gV v1(0) ( )

lineer denklemi elde edilir. (3.2.86)’da (3.2.85)’i yerine konuldugunda

dv, N A-1

E m -t =0, Vl(O):O (3287)

bulunur. Y ukaridaki lineer denklemi ¢cozersek;



141

L s S C I T (3.2.89)
All-At) 3 A

elde edilir.

(3.2.88) denkleminin asagidaki 1.dereceden yaklasik ¢dzimuni elde
ederiz.
1 1., 1
A S I P 3.2.89
Yi=VotV; A(l— At) 3 A ( )
Buradaki sabit A katsayisi ¢esitli yollarla elde edilebilir. Bundan dolay1
kolakasyon metodu uygulanir. (3.2.78) denkleminde (3.2.89) denklemi yerine

yazilirsa

12 42 _ 1 1 1, .1 ?
R(t)=y —y?-t*= AT ( Ak ‘1 A) (3.2.90)

bulunur. Burada t :% degeri denklemde yerine konulursa

Ri(7#4)=0 (3.2.91)
olur. Boylece A sabit sayisi

A = 1.03799 (3.2.92)
olarak tanimlanir. Bu ylzden asagidaki 1.dereceden yaklasima ulasiriz

(t) 09281 | L3 0.03660 (3.2.93)

T 09634-t 3
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t=0.9634 degeri icin yi(t)’nin sonsuza gittigi gdzlemlenir. Mathematica
3.0 yazimindan, bunun yutksek dereceden yaklasimin kolayca elde edebiliriz ve
yuksek dogruluklatek nokta tanimlayabiliriz.

Ornek 7
u” w’sinu= 0 (3.2.94)

matematiksel sarkag denklemini u(0)=A ve u'(0)=0 baslangi¢c kosullariyla g6z

onunde bulunduralim.
(5.3.94) denklemini

u40.utpe’sinu="0, p=1 (3.2.95)
formunda yeniden yazariz ve

U=U, + pu, + pPU, +....... (3.2.96)

0=+ pC, + P°Cy+ .ovn... (3.2.97)
denklemlerinin oldugunu farz ederiz.

Onceki Ornekteki gibi benzer miiniplllasyondan ve asagidaki bagintidan
sinu =sinu, + pu, cosu, + p2(2u2 cosu, — U; sinu0)+ ......... (3.2.98)

bulunur. Buradan ise

u? + w2u, =0, u0)=A,  ui(0)=0, (3.2.99)

U + wu, +CU, + @”sinu, =0 (3.2.100)
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U + wu, + C,U, + C,U, + @°u, cosu, =0 (3.2.101)
denklemleri elde edilir.

(3.2.99) denkleminin ¢dzimi u(t)=Acos apt degeri yerine konuldugunda
elde edilir ve (3.2.100) denkleminde uy’1 yerine koyarsak

ul(t)+ w2u, (t)+ ¢, Acosw,t + @ sin(Acosw,t) = 0 (3.2.102)
denklemi bulunur. u;’deki sekiler terim yok edilirse

f [ ciAcoswet+o?sin(Acosmet) ] coswetdt=0 (3.2.103)

elde edilir. Boylece

sin(Acosw,t) = Zi -1

m=0

2m+l

(A)cos((2m+1)m,t)

=2J1 (A) cosmpt — 2J3(A)cos3ant + 2J5 (A)cos Sapt+...  (3.2.104)

ve  cos(Acosmyt)=J,(A)+ Zi (-1)"J,,,(A)cos(2ma,t)

m=1

=Jo(A) -2J1(A)cOS2wp+ 12J4(A)COHA axt+ ... (3.2.105)

olarak bulunur. Burada J,, birinci dereceden Bessel fonksiyonunun birinci sekli:

(_ 1)|( (A/ 2)2k+m
kI(k + m)

3.(A=3

k=0

olur. (3.2.103) bagintisindan

ClA+ 20?31 (A) = 0 (3.2.106)



144

denklemini elde ederiz, burada

2
c, = _20°3,(A) _ (3.2.107)
A

Varyasyonel iterasyon metodunu uyguladigimizda, (3.2.102) denkleminin

¢OzUmana

.
u,(t)= j [c,Acosw,s+ w2 sin(Acosa,s)|sine, (s—t)ds
0

2
=— 2a2) G cos3m,t + 2a2)
5

2
Ji (A cos5w, + ... (3.2.108)

2 . 2
0 0

elde ettik.

Sadece 1.dereceden yaklasim icin arastirirsak, (3.2.97) bagintisindan

C, = -a? (3.2.109)

bulunur. Boylece matematiksel sarkacin 1.dereceden yaklasik ¢ozimi

2 2
U= Acosm,t — 202) JS(A;) (00s3w,t — cosw,t )+ 2a2) J5(A;) (cos5m,t — Cosw,t) +
F 1 5 1)
(3.2.110)
bicimindedir. Burada wo, (3.2.107) ve (3.2.109) denklemlerinden:
2J,(A
Wy = JlA (3.2.111)

bi¢iminde tanimlanir. Periyot ise
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2 _ 27 (3.2.112)

T:
oy23(A)/ A a)Jl—EAZ =y
8 192 7

formunda yazilabilir. Ornegin dogruluk A=n/2 iken % 0.86 ya ulasir. Pratikte
onun sifirinci yaklasim ¢ozimui olan u=ACoswot’yi kullaniriz. Simdi problemin
2.dereceden yaklasik ¢ozUmUnl arastiralim. (3.2.101) denklemindeki up ve uy’i

sunarken ve u,’deki sekiler terimi yok ederken
f [clu1 +CyU, + 0°Uy cosuo]coswotdt =0 (3.2.113)

denklemineihtiya¢ duyulur, bu

o AL a)z{Jl(A)Js(A)_ I(AL(A) | 3,(A)I(A)_ Is(AIs(A) }:o
? 4w} 4w} 12w 12w ;

(3.2.114)

sonucuna Onculik eder. Eger 2.dereceden yaklasim yeterliyse, (3.2.97)

denkleminden
a)g +¢ +¢,=0 (3.2.115)

denklemini elde ederiz. (3.2.97), (3.2.107) ve (3.2.115) denklemleri birlikte

¢Ozlldugunde, mo’1n degerini kolayca bulunabilirdir.
Ornek 8

Bu Ornekte asagidaki sireksiz olan lineer olmayan oskulatorler goz

oOntinde bulundurulur.
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usign(u) = 0 (3.2.116)
1 , u>0
bu denklem u(0)=A, u{0)=0 baslangic kosullar: Sing(u)= { L u<o

isaret farkiyla tanumlanir. Denklemde kiguk parametre yoktur, bu yizden
geleneksel pertiirbasyon metodlarr dogrudan uygulanamayabilir.

Bunun asagidaki homotopiyi kurariz:
U w’u = p(@’u-sign(u)), pe[0,1] (3.2.117)

Onceki 6rneklerdeki gibi, up ve u; degerleri icin diferansiyel denklemler

u; +w°u, =0, @) =A, uj(0)=0 (3.2.118)
uy +w2u, = W2, —sign(u,) ., u(0)=0, uy(0)=0 (3.2.119)
bicimindedir.

(3.2.118) denkleminin ¢ozimu ug(t) = Acosat’dir. (3.2.119) denkleminde
Uo degerini yerine koyarak, u; icin bir diferansiyel denklem elde ederiz, u; deki
sekuler terim yok edildiginde

f (°u, — sign(u, ))cosatdt = _E cosat|w® Acosat — sign(Acoset)]dt = 0

T=2rdw (3.2.120)

bulunur. -712 < et < 72 araliginda | cosat | =cosat dir ve 72 < ot < 372

araliginda | cosat | = -cosat dir, bu yiizden (3.2.120) denklemi
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f 3 (a)zAcos2 t- cost)dt + fzz (a)ZACOSZ t+ cost)dt =0 (3.2.121)

712

formundayazilir. Y ukaridaki denklemden

0=— (3.2122)
degerini kolayca bulabiliriz. Bunun yaklasik periyodu
T-2 _s556/A (3.2.123)
w

bigcimindedir. Bunun tam periyodu kolayca elde edilebilir, bu periyot
T, = 4/2A =5.66VA (3.2.124)

dir. % 1.76 bagil hata 1.dereceden yaklasik ¢bzimun oldugu icin iyi bir degerdir.
(3.2.119) denklemini

Aw?cosat-1, -Z<apt<Z
uj+ o’y = 2 2 (3.2.125)
! ! Vs 3r

Aw? cosmt +1, ESa)tS7

formunda u;(0)=0 ve u;(0)= 0 baslangi¢ kosullariyla yeniden yazariz. (3.2.125)

denkleminin ¢ozimdi

Laotisnaots 2t Loosat, ~Z<at<Z
u =142 0 o 2 2 (3.2.126)
)1 : 1 T V4 3r o
—Awtsnwt——2t+—39nwt, —<ot<—
2 W w 2 2
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olur.

p=1 ainmrsal. dereceden yaklasim asagidaki gibi elde edilir.

ACOSa)t+1Aa)tsina)t+i2t—i3COSa)t, Zemt<Z
_ _ 2 ) ® 2 2
U=Uo+U, = 1 1 T T 3
ACOSa)t+—Aa)tsina)t——2t+—38ina)t, —<pt<—
2 0] w 2 2
(3.2.127)
burada agisal frekansw, (3.2.122) denklemindeki gibi tammlanir.
Ornek 9
u+u’=1, u(0)=0 (3.2.128)
denklemini g6z 6niinde bulunduralim. Problemin tam ¢ozima
1_ e—2t
= 3.2.129
* 1ye? ( )

seklindedir.

Bu problem bircok yazar tarafindan cesitli tekniklerle calisilmustir.
Liu[16] asagidaki ¢coziimden elde edilir.

L= (1-€")+e'(e'+t-1) (3.2.130)

Liao, homotopi analiz metodun [17] uygulanist,

Uy = (1€ )+ &2 {1+ et {(t ~1)- i (k2+k I (1— %] (L1-e™ )}} (3.2.131)

k=2
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problemi icin bir sonsuz seri ¢tziminden elde edilir, bu problem uzun
calismalardan sonra bir kapali1 formdaki ifadedir. Ref.[5]de homotopi asagidaki
formdaki gibi kurulur.

(1-p) (v+Br-u% -Bug) + p(v+1/-1) = 0 (3.2.132)
veya v'+ fv—u)—Bu, + puy +v: -1+ pu,— Bv) =0 (3.2.133)

burada up deneme fonksiyonu ve B tanimlanacak olan bilinmeyen serbest bir

sabittir. vo ve vy icin diferansiyel denklemleri
Vo + vy —Ul — AU, =0, vo(0) = 1 (3.2.134)
vi+ By +ul +vE -1+ pu, - v, =0,  11(0)=0 (3.2.135)
seklindedir. Once
W= U= 1-ae? (3.2.136)

ile baglayaim, burada o serbest bir parametredir. (3.2.135) denkleminde
(3.2.136) denklemini yerine koydugumuzda

vi+ Bv,+a(f-2)e? +a’e? =0 (3.2.137)
denklemi elde edilir.
e teriminin yok edilmesi icin

B=2 (3.2.138)

olmalidir. Boylece (3.2.137) denkleminden
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2

v, = 0‘7(@“t —e?) (3.2.139)

sonucunu elde ederiz. Bunun 1.dereceden yaklasik ¢ozimu

2
U=v, +v, =1-ae? + "‘7 (e -e?) (3.2.140)

denklemidir. o sabitini tammlarken, u’(0) = 1 baslangi¢ kosulunu dahil edebiliriz,
boylece U'(0), o = 1’e esit olur. Sonug olarak

u= (1— e’ )+ %(e““ —e? ) (3.2.141)

denklemi bulunur. Bunun [1,1] Padé yaklasimmmn (2.6 daki bolimde

incelenmistir.) UslU ifadesi

l1-et

u= 3.2.142

1+e™ ( )
bicimindedir.

u40.u-1= -pu? (3.2.143)

formunda bir homotopi Kkurabiliriz. Eger (3.2.143) problemine pertirbasyon
teknigini (dosdogru agilimi) uygularsak, sadece zayif bir yakinsamayla bir seri
¢0zUmU elde edebiliriz:

upm(t):t—%t3+.... (3.2.144)
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Farzedelim ki (3.2.143) denkleminde O ve 1 Kkatsayilar asagidaki
formlardaifade edilebilir:

0 = bg+pby+ p2b2+ (3.2.145)
1= co+pcy+p’Cat ... (3.2.146)

Basit bir operasyonla asagidaki lineer denklemleri elde ederiz:

ug +byu, —c, =0, u(0) =0 (3.2.147)
ul, +byu, +bu, —c, +uZ=0, u,(0)=0 (3.2.148)
u, +byu, +bu, +bu, —c, +2uu, =0,  Ux(0)=0 (3.2.149)

(3.2.147) denkleminin ¢tzimu
Uy = b—°(1 e™) (3.2.150)

seklindedir.

(3.2.148) denkleminde up’1 yerine koyarsak, u; icin asagidaki diferansiyel

denklemi elde ederiz;

2
u;+b0u1+cg—b1(l—eb°‘) c,+ bg (1-2e™ +e)=0 (3.2.151)
0

0

us deki (t"e™,n > 0) terimlerinin yok edilmesi
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2
b S_g (3.2.152)
bO bO
veya
2
L2 (3.2.153)
bO bO

durumlarini ortaya koyar.

Buradan

(@]

u, = —g(e‘”’f’t —e™) (3.2154)

3

oy

denklemi bulunur.

Not: t"e™', n> 0 formundaki terimleri sekiiler terim olarak adlandirtyoruz.

Eger 1.yaklasim yeterli olursa, bj= 0 (i >2) veci= 0 (i > 2) degerlerini
aliyoruz. (3.2.145), (3.2.146), (3.2.152) ve (3.2.153) bagintilarindan, b= 2, by =
-2, Co= 2 ve ¢, = -1 sabitleri tammlanir. Bu yizden (3.2.141) denklemine benzer
1.dereceden yaklasik ¢coziim elde edilir. Y Uksek dereceden yaklasimlar kolaylikla
bulunur. (3.2.149) denkleminde elde edilmis sonuclar yerine koyuldugunda, u,
icin asagidaki diferansiyel denklem bulunur;

u, +byu, + Cl‘%:)l(e‘”’f’t —e)+ %(1— e™)—c,+ %(;g(l— e™)(e™ -e™)=0

(3.2.155)
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Onceki prosedirdeki gibi, asagidaki u, deki sekiller terimleri yok edilmis
bagintiy1 elde ederiz:

2 3
_@ﬁo_bz_zc_g:o (3.2.156)
by by by
CoP, o _ (3.2.157)
b,

Eger 3.dereceden yaklasik ¢oziime gelmezsek b= 0 (i >3) veci=0 (i >
3) degerlerini aliyoruz. (3.2.145), (3.2.146), (3.2.152), (3.2.153), (3.2.156) ve
(3.2.157) bagintilarindan sabitler tanimlanir. Liao’nun  homotopi  analitik

metoduyla karsilastirildiginda Liao’nun érnegini [18] g6z 6niinde bulundururuz;

u(+2t*®) =0, u@©)=1 (3.2.158)
Problem gercgek bir coziime sahiptir.
u, (t)= 1 (3.2.159)
& 1+t2

Liao asagidaki sonsuz seriler ¢ozimi [18]nt el de eder.

u)=tim> [0 o, () (3.2.160)
burada
0, (n>m)
o, (h)=1(- h)”mf(m_r:_ kJ(m:_ljhk, (L< n<m) seklindedir.
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Formil indirgenmis halde kapal1 bir formda olur. Onceki 6rneklerdeki
gibi, (3.2.158) denklemini asagidaki formdaki gibi yeniden yazabiliriz.

uft)+0.u(t) + 2ptu’(t) = 0 (3.2.161)

Co6zumun ve katsayinin sifir oldugunu farzettigimizde (3.2.96) ve (3.2.97)
formlarindaki tammlanmis benzer formlar olusur. Paralel manipllasyondan,
asagidaki lineer denklemi elde ederiz:

ug +byu, =0, ug(0)=1, (3.2.162)

u; +by,u, +bu, + 2tuZ =0, u(0)=0 (3.2.163)
(3.2.162) denkleminin ¢dzimu

u, =e™ (3.2.164)

bicimindedir. (3.2.163) denkleminde uy’t yerine koydugumuzda asagidaki

denklem olusur.
u; +byu, +be™ +2te® =0 (3.2.165)

Eger u; gercek ¢ozim olursa, u; = 0 olur. Boyle bir durum sz konusu

olamayacagindan, bu ylzden
[ e™(be™ +2te™ )dt=0 (3.2.166)

denklemi kurulur, bdylece
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b2 re)-0 (3.2.167)
2, 902

sonucuna ulasir, burada I' bir gama fonksiyonudur. (3.2.166) denklemi te ™

teriminin yok edildigini belirtebilir, bunun sonucunda u,’i
u(t)= _I%(e-bot _e ) (3.2.168)
0
formunda yaklasik olarak cozebiliriz, eger 1l.dereceden yaklasim yeterliyse,
sabitlerini

b, = Z_f b, = _2_‘5 (3.2.169)

seklinde teshis ederiz. Bunun 1.dereceden yaklagimin:
U=Up+U, = e ¢ (e —e2) (3.2.170)
formunda yazabiliriz, burada by, (3.2.169)’dan tarmmlanir.

Ornek 10

+==0 (3.2.171)

denklemini g6z 6niinde bulunduralim, burada c verilmis bir manyetik cissm icin
sabittir. Baslangic kosullar1 u(0) = A ve u{0) = O0°dir. (3.2.171) denklemini
asagidaki formda yeniden yazariz:
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2
du, (i}u -0 (32.172)

dx?  \u?

u’nun katsayisi daima pozitiftir, bu yizden (3.2.172) denklemi bir oskilasyon
olarak tamumlanir. (3.2.172) denklemini ¢zecek olursak,

u’t?+cu=0 (3.2.173)
formunda yeniden yazariz. Asagidaki homotopiyi kurariz:
0.u”cutpu”u’=0 (3.2.173)

u gercek terimini O’la carparak yeniden buluruz. Farzedelim c¢ozimdeki, ¢

katsayisi, sifir ve U’ nun katsayisi asagidaki formlardaki gibi sirasiyla acilir:

U= Ug+purtplio+ ... (3.2.174)
C= o’ +patplast.... (3.2.175)
0 = 1+pby+p’bo+.... (3.2.176)

(3.2.174) ve (3.2.176) formlarim (3.2.173) denkleminde yerine koydugumuzda
asagidaki denklem olusur:

2
(1+ pb, +...)(u” + pu’ +...)+ [a) + pa, +...)(u + pu +)
torno ol AL (3.2.177)
" " 2_
+ p(uO + pu1+...)(u0 + pul+...) =0

p’nin ayni kuvvetlerinin toplam terimleri,

Ul +w’u, =0, (3.2.178)
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u/ +’u, +bul +au, +uiu* =0 (3.2.179)
denklemleridir.

(3.2.178) denkleminin ¢dzimu ug(x)=Acoswx’dir. (3.2.179)’da uy’1 basit

mani pulasyonla yerine koydugumuzda
" 2 2 3 2 2 l 3 .2
u +o°u —| be —a1+ZA @ Acoswx—ZA ®* cos3wx =0 (3.2.180)

denklemi bulunur. Sekller terimlerinin yok edilmes asagidaki denklemi

gerektirir:
bo® —a1+§A2 =0 (3.2.181)

Eger 1.dereceden yaklasik ¢cozim yeterliyse (3.2.175) ve (3.2.176)’dan
c= o’tay (3.2.182)
0= 1+ (3.2.183)
degerleri elde edilir. (3.2.181) ve (3.2.183) hirlikte ¢cozulduguinde

0 =2 VAT Z11547¢2 A (3.2.184)

V3

bulunur. Bunun gergek frekansi [1] asagidaki gibidir;

o = | Z cV2 At =1.2533¢2A (3.2.185)

T
* M27lc
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Burada % 7.8 gibi iyi bir dogruluk oram vardir. Homotopi kurmaya alternatif
yollar mevcuttur. (3.2.171) denklemini asagidaki formda yeniden yazariz:

1+ %u”u =0 (3.2.186)

(3.2.186)’nin her iki tarafim u’la carparsak,
" 1 "2
u +Eu u=0 (3.2.187)
denklemi elde edilir. Asagidaki formdaki gibi bir homotopi kurariz;

u”+0.u+€pu"2.u =0 (3.2.188)

Benzer olarak ¢ozimi ve ortadaki terimin katsayisi olan 0’1 asagidaki
formlarda agik olarak yazariz:

U= Ug+purtpils+.... (3.2.189)

0= o*+pat+past... (3.2.190)
Sonug olarak

U’ + U, =0 (3.2.191)

Uy + w?u, +a,u, + %ugzuo =0 (3.2.192)

denklemleri elde edilir. (3.2.191) denkleminin ¢dzimi up(X) = Acosa x olup bu

deger (3.2.192)’de yerine konuldugunda
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U+ o®u, + (ai + %w“AszCoswx + 4iw4A3 cos3wx =0 (3.2.193)
c c

denklemini verir. u;’deki sekiler terimlerin yok edilmes

3

a =——

2 o A? (3.2.194)

'yi gerektirir. Eger 1.dereceden yaklasik ¢Oziimde bu isi bitirirsek, (3.2.190)

denklemi

0=0" —ia)“A2 (3.2.195)
4c

haline donusr, bu (3.2.184) denkleminden elde ettigimiz sonugla aynidir.
3.3.Blasius Denklemi
2 boyutlu yar1 sonlu Falkner-Skan denklemi [19] su sekildedir;
74 off "+ plL- £2)=0, 1[0, +00] (3.3.)
f(0)=f'(0)=0ve f'(+o)=1 (3.3.2)

sinir kosullaryla burada Us n’ya bagli tirevi belirtir ve bu 7= yyU /v x
seklindedir ve f(;)’da, ¥ fonksiyonuna bagl: bir ifadedir ve f(7)="¥/vU,
iletemsil edilir.

U sonsuzdaki hizdir, v ise kinematik viskositi katsayisidir, x ve 'y ise 2

bagimsiz koordinattir.
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Homotopi pertirbasyon methodunun efektiflik ve uygunlugunu daha iyi

aciklamak icin, ilk olarak Blasius denklemini gdz 6ntinde bulundururuz:
" 1 n
f (77)+§ f(n)f"(n)=0, 1 €[0,+oo] (3.3.3)

Bu (3.3.2) denklemindeki simir kosullartyla aymdir. Sirasiyla Blasius denkleminin
bir pertirbasyon ¢6zUminu elde etmek igin (3.3.3) denkleminde sanal bir

parametre olan £’nu tammlayabiliriz:
n l ”
f +§8 ff"=0 (3.34)

Pertlrbasyon tekniginin geleneksel bir yolu uygulandiginda, ve
f"(0)= o oldugu farzedildiginde, asagidaki kuvvetler serisinin [19] formunda
(3.3.4) denkleminin ¢zimu elde edilir.

f(’?)=2 (—%} %nw, (3.3.5)
burada
1, (k=0 vek=1)
ket (3k-1 ‘
A ( N ]M_H, (k=2) ar

Bu ¢oziim (3.3.5) denkleminde sadece kiicik m icin gegerlidir. Homotopi
analiz metodundan, Liao benzer seriler c¢oziminden elde edilir,ou bitin

bolgelerde gegerlidir. Cozum asagidaki gibidir:
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f(ﬂ):n!ijlli ﬂ‘%} %ﬂm}@m,k(h), nel0+0),  -2<h<0

(3.3.6)

burada f"(0)= o dir. A Ustteki gibi tarmlanmustir ve @ p,

, (n>m
®,,(h)= (Oh)”r:Z; (m_T_kIm:_thk, (Isnsm)
L (n<0)

sekilde tammmlanir.

Matematik metodlarinin birgogu Blasius denklemlerinde basariyla test
edilebilir, lineer olmayan problemlerde kullamlir, bu gok basit gordlur, fakat
gorinen problemler gercekte basit olmazlar, bu yaklasik bir analitik ¢ozim
tarafindan arastirmast ¢cok zor olan bir seydir. Bu yuzden bu Blasius
denklemindeki analitik ¢ozimleri igin arastiran bilim adamlar1 ve mihendislerin

daimayararlarimin oldugu gorul ir. Asagidaki formda bir homotopi kurariz:
f"+bf"+ p(%f f"—bf”j:O (3.3.7)
burada b bilinmeyen bir sabittir.
Farzedelim ¢ozum p nin bir kuvvet serileri gibi yazilabilir:
f=f,+pf,+p°f, +.. (3.3.8)

(3.3.7) denkleminde (3.3.8)’i yerine koydugumuzda, f, ve fi icin asagidaki
denklemleri elde ederiz:
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frebfy =0 (3.3.9)
" 14 l n 14
4D £+ 2 0 ff b f7=0 (3.3.10)

f,(0)=f/(0)=0,  fy(+0)=1 ve  £(0)=f(0)=f(+x)=0  smr

kosullaridir. (3.3.9) denkleminin ¢ozimu

fo(7)=1- %(1— e™) (3.3.11)
bicimindedir. Simdi (3.3.10) denkleminde fo’1 yerine koydugumuzda

f1m+ b flﬂ_’_%(bn + e—b'l _ 2b2 _1k_bs — O (3312)

denklemini elde ederiz. (3.3.12)nin genel ¢ozimu asagidaki gibidir:

1 1 1 2 1
f=—se® ——n%e™ + (1——} e + (———jeb” +Ce™ +Dn+E
S a” 202 )7 b 20° 7
(3.3.13)
burada C, D ve E sabitleri asagidaki simir kosullarindan tanimlanmustir:
f, (O) = flr(o) = f1'(+ Oo) =0
i3+3_i3+c+5=o (3.3.14)
8° b 2b

1 +[1— ! j—(Z—iz)—bC+D:O (3.3.15)
2 2b
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D=0 (3.3.16)

Pertiirbasyon methodundaki sekiiller terimlerin yok edilmesi icin, ne®”

nun katsayisini sifira esitlememiz yani

1

57 =0 (3.3.17)

denklemi gerekir, sonuca bagli olarak b = 0.707 dir. Eger 1.dereceden yaklasik

¢OzUm yeterliyse,

1 1 1 2 1
f=f,+f=np-={1-e”)+—e?" -— 2eb’7+(———)eb’7+Ceb’7+E
o i =A b( ) 8° a0 b 20°

(3.3.18)
denklemi bulunur.

Blasius denkleminin yuksek dogruluktaki bir nimerik ¢ozumi Howarth
[20] tarafindan ispatlanmustir, bu kisi baslangic ezimini £ (0) = 0.332057 olarak
verir. Yaklasik baslangig egimi f"(0)=0.25/b=0.3536 iken, % 6.5 lik bagil
hata bulunur. Y Uksek dogruluktaki ¢ozimu elde etmek igin, sabiti p nin seris
seklinde de acabiliriz.

(3.3.7) denklemini asagidaki formdaki gibi yeniden yazariz:
4 14 1 " 14
f"+1.f"+ p(z ff"—f j:o, (3.3.19)

ortaterimin katsayisim da p nin serisi seklinde asagidaki gibi acariz.

1=b+pby+p’by+... (3.3.20)
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Bu ylizden agagidaki lineer denklemleri elde ederiz:

fOI!l+ bfoll — 0 (3.3.21)
m " 1 4 4

f b+ 2 o fs ~(b-hb)f/=0 (33.22)

f"+bf ) + %( fof/+ f,fg)—(b—b)f/ +b,f =0 (33.23)

Bir onceki prosedurdeki gibi f; ve f; kolayca ¢ozulebilir. f; deki ne'b” nin
katsayisint ve f, deki nze'b” nin katsayisim sifira esitleriz. Eger 2.dereceden
yaklasik ¢cozim yeterli ise, (3.2.20) denkleminde b=0 (k > 2) degerini ainz.
Sonug olarak b sabitini tammlarz. (o = 1)’de Fakner-Skan g6z Oninde
bulunduruldugunda, asagidaki formda bir homotopi kurariz:

£+ p(ff7—bf "+ g— fE12)=0 (3.3.24)
burada b bilinmeyen bir sabittir. fo ve f icin denklemler

Frbf/ =0 (3.3.25)
fy by fo £/ —bfg+ = " =0 (3.3.29)

seklinde olur, simir kosullar: ise asagidaki gibidir.

f,(0)= f;(0)=0, fy(+o)=1 ve f,(0)=f(0)= f/(+x)=0. Boylece (3.3.25)
denkleminin gozimii f,(7)=7n—(-e™)/b dur. (3.3.26) denkleminde fo"1

yerine koydugumuzda, asagidaki denklem elde edilir:
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£, bty (b + 7 b7 ~1)e ™ + f- pA-e™")* =0 (3.3.27)

(3.3.27) denkleminin ¢bzumu

1-8 1 5 5 ( 23 1] b (2 1+ﬂ] b -
ff=—Fe?"——pe"+|1-—-—=ne"+|————1e"+Ce"+Dn+E
1T g0 20" 0z b2 )’ b b 7
(3.3.28)
bigimindedir. Burada C, D ve E sabitleri f,(0)= f,(0)= f/(+o0)=0 sinur

kosullariyla tanimlanir.

C=-b’- %b(l— 58), D

0, E:_l‘f_(z_“fj_c (3.3.29)
® (b b

ifade ne™ katsayilarina gore diizenlenip bu katsayilar 0’a esitlenirse

28 1
1—F—F: 0 (3.3.30)
bulunur. Sonugta b= ,/1+ 205 (3.3.31)
elde edilir.
1.dereceden yaklasik ¢cozim

1 - 1-8 — 1 . 2 1 - -
f = fo+ flzn——(l—e bn)+—§e 2bry ——772e b7 + ——+—3ﬂ e b’7+Ce b7 +E
b 4b 2b b p

(3.3.32)

seklindedir. 1.mertebeden tirevi ise asagidaki gibidir.
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fr=1-e® - —lz_b'zg e — %ne‘b” + %nze‘b” - (2 - 1;2/3 )e‘b” —bCe™”

(3.3.33)

bu Ustel olarak 1’e yakinsar. Hartree [21] ve Stewartson [22] tarafindan ispat
edildigi gibi, Falkner-Skan denklemi (« = 1), 0 < <2 araigindatek bir ¢ozimii
vardir. Bunun da 1.mertebe tirevi Ustel olarak 1’e yakinsar. £70) icin analitik
formulasyonu asagidaki gibidir.

wey 3B+ 1438
f (o)_—2b YT YT (3.3.34)

Cizelge 3.3.1de Fakner-Skan icin f"(0) n analitik yaklasimlarimn
karsilastirilmasi asagida sayisal sonuclarla verilmistir.
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Cizelge3.1.1.
White’in Nimerik | (3.3.34) Denk. icin

B Sonuglar: [23] 1. Mertebe C6zUm Bazil Hata

2 1.6872 1.5652 %7.2
16 1.5215 14151 %7.0
12 1.3357 12474 %06.6
1.0 1.2326 1.1547 %6.3
0.8 1.1203 1.0543 %05.9
0.6 0.9958 0.9439 %05.2
05 0.9277 0.8839 %4.7
04 0.8544 0.8199 %4.0
0.3 0.7748 0.7510 %3.1
0.2 0.6867 0.6761 %1.5
0.1 0.5870 0.5934 %1.1

0 0.4696 0.5000 %06.5

3.4.Homotopi Perturbasyon Metodu ve Varyasyonel Metodun Cift Metodu

Bu bolumde ylksek dereceden yaklasik ¢ozimleri

bulmak

icin

varyasyond yaklasimlar: tanitacagiz. Bir klasik 6rnek gibi, iyi bilinen Duffing

denklemini g6z 6ninde bulunduralim.
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u"+u+eu® =0, u(0) = A, u'(0)=0 (3.4.1)

Asagidaki homotopiyi kurariz.

U+ o+ pll-0®Ju+eau®]=0 (34.2)
Benzer olarak
uy +w’u, =0, u(0)=A,  uj(0)=0 (3.4.3)

u +o’u, + (1— (02).10 +eud =0, u(0)=0, w(0)=0 (3.4.4)

denklemlerini elde ederiz. (3.4.3) denkleminin ¢ozUml up = Acoswt olup, burada

®, Ug igin varyasyonel formilasyonundan tanimlanabilir, bu
1, 1,5, 2 3 _
Iu)=[ -Su e + -0 gy, + ey, (dt,  T=2dw (3.4.5)

seklinde okunur. Dahaiyi tammlanmus prosediirde, ¢ok basit deneme fonksiyonu
Segeriz:

u, = B(cosot — cos3mt) (3.4.6)

(3.4.5) fonksiyonelinde u; yerine koyuldugunda

J(B,w)= 2—”[— 2B2w? — X AB(0? ~1)+ lgASBj (3.4.7)
@ 2 4
sonucu elde edilir.
o _q ve 9 _y (3.4.8)

ﬁ_ ow
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degerlerindenise

B=0 ve = "1+ %gA2 (34.9

Bulunur. Boylece 1.dereceden yaklasik ¢ozim
1 .
u= Acos(,[1+ EgA )t (3.4.10)

seklinde elde edilir.
Y aklasik periyot asagidaki gibi verilmistir:

To__ 27 (3.4.11)

V1+0.5:A2
Kuguk € igin, bizim sonucumuzun dogrulugu pertlrbasyon teoris
tarafindan elde edilenden bagil hatadan daha dusUktir. Fakat bu daha onceki

varyasyonel yaklasimdan elde edildi, burada bu bitin ¢6zim tammlar: igin
gecerlidir, 6rnegin 0< g <oo. Eger ¢ »> o giderse asagidaki denklemi elde ederiz:

eX
E>0 T V/a

lim—= = N2 4168575 =1.19 (3.4.12)
—0.5sin? x 4

T. 2J05 f/z dx 2405
N

e — oo’a giderken % 16 lik bagil hata, (3.4.6) denklemi icin kullamlan basit
deneme fonksiyonuna gore gergekten de iyi bir yaklasim elde ettigimizi gosterir.

l.dereceden yaklasik c¢oOzimin dogrulugu eger asagidaki deneme
fonksiyonunu segersek daha da gelisir:
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u; = B; coswt+ Bzcos3wt + (1-B;-Bs)cosbax (3.4.13)
olur. (3.4.5)’te (3.4.13)’li yerine yazilirsa asagidaki sonuca ulasiriz:

2 1 1
3(B).By.0)- f{— 28202 ~61- B, - By 02 + EABl(l— o) :—835A381 +§gA3B3}
(3.4.14)

(3.4.14)’Un durgun olma sarti

N Yy e H_g (3.4.15)
2B, 2B, o0

durumlarini gerektirir. Bu durumda:

12(1- B, - B, )w? +%A(1— w2)+ggA3 =0 (3.4.16)

~4B,0° +12(1- B, - B, )0® + %gA‘* =0 (3.4.17)

-2B}0w’ -6(-B, - B,) 0’ _%ABl(1+ a)z)_:_;gAsBl _%5'5‘383 =0 (3.4.18)

denklemleri bulunur.

Hesaplamalar, bilgisayarda Maple veya Reduce gibi sembolik
hesaplamalarin yardimiyla elde edilir ve burada kapali olmayan ifadeler
yazilmamistir. Varyasyonel yaklasim deneme fonksiyonunun serbest bir
secimiyle bizim daha iyi ¢bzim elde etmemizi saglar ve bize frekans ve genlik
arasindaki bagintilarin bilgisini verir. Asagidaki simir deger problemini goz

ontinde bulunduralim:
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u”u+2u’= 0, u(0) = 1, u(e0) = 0 (3.4.19)

Denklemde kapali olmayan veya asikar kicuk parametreler yoktur. Asagidaki

homotopiyi kurariz
u" - o’u+ pllo® -u+2u|=0 (3.4.20)

(3.2.20) denkleminin ¢ozimini, (3.2.11) denklemindeki gibi p nin kuvvet

serilerinin formunda bulmaya calisicaz. Sadece up ve u; icin denklemler yazilirsa:
Up—@ U, =0, ug(0) = 1, Ug(e0) = 0 (3.4.21)
W -0 +(0° -1, +203=0  u(0)=0, w()=0 (3422
bulunur.

Eger up gercek ¢6zUm olursa, u; tamamen yok olur. Homotopi pertlirbasyon
metodunda, Up (3.4.19) denkleminin yaklasik bir ¢ozUmudir, bu bttin
gozimlerin tamm kimesi icin gegerlidir, bu yiizden (a)z —l)u0 +2u? daha kiigiik

terime ulasir. o sabitini tammlamak icin,ifadeyi minimize edelim:
[ Al@? -2, + 203} dt — min. (3.4.23)
Burada varyasyonel yaklasim kullaniriz.

Iu,)= f {——U-Z —%wzuf + (co2 —1)u1u0 + 2u§ul}dt (3.4.24)

Yukarida u; ihmal edilecek kadar kicUk bir degerdir. Bu ylzden asagidaki

formda deneme fonksiyonu seceriz.
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u, == Ble — ) (3.4.25)

Burada B kucuk degerli bir sabittir. Daha fazla genellestirmek icin, u; asagidaki
formdaifade edilebilir.

u =Y B,, e (3.4.26)
n=0

Burada Byn+1’ler bilinmeyen sabitlerdir. Simr kosullarinin uy(0) = 0 ve up(e) = 0

olmasindan dolay1, bir sonraki bagintiy: elde ederiz.

Z By =0 (3.4.27)

n=0

(3.4.26)’y1 (3.4.24)’de yerine koyarak w’nin ve Ban+a’nin fonksiyonlarim elde
ederiz. Bu fonksiyon asagidaki gibidir.

J(@,B,,,) =0 (3.4.28)

C06zUm prosedirti ¢cok basittir ve bazi matematiksel yazilimlarla tamamlanir. En

sonunda 1. derece ¢bzimui p = 1’i kurarak elde ederiz.

U=Uy+U =€+ B, e (3.4.29)
n=0

yazilir.
Vibro-etkili yonteminin modelleme 6rnegini inceleyelim.

u4 eu'=0, n=3,5,7...0 (3.4.30)
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Burada sinir kosullari u(0) = 0 ve u{0)=1 olur. Burada homotopi olusturulacak

olursa:
U o’u = p(o’v-eV) (3.4.31)

Benzer manipulasyonla, asagidaki denklem elde edilir.

_ e(n+1)!

0= |—5 - , (3.4.32)
2 (+ D (n+ D)

Bu bitun € > 0’lar icin gecerlidir.
3.5.Thomas-Fermi Denklemleri

Matematiksel fizikte o©nemli goreve sahip olan, Thomas Fermi

denklemlerini g6z éniinde bulunduralim. [24,25,26]
u1x) = x*2u¥, u(0) = 1, u(e0) = 0 (3.5.1)

Bu problem agir atomlardaki etkili c¢ekirdek yikinin modelini kurmak icin
gelistirilmistir.

Atom numarast z’nin notdr atomu igin olan enerji (atomik birimlerdeki enerji)

asagidaki gibidir:

2/3
E — 9(1} Z7/3u!(0)

7\ 3

Bu ylUzden u'(0)’1n potansiyelinin baslangic egimi icin yiksek dogruluk degeri
aciklamak 6nemlidir.
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Bu problemin varyasyonel yaklasim ispati [27]’de verilmektedir:

J(u):f [%u’2+§x‘”2u5’2jdx (35.2)

u = e™1+cx+cxé+...) formunda deneme fonksiyonunu secebiliriz. Burada
¢’ler, daha sonra Ritz methoduyla hesaplanacak olan bilinmeyen sabitlerdir.
1.mertebe yaklasim,baslangi¢ egiminin[27], % 7.8 dogruluguyla sonuglanir.

f metodu [24], Thomas-Fermi denklemlerini ¢bzmek icin gosterildi. f metodunun
temel fikri, Thomas-Fermi denkleminin sag tarafini, f parametresini igeren bir

tanesiyle degistirmektir. Y ani
ux) = u**o?° (3.5.3)
C0Ozumin, &’ya gore kuvvet serisine agilmis olacag: varsayilir.
U= Ugt SUp+ St ... (3.5.4)
Bu, sirayla u, icin lineer denklemlerin bir kiimesini olusturur:
up—u, =0

uy —u, = Uy/n(u, / x)

uy —u, = u, +u,/n(u, / x)+%u0£n2(u0 / x)

Bu denklemlerin baglantili str kosullars; up(0 )= 1, ug(o0) = 0 ve un(0) = un(o0) =

0, n>1licinolur.
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n > 1’de uy’i ¢cbzmek ic¢in, baz1 benzer olmayan fonksiyonlara, ihtiya¢ duyariz. Bu

ylzden, bu methodu ilerletmede bazi zorluklarla karsilasabiliriz.

Ref[28]’deki parametre ile probleme diger bir yaklasim Oneririz. Bu durum
Bo6lUum 5.2°de de gortlebilir. Bundan dolayi, problemi ¢dzmek igin homotopi

pertiirbasyon metoduna basvururuz.
u"(x)-0u = px2u®? (3.5.5)

¢ozUmin ve 0 katsayisinin asagidaki formlarda ifade edilmis olabilecegini

varsayalim.
U= Ugtpustpilot... (3.5.6)
0= f+partpast... (3.5.7)

Basit bir islemle, asagidaki denklemleri elde ederiz.

us— %, =0 (3.5.8)

u", (x)- Bu, = x 2% +au, (3.5.9)
" 2 3 -1/2,,1/2

uy(x)—- B%u, = > XU + 3, + Ay, (3.5.10)

Bu denklemlerin birlestirilmis simr kosullari; ug(0) = 1, up(e0) = 0 ve uy(0) =

Un(e0) =0, n>1 iginolur.

Denklem (3.5.8)’in ¢bzimii up= €”*dir. u}, 1(3.5.9) denkleminde yerine koyarak

asagidaki denklemi elde ederiz.
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uy(x)— B2u, = x 2 4 g7 (3.5.11)

Onceki 6rnekler gibi, asagidaki denklemi,

f (x’l’ 2g3ap aie’ﬁ'x)e’ﬁxdx: 0 (3.5.12)
2 a
yada /5ﬂ W )+2ﬁ 0 (35.13)

denklemlerini olustururuz.
Eger 1.mertebeden yaklasim yeterli ise, daha sonra (3.5.7) ve (3.5.13)’ten
asagidaki denklemi elde edilir.

b= (%”j -1.713 (3.5.14)

O mertebe yaklasik ¢oziim agagidaki gibi olur.
U, =e "™ (3.5.15)

Thomas-Fermi denkleminin bir yiksek dogrulukta sayisal ¢6zUmu, baslangi¢
egimini [26] veren Kobayashi et. al. tarafindan saglanmustir.

u’,..(0)=-1.5880710 (3.5.16)

exac

Coziminin T, (0) = 1.713° gosterdiginde, % 7.8 dogruluk ok iyidir.

[24]’te belirtilmis olan u;’i ¢Ozmek igin mertebe indirgeme methodunu
kullanabiliriz. Bundan dolayr U;’in yaklasik ¢ozUmini arastirmak igin
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varyasyonedl metodu kullammyoruz. (3.5.9) ve (3.5.10) icin varyasyonel
formulleme; asagidaki sekilde olur.

3
3 ()= %uﬁ%ﬁzuﬁ[x-ﬂze 2 _ ,Bze‘[”jul}dx (3.5.17)
J,(u )—f 1u’2+1,6’2u2+ Sxvay2y 1 au +au, |u, bdx (3.5.18)
2\M2/) 2 1 2 1 2 0 1 20 al 1 2 T

En basit formda deneme fonksiyonu
u, = A, (e” —e?¥) (35.19)
u, = 1,(e” —e ) (3.5.20)
biciminde ifade ederiz.

(3.5.19)’u (3.5.17)’de yerine koyarak c0i/cd; = O’i olusturarak bilinmeyen sabit
d:’i belirleyebiliriz. Benzer sekilde bilinmeyen sabit d,, daha sonra hesaplanacak
olan &,/ &,=0"dan bulunur.

3.6.Bifurkasyon

Bu bdlimde,Lineer olmayan denklemlerin bir cesidi, Bifurkasyon egrileri
icin, arastirma yapmada homotopi pertlirbasyon metoduna basvuracag: uzaydaki,
Duffing oskulatorlerini inceleyelim.

u”+ &(U-Au®) =0, u(0)=u(z) =0, uz2)=1, e>0 (36.1)
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Herhangi bir € > 0 icin, yukaridaki denklem u(t) = 0 asikar ¢bzime sahiptir. €’nun
bazi degerleri icin bir asikar olmayan ¢6zum var oldugunda, iyi bilinen basit

bifurkasyon meydana gelir.

Geleneksel pertlrbasyon metodu asagidaki denklemi tammlamustir.

A= 12‘/%1 , e>1 (3.6.2)

Bu denklem sadece €’nun ¢ok kiguk degerleri icin gegerlidir.
Homotopi perttirbasyona gore, bir sonraki basit homotopiyi kurariz:
U e.Uu-epA2u’= 0 (3.6.3)

COzUmilin ve u’nun katsayisi €’nun p’ye gore kuvvet serilerine agilabilecegini

varsayarz.
U= Up+ pui+ pou+... (3.6.4)
= o + poy+ pPwat... (3.6.5)

(3.6.4) ve (3.6.5)’i (3.6.3)’de yerine koyarak ve p’nin kuvveti olan terimleri
esitlenerek, lineer denklemlerin bir serilerini elde edebiliriz ve sadece ilk iki

lineer denklemi yazariz:
us +w’u, =0 () = (/7)) =0, u(m2)=1 (3.6.6)
u/ + o%u, + ou, —eA’ud =0, u,(0)=u,(7)=0, u(7z/2)=0 (3.6.7)

Denklem (3.6.6)’nin genel ¢6zUmU; ave b’nin sabit oldugu
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Uo(t) = acosawt + bsinat (3.6.8)
dir.

Uo(0) = uo() = O sinir kosullarina ve ek kosul ug(7/2) = 1’e ek olarak, a=1, b=

Ovew = 1’i elde ederiz. Bu yuzden up’in ¢ozUmi:
Up = Sint (3.6.9)
bicimindedir.

Up’1 denklem (3.6.7)’de yerine koyarak, u; icin bir diferansiyel denklem elde

ederiz.
u/+u, + @, Sint—eA’sin’t =0 (3.6.10)

yada
, 3 o). 1 5.
Uy +Uu, + wl—ZgA smt—ZgA sn3=0 (3.6.11)
u;’de sekiler terimi yok etme, asagidaki denklemi gerektirir.
3

o= A (3.6.12)

Sinir kosullart ui(0) = uy(n) = 0 ve ek kosul ui(#2) = 01 gbz Oniinde
bulundurdugumuzda, (3.6.11)’in ¢ozUmU asagidaki gibi olur.

u, :—3—125A2(sin3t+sint) (3.6.13)
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Bu ylizden, asagidaki 1.derece yaklasik ¢ozimleri elde ederiz.

u=u0+u1=sint—3—125A2(sin3t+sint) (3.6.14)

ve =1+ %gAZ (3.6.15)

¢ > 0 oldugu icin yukaridaki denklemin ¢ < 1 oldugunda ¢ozimiu yoktur. Bununla
birlikte e > 1 oldugunda denklem (3.6.15) asagidaki ¢bzume sahiptir.

Amt2 it (3.6.16)

NEA

Bu ytizden, iyi bilinen basit bifurkasyon € = 1’de meydana gelir. Burada bulunan
¢OzUm Liao[29] tarafindan bulunan sonucla aymdir. Bu teknolojiye, gelecek
bolimde gbrecegimiz, bazi lineer olmayan dalga denklemlerinin
bifurkasyonlarin arastirmak icin basvuracagiz.

3.7.Dalga Denklemleri

Bu bodlimde, lineer olmayan daga denklemleri icin homotopi
pertirbasyon methoduna nasil bagvuracagimizi gostermek icin bazi 6rnekler
verecegiz. Drinfeld-Sokolow-Wilson ciftinin dalga denklemini [31,32] g0z

onunde bulunduralim:
u, +3vyv, =0 (3.7.1)
u, +2v,, +2uv, +uv =0 (3.7.2)

Bunun hareketli dalga ¢oziimunt, asagidaki formdaifade ederiz.
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u(xt)=U(&), v(x,t)=v(&), &=kx+ct (3.7.3)

(3.7.3)’0(3.7.1) ve (3.7.2)’de yerine koydugumuzda asagidaki gibi sonug aliriz.
3.2
cu+5kv =0 (3.7.4)

cv' +2k%" +2kuv' +ku'v =0 (3.7.5)
Burada Us, € yonlu diferansiyeli gosterir.

(3.7.4) ve (3.7.5)’den, kolaycav icin diferansiyel denklem bulabiliriz:

C 3
V'4—v—-——v"=0 (3.7.6)
Denklem (3.7.6) icin homotopi pertiirbasyon methoduna basvurur ve

s, C 1
1% +%V—a pV3 =0 pE[O,l] (377)

formunda bir homotopi kurariz.

Denklem (3.7.7)’nin ¢6zUmUndn, p’nin bir seris ile ifade edilebilecegini

varsayarz.
Vy =V, + PV, + PV, + (3.7.8)

Ayrica, lineer terimlerin katsayisi p’nin serilerine asagidaki gibi agilabilir.

% =0’ + po,+ PP, +... (3.7.9
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(3.7.8) ve (3.7.9) denklemlerini, (3.7.7)’de yerine koymak ve p’nin benzer

kuvvetlerinin katsayilarim esitlemek lineer denklemlerin serisini verir:
vi+o’v, =0 (3.7.10)
" 2 1 3
v+ o v, +ov, —&vo =0 (3.7.11)

(3.7.10) denklemini ¢bzerek, asagidaki denklemi elde ederiz.
1o = Acoswe (3.7.12)

(3.7.12)’yi (3.7.11)’de yerine koyma, asagidaki gibi sonuglanir.

y ) 3A? A
Vi ++ov,+| o — 2k Acoswé —Ecos&og =0 (3.7.13)

3
Burada o, - 3A
4ck

=0 olmadig1 taktirde, (3.7.13)’Un tim c¢ozimlerinin bir
sekiler terimi icerdigine dikkat edilmelidir.
Boylece;

3N
Y 4ck

(3.7.14)

‘e gerek duyariz ve (3.7.13) denklemlerinden cosw& teriminin hepsini birlikte
ekleriz.

Bu nedenle, (3.7.13) denklemi asagidaki hale gelir.
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3

Vit oy, - %0033@5 -0 (3.7.15)

(3.7.14) Un ¢dzUimi asagidaki gibi olur.

3

A
= ———(c0s3wé& — cos 3.7.16

Eger 1.mertebe yaklasik ¢cozim yeterli ise, (3.7.8) ve (3.7.9)’dap = 1 yazarak,

3

A
V=V, +V, = Acoswé - ok (cos3wé — coswé) (3.7.17)
2
ve S o2 3R (3.7.18)
2k 4ck

denklemlerini elde ederiz.

Asagidaki formda (3.7.17)’yi yeniden yazalim.

2
w? = 2—; - iﬁk (3.7.19)

® > 0 oldugundan, yukaridaki denklemin ¢ < 1.22kA’da ¢ozUmu yoktur. Bununla

birlikte c > 1.22kA oldugunda (3.7.19)’un ¢dzimu asagidaki gibi olur.

2
o= ‘/%— iﬁk (3.7.20)

Bu yuzden iyi bilinen bifirkasyon ¢ = 1.22kA’da olusur. Simdi (3.7.6) icin bir

varyasyonel ilkeyi hesaplariz. [Varyasyond ilkeler, problemin ¢6ziminin
dogalinda fiziksel gorunis saglarlar.]
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Y ari-ters metoduyla, asagidaki denklemi elde ederiz.

J(V): I {—%v’z +%v2 —4—i'l(v4}d§ (3.7.21)

Eger (3.7.6) icin periyot ¢0zUm arastirmak istersek sonra (3.7.21) enerji

integralinden v & > 0 igin, 4—E3v2—4—1kv4 potansiyelinin pozitif olmasin
c

gerektirir. Bu yuzden A’ askulatorin argumenti oldugu orijin ¢evresinde bir

oskUlator sadece ¢ > kA ise meydana gelir.

Y ukarida belirtilmis olan homotopi pertirbasyonu methoduyla bulunan sonucu
cok yakin olan bifurkasyon ¢ = kA iken meydana gelir. Simdi,

+ U, =0 (3.7.22)

U, + SUX+ aquux + Su oy

XXX

seklinde olan, lineer olmayan, Rossby dalgalar [32] icin, Zakharov-kuznetsov

denklemini g6z 6ninde bulunduralim.
Bir sonraki koordinat sisteminde;

u(x, y,t)=u(&), E=kx+ly—ct (3.7.23)
bunun hareketli dalga ¢ozUmUnl arastirirz.

Burada c acisal frekans, k ve 1 sirasiyla x ve y dogrultusunda dalga numaralaridir.
(3.7.23)’11 (3.7.22)’de yerine koyarak,

y c—dk ok
T T u+ 5 + <) pu’=c (3.7.24)
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denklemini elde ederiz. Simdi asagidaki homotopiyi kurariz,

C_d‘( OCk 2
" u us=c 3.7.25
PR3+ pke? +2(ﬂk3+jk€2)p ( )

ve (3.7.25)’e periyodik ¢ozUmuinun, p’nin bir kuvvet serisi seklinde yazilmis

olabilecegini varsayariz:
U= U, + pu, + p°u, +... (3.7.26)

(3.7.25)’in sag yamndaki lineer terimin katsayisini ve ¢ sabitini p’nin serilerine

acabiliriz.
c—-dk
—m = a)2 + P, + pza)z +... (3727)
c = pcy +p’cat... (3.7.28)

(3.7.26), (3.7.27) ve (3.7.28)’i (3.7.25)’te yerine koyma ve p’nin aym kuvvetli
terimlerini toplayarak ¢cozmek icin asagidaki homojen olmayan lineer denklemleri
elde ederiz:

us+w’u, =0 (3.7.29)
"+ 0 ak 2_¢, =0 3.7.30
u +ao u1+w1u°+2,8k3+7k€2 us—¢ = (3.7.30)

" ak
u; + ou, + @,uU; + @,u, +(m)uoul -c,=0 (3.7.31)

Denklem (3.7.29) up = Acoswg ¢ozimune sahiptir. Eger bu sonucu (3.7.30)’de
yerine koyarsak, u; icin asagidaki denklemi elde ederiz.
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akA? akA?
T oy 08208 + oo
4K+ 9K 7) 4(LK” + 9K %)

U, +©°U, + o, Acoswé + ~-¢, =0 (3.7.32

up’deki sekuler terimleri yok etmek asagidaki denklemleri gerektirir.
=0 (3.7.33)

akA?

3 2 (3.7.34)
APK™ + ke

01:

Bdylece denklem (3.7.32) asagidaki hale gelir.

2

U + U, + aﬂ‘j‘ff_choszwg oy (3.7.35)

Bu denklemin 6zel ¢oziimi asagidaki gibi olur.

akA?

u, = 1207 (ﬂk3 K )0052w§ (3.7.36)

Eger yukaridaki sonuglari (3.7.21)’de yerine koyup diizenlersek

a2k2A3
240% (B3 + ke? )

a’k?A?
+
2402 (K3 + k12

" 2
U, + @°U, +| o,

)2 JAcosa)f + >C0s3we —C, =0

(3.7.37)

olur. Tekrar, uy’de sekiler terimleri yok etmek asagidaki denklemleri gerektirir.

21,2 A2
o, ——— KA _ (3.7.38)
240 (B3 + kt? )

ve c;=0 (3.7.39)
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Eger 2.derece yaklasik ¢ozimde durursak, p = 1’i (3.2.27) ve (3.7.28)’de

olusturarak, asagidaki denklemleri elde ederiz.

S SRS
PEHKE T 2802 (BK + kP f

akA?

ve c= W
(3.7.40)’dan o kolayca ¢ozulebilir.
Degasperis-Procosi denklemini [33] gbz 6éniinde bulunduralim.
U, — Uy, +4uu, =3u,uU, +Uuu,
u(x.t) = u(e), € = x-kt, denklem (3.7.42), c’nin integral sabiti oldugu

u"—u+gu2—lu’z—lu.u”+c:0
k k

denklemi haline gelir. Onceki 6rnekteki gibi,
U=u,+ pu, + p°u, +...
~1=0’ + po, + p*w, + ...

c= pc; + peCat...

oldugunu varsayariz.

(3.7.40)

(3.7.41)

(3.7.42)

(3.7.43)

(3.7.44)

(3.7.45)

(3.7.46)

Y ukaridaki denklemleri: (3.7.44) ~ (3.7.46), (3.7.43)’te yerine koyarak, asagidaki

denklemleri elde ederiz.
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us +w’u, =0 (3.7.47)
uy + o’u, + o, +Eu§ —%ugf —%uoug +¢, =0 (3.7.48)
Uy + @°U, + o,U, + o,U, +%U0Ul —Eugui —%(UOU'1+U1U(’,’ )+¢,=0 (3.7.49)

(3.7.47) denklemi ug=Acoswe ¢OzUmine sahiptir. Eger bu ¢ozim (3.7.48) de
yerine koyulursa, u; icin asagidaki denklemleri elde ederiz:

uy + o’u, + o, +EA2 cos’ wé —%Aza)zsin2 & +%Aza)2 cos’ wé+¢, =0

(3.7.50)
Sekiler terimlerinin yok edilmesi, asagidaki denklemleri gerektirir.
=0 (3.7.51)
1.2
C = _EA (3.7.52)
(3.7.50)’nin 6zel ¢cbzim; asagidaki gibi olur.
U =2 AL+ 0?)cos20e (3.7.53)
3kaw?

Y ukaridaki sonuclari, (3.7.49)’da yerine koyarak, bazi basitlestirmelerden sonra,
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, 2 L oa2(,,2) 2
Uug+o Uy + Aoy +— + o 5 - coswé
3k ®

1 3 2 2
+—FA l+o 3+—5 |cos3wé +¢c5 =0
2 2 2
3k ®

(3.7.54)

haline gelir.

Tekrar, sekuler terimlerinin yok edilmesi, asagidaki denklemleri verir.

1 2
®, = —¥A2(1+ wz{?—lj (3.7.55)

ve
=0 (3.7.56)

Eger 2.yaklasimda durursak, sonra p = 1’de kurarak, asagidaki denklemleri elde

ederiz.

1 2
_1=? —yA2(1+ a)sz—lj (3.7.57)

ve
1.
c=—7A (3.7.58)

Periyodik ¢oziim sadece »® > 0 ise mevcuttur, bifurkasyon o® = 0 oldugunda

meydana gelir.

Lineer olmayan kibik Schrédinger denklemini [34] inceleyelim.
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iu, +u, —ulul®>=0 (3.7.59)

(3.7.59)’un bir duragan (O gruplu hiz) soliton, ¢ézimunun fonksiyon f ve sabit
o’nin daha sonra hesaplanacak oldugu,asagidaki forma sahip oldugunu

varsayarz:
u(xt)= f(x)e“ (3.7.60)

Uzerine (3.7.60) i (3.7.59)’da yerine koyarak ve Ustel terimleri yok ederek
asagidaki denklemlerini elde ederiz.

—w.f(x)+ f"(x)- f3(x)=0 (3.7.61)
yada f"—of —f%=0 (3.7.62)
Asagidaki formda bir homotopi kurariz:
f"—of —pf®=0 (3.7.63)
Eger periyodik ¢cozimi arastirmak istersek; -o sabitini asagidaki formda agariz.
—0=Q%+pa, +.. (3.7.64)
fo vefs icin diferansiyel denklemler asagidakiler gibi elde edilebilir:
fr+Q%*f,=0,, f,(0)= A, f,(0)=0 (3.7.65)
£+ Q% f, +af,—f2=0 , f(0)=0 f(0)=0 (3.7.66)

Asagidaki denklemi elde etmek oldukga kolaydir,
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Q? = —a)—%AZ (3.7.67)

Bu yiizden ¢coziim sadece © < -3A%4 oldugu zaman vardir. » > -3A%4oldugu
taktirde periyodik ¢ozim var olmaz. Bu kosul altinda, o sabitini, (3.7.63)’de,
asagidaki formda acariz.

w= a’part... (3.7.68)
fo vefy icin diferansiyel denklemleri elde ederiz.

f/-a*f, =0 (3.7.69)

f/-a*f, +a,f, -, =0 (3.7.70)

f’in stnirlandigint varsayariz, sonra (3.7.69)’un ¢ozUmuinu asagidaki gibi ifade

ederiz
f,=De™ (3.7.71).

Eger (3.7.71) kesin ¢Ozim ise, f1 = O olur. Lineer olmayan denklemler igin bu
kosul meydana gelmeyecektir. Buna ragmen vyaklasik olarak, Galerkin
methoduyla; asagidaki denklemi olusturacak, kosulu yerine getirmek gerekir.

[ (afo-f)e=dk=0 (37.72)

oskulatorli denklemleri ¢ozmek igin sekiuler terimleri yok etme gerekliligi
gercekten de Galerkin teknolojisini kullanir.

(3.7.72)’den kolayca asagidaki ¢cozUmu elde ederiz.
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a - % D? (3.7.73)
f, icin tam sonug bir gereklilik degildir. Aslinda, (3.7.72) x"€® (n > 0) gibi
terimler gerektirmez, bu yuzden;

f,=cle™-e™) (3.7.74)
oldugunu varsayabiliriz.

(3.7.74)’0 (3.7.70) de yerine koyma, asagidaki rezidualle sonuclanr.

R(x)= f7- a’ fp+aqgfo - f03 = C(aze_ax _9aZe 3 )‘ aZC(e_aX - e_3ax)+ aDe & - p3e 3

(3.7.75)

R(0)=0i yerlestirerek, (3.7.74)’deki ¢ sabiti bulunabilir. 1.derece yaklasik

¢6zimde dururuz, bu;
2 1 2
—w=-a +ED (3.7.76)

‘yi gerektirir.

&> 0 icin, periyodik olmayan ¢ézimiin kosulu, ©+DA2 > 0’dir. Y ukarida elde
edilmis o > -3A%4 kosulu ile birlestirerek, yaklasik olarak bifurkasyon noktasin
ve bifurkasyon gerekliligini saptayabiliriz.

Son 6rnekteki gibi,Burgers denklemini inceleyelim:

(3.7.77)

U, +auu, =nu

XX
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u (xt) = u (&), € = x-ct donusimu ile denklem (3.7.77), (siralama) diferansiyel

denklemine donusur: (Usler €’na gore turev anlamina gelir.)

Eger soliton ¢ozUmu arastirmak icinse, asagidaki formda homotopi kurariz:

nu"+cu'—puu'=0

C06zUm ve c sabitini p’nin kuvvet serilerine agarak,
U= Uptpuy + Pz + ...
C= Co+ pcy+ pCot...

elde ederiz.

fo vefyicin asagidaki diferansiyel denklemi elde ederiz:

" !
nug +CoUy =0
" ! ’ ’
nu; + CyU; + €Uy —au,u; =0

(3.7.82)’nin genel ¢cozUmU asagidaki gibi olur:

U, =C+ Dexp(—&gj
n

(3.7.84)’01 (3.7.83)’de yerine yazarsak;

c,c,D ac,D C
nuy + cyu; ——= exp(—— j+—°exp(——°gj(c+ Dexp(
n n n n

(3.7.79)

(3.7.80)

(3.7.81)

(3.7.82)

(3.7.83)

(3.7.84)

)

(3.7.85)
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bulunur. Bunu da basitlestirerek asagidaki denklemi elde ederiz.

2
U+ U, ——c1 ac exp( 05] ac,D p(—ﬁgjzo (3.7.86)
n

Burada £ exp (-Co&l/ n)’in terimlerini yok etmek asagidaki denklemi gerektirir.
c; = aC. (3.7.87)

(3.7.87) degeri, (3.7.86)’da yerine yazilirsa.

2
__aDn {exp(— ﬁgj - exp(— &gﬂ (3.7.88)
2con —4 n n

elde edilir. Boylece 1.derece yaklasik ¢ozUm, asagidaki sekildedir:

2
u:uo+u1:c+Dexp(—&gj+ abr {exp(—ﬁg]—exp(—&gﬂ
] 2Cy17 — 4 " "

(3.7.89)

1

Burada
€ =coC degeri (3.7.89) denkleminde yerine yazilirsa

(2.6)’da gosterilmis olan Ustel Padé teknolojisi ile asagidaki soliton ¢dzimu

C+ Aexp(— (;7_0()(_ ct)J

w0 1+ Bexp(—%(x—ct)}

elde edilirlir.

(3.7.90)
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Burada A ve B asagidaki kosullardan tanimlanabilir:

aD’p
2c,n—4

A-B=D-

(3.7.91)

aD’n

AB=—
2c,n—4

(3.7.92)

(3.7.91) ve (3.7.92) denklemlerinden A ve B kolayca bulunabilir.
3.8. Jakobi Eliptik Denklemlerinin Periyodik ¢6zimu
Jakaobi Eliptik denklemini gbz 6ntinde bulunduralim:
u'> =a+bu®+cu’. (a bvesabit) (3.8.1)

Bu ¢esit denklemler, lineer olmayan dalga denklemlerinde ¢ok calisildi. Denklem

(3.8.1)’int’ye gore diferansiyelini alarak;

2u'u” = 2buu’ + 4cu’u’ (3.8.2)
denklemini, ya da daha dabasitlestirerek,

u’-bu—4cu*=0 (3.8.3)
denklemini elde ederiz.

Homotopi perturbasyon methoduna basvurmak icin, asagidaki basit homotopiyi

kurariz,

u”-bu—4cpu®= 0 , pe [0,] (3.8.4)
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Homotopi parametresi p her zaman 0’dan birim elemana degistirir. p = 0 oldugu
taktirde, (3.8.4) denklemi bir lineer denklem haline gelir ve 1 oldugu zaman

(3.8.3) denklemi (3.8.3) denklemi ile sonuclanir.

Homotopi Peturbasyon metodundan dolay:, ¢6zimi agmak igin homotopi

parametresi p’yi kullaniriz:
U= Uo+ puy +ptp + ... (3.8.5)

Modife edilmis Lindstedf-Poincere methodu’nun dilinde, (3.8.4)’te u’nun
katsayisim asagidaki formda agariz.

-b= o+ pant+plort... (3.8.6)

(3.8.5) ve (3.8.6)’yi denklem (3.8.4)’te yerine koyarak ve p’nin kuvvetleri
terimleriyle esitlenerek, lineer denklemlerin serilerini elde edebiliriz ve sadeceilk

2 lineer denklemi yazariz:
uy +o®u, =0 (3.8.7)
u/ + w’u, + o,u, —4cud =0 (3.7.8)
(3.7.8)’nin genel ¢cbziimii asagidaki gibi olur.
Uy(x)=asin(wx+6) , (3.8.9)

Burada a ve 6 sabit olup, up’1 (3.8.14) denkleminde yerine koyarak uy igin bir
diferansiyel denklem elde ederiz:

u, + @°u, + @,asin(wx + 0) — 4ca’sin®(wx+0) = 0 (3.8.10)
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yada u/+o’u, +a(w, —3ca’)sin(ox+6)—-3ca’sin3(ox+60)=0  (3.8.11)
up’deki sekiler terimleri yok etmek, asagidaki denklemi gerektirir.
o = 3ca’ (3.8.12)

Boylece (3.8.11)’in ¢bzim,
u, = —%ca3 sin3(wx + 6) (3.8.13)

seklindedir

Bu ylUzden asagidaki 1.derece yaklasik ¢ozimi elde ederiz.

U=uU, +U, = asin(wx+ «9)—%cassin3(a)x+ 0) (3.8.14)
ve  -b= &+ 3ca’ (3.8.15)
yada «°= - (b+3cad) (3.8.16)

Asagidaki esitsizlik:
b*+3ca’<0 (3.8.17)

oldugu taktirde, Jacopi Eliptik denklemin periyodik ¢ozimu vardir, bunun
frekans: asagidaki formdayazilabilir:

o= \/— (b+3ca?) (3.8.18)

Kesinlikle, onerilen metoda diger lineer olmayan denklemler icin kolayca

basvurulabilir.
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3.9. Bimolekiler Reaksiyon
Asagidaki bimolekller reaksiyonu inceleyelim.
A+B->C
Kimyasal reaksiyonlarin hareketini veren denklem su sekilde yazilir:

%: k(a—x)b-x)=kab—k(a+b)x+kx*, a<b (3.9.1)
Burada; ave b sabitleri, t = 0’daki A ve B molekdilleri i¢in bulunurlar ve x, t’den
sonraki zamanda c’nin molekullerinin numarasi, k ise reaksiyon sabitidir.
Reaksiyonun baslangicinda (t = 0), hentz olusmus ¢ molekilleri yoktur, bu
yuzden baslangic kosulu x(0) = O’cir. TUm A molekilleri tikendigi zaman
(a < b), ¢ molekillerinin sayisinda daha fazla bir artis meydana gelmez, bu
ylzden dx/dt = 0 olur. Bunu denklem (3.9.1)’de yerine koyunca, ¢ molekdillerinin
SON sayist X, = a olur, bu ytzden sifirinci mertebe yaklasik sonug asagidaki gibi
ifade edilebilir.

X = a(1-€) (o bilinmeyen sabit) (3.9.2)

Denklem (3.9.2) bir sonraki lineer denklemin ¢ozUmudur:

dx

x +wx—aw =0, x(0)=0 (3.9.3)
Boylece asagidaki formda bir homotopi kurariz:

%+ wx—am = plkab-am — (ka+ kb — &)x + k<] (3.9.4)
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Homotopi perttirbasyon metoduna gore, ¢cozim asagidaki formdaifade edilebilir:
X= Xo+ pXy+ pXot... (3.9.4)

(3.9.5)’i (3.9.4)’te yerine koyarak ve p’nin aym kuvvetli terimlerini toplayarak, xo
ve Xz icin asagidaki diferansiyel denklemi elde ederiz.

%o, -a0,  %,(0)=0 (39.6)
%4‘(0)(1 = kab—aw - (ka+kb—o)x, + kx?, x,(0)=0 (3.9.7)

(3.9.6) denkleminin ¢ozimii Xo = a (1-€") olur. Eger bu ¢dziim (3.9.7)’de yerine

konursa, x; icin bir sonraki denklemi elde ederiz:
% +ox, =kab-ao-alka+kb—o)l-e)+ka2(l- 26 +e?*) (39.8)
(3.9.8) denklemi asagidaki formda yeniden dizenleyelim:

‘L—? + ox, = [a(ka+ kb— o) - 2ka " + ka’e > (3.9.9)

x1’deki te* terimlerini yok etme asagidaki denklemi gerektirir.

a (katkb-w) — 2ka®= 0 (3.9.10)
Burada o asagidaki sekilde bulunabilir.

o = k(b-a) (3.9.112)

Simdi denklem (3.9.9) asagidaki denkleme indirgenir:
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Z—? t v, = ka’e (3.9.12)

x1(0) = 0 oldugundan dolay1, denklem (3.9.12)’nin ¢ozUmU asagidachr:
ka2 —2mt —ot
X =—— (e —e) (39.13)

Eger 1. mertebeden yaklasik ¢ozim yeterli ise, p = 1’i olustururuz ve asagidaki

sonucu buluruz:

X=X, +% =all-e* )—k;az(e’z‘“t —e) (3.9.14)
(0

Sonuclar karsilastirmak icin, a = 1 ve b = 2’deki duruma dikkat edelim. Bu
kosullar altinda, kolayca asagidaki tam sonucu buluruz:

2(1_ e‘k‘) (3.9.15)
Xex - 2_e_k[ ..
Bunun yartyol zaman:
Ly, = 0404 (3.9.16)
K
- i 0.4054 .
seklinde olur. Bu; ¢ molekdllerinin sayisi t,,, = e iken yariyoluna ulasmis
< : a 1
oldugu anlamina gelir. {x =5= E}

(3.9.14)’ten asagidaki yaklasik yariyol zaman elde edilir:
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0.3466
t1/2 = T (3917)

Bu ylzden 1. mertebe yaklasik ¢ozim icin 14.5 % dogruluga ulasir. Genel
sbylemde, her zaman, X, (n > 2)’de ortaya cikacak olan sekiler terimler icin
1. derece yaklasimlarda dururuz. Eger 145 % dogruluk mihendislik
uygulamalar: igin yeteri kadar iyi degilse, yuksek derece yaklagimlara gerek

duyulur. Bunu sonlandirmak icin, asagidaki homotopiyi kurariz.

% +k(a+b)x—aw = p(kab—awo + kx*) (3.9.18)

k(at+b) sabitini p’nin kuvvet serilerine agariz:
k(a+b)=o+ po, + p*w, +.... (3.9.19)

(3.9.5) ve (3.9.19)’u (3.9.18)’de yerine koyarak, lineer denklemler serisini elde
ederiz:

%o, -a0=0  x,(0)=0 (3.9.20)
Xm _ 2 _

—Lrox —ox =kab-ao+kd  %(0)=0 (3.9.21)
%"‘ Xy — W, X + X = 2K Xy, X2(0)= 0 (39.22)

Bilinmeyen sabit an, X, (n = 1,2,3,...)’deki sekller terimlerin yok edilmesinden
dolayr bulunur. C6zim yontemi ana konuda belirtilenle aynidir ve uzaydaki

¢OzUmMU bulmak icin detaylar: tartismayacagiz.
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Homotopi perturbasyon metoduyla elde edilmis olan diizenleme formulasyonu
denklem (3.9.14) , basit oldugu kadar anlasilabilirlikte olup dogrudan pratik

diizenlemeye basvurabiliriz.
3.10. iki Nokta simr-deger problemleri
Asagidaki denklemi inceleyelim:
u”+ Au=0 (3.10.1)
Denklemin sinir kosullar1 asagidaki gibidir.
uw=ul®=0 (3.10.2)

Y ukaridaki problem u(x) = 0 asikar ¢oziimune sahiptir. A’mn degerleri i¢in sir

kosullarini saglayan asikar olmayan ¢6zUm acaba mevcut mudur?

Bu tdr sorular ilk kez Sturm ve Lioauille tarafindan son 19. yy’da arastirilmstir.
A degerleri karakteristik degerler ya da 6z degerler olarak adlandirilir ve
baglantil1 ¢cozimler ise karakteristik fonksiyonlar ya da 6z fonksiyonlar olarak
ifade edilir.

Asikar olmayan coziimler sadece ve sadece 4 = n? 7% n=1,2,3,... oldugunda

vardir ve bu ¢ézimler;
[ uzdx=1 (3.10.3)

kosulu ile normallestirildiginde, u, =+2sinnat olur.

Simdi asagidaki 2-noktanin sinir deger problemini inceleyelim:
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U+ Aut eu’=0, u(0) = u(l) =0 (3.10.4)
Asagidaki formda bir homotopi kuralim:
U Au+epu®= 0 (3.10.5)

Asikar olmayan ¢6zim ve A, p’nin kuvvet formunda agilabilecegi varsayilarak,
asagidaki denklemleri elde ederiz.

U= U+ purt... (3.10.6)

A= 0%+ port ... (3.10.7)
Basit bir islem ile asagidaki denklemi elde ederiz.

ul +w’u, =0, U,(0)=u,(1)=0 (3.10.8)

u + U, +eud + U, =0, u,(0)=0, u/(0)=0 (3.10.9)
(3.10.8)’in genel ¢cbziimii asagidaki sekildedir:

Up = Asinwx + Bcoswx (3.10.10)
Sinir kosullart up (0) = ug(1) = 01 birlestirme B = 0’1 verir ve

Up = Asinn mtx (3.10.11)
bulunur.

Eger up, (3.10.9)’da yerine konulursa ve sonugtaki denklem basitlestirilirse
asagidaki denklemi elde ederiz.
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u' +o’u, + Alw, + %gAZ) sin n;zx—%gA3 sin3nzx (3.10.12)

up’deki sekiler terimleri yok etme asagidaki denklemi gerektirir.

o, = —%gA2 (3.10.13)

(3.10.12)’nin genel ¢cozimu asagidaki gibi olur:

A3

w, = ————Sin3nzx+ Csinnzx + D cosnzx (3.10.14)
32n°r

Sinir kosullarini birlestirme D = 0 ile sonuglanir ve ¢ keyfi sabit olabilir.

Asagidaki uygunlugun gerekgesi igin uy(0) = O yeni kosulunu tanitiriz, bdylece
asagidaki denklemi elde ederiz.

A3

w, = ———(siN3nzx + 3sin nzx 3.10.15
1 32n272'2( ) ( )

1.mertebe yaklasik ¢ozim asagidaki gibidir.

3

u(x)= Asin n7ZX—32i]_A;7[2(Sin3n7D(+ 3sinnzx) (3.10.16)

Burada yeni normallestirilmis kosul u{0) = 1’i sadece uygunluk gerekceleri icin

kullanilir.

n karakteristik deger asagidaki forma sahiptir:

3¢
A=n?g?-——— 3.10.18
an’r? ( )
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Normallestirme kosullart (3.10.3) kullanildiginda, sifirinci mertebe yaklagik

¢Ozum, asagidaki gibi olur.

u(x) = ¥2sinnax

A =n?z? —§€
2

Simdi asagidaki 6zdeger problemini gdz 6ninde bulunduralim.

u+Au+=u=0, u(0)=u(@)=0

Asagidaki formda bir homotopi kuralim:

Xu”+ xiutpu= 0

Onceki 6rnekte oldugu gibi, asagidaki denklemleri elde ederiz.

x(uy + w°u,) =0 u,(0)=u,(1)=0

x(UW' + o’u, + o) +u, =0 1, (0)=0 u,(0)=0

(3.10.19)

(3.10.20)

(3.10.21)

(3.10.22)

(3.10.23)

(3.10.24)

(3.10.23)’Un ¢6zUml up = Asin n zx olur. Boylece denklem (3.10.24) asagidaki

gibi olur.

X(u} + @?u,) + (X, + JAsnnax = 0
f (x@, +1)sin? nzxdx = 0

denklemlerini w1’ belirlemek igin olustururuz.

(3.10.243)

(3.10.24b)
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(3.10.24)’ten @ = -2 elde ederiz. p = 1’i yerlestirerek, asagidaki 6z degerleri

denk 6z fonksiyonlarla elde ederiz.

A= P2 (3.10.25)
y = 2N (3.10.26)
nx

Kesinlikle, dnerilen metoda daha karisik 6zdeger problemleri igin basvurabiliriz.
3.11.Guclt Nonlineer Salimimlar

Bu boélimde homotopi perttirbasyon metoduna bazi 6zel gucli lineer olmayan

oskulatorler icin basvuracagiz.
Ornek 1

Ik olarak asagidaki denklem g6z 6niinde bulundurulur.
u+mu+au’u"+buu?+cu*=0, u(0)=A  u(0)=0 (3.11.1)
(a, bvec parametredir, mde (-1,0,1) degerlerinden birini alabilir).

Lineer olmayan denklemlerin bu ¢esidi cesitli oskllatér fenomenleri olarak dogal
bilimlerde ve mihendidlik bilimlerinde ortaya ¢ikar. Hamdan ve Shabaneh [35]’i
yukaridaki denklemle modellenebilen, lineer olmayan oskilatérlerin genis

argumentleri serbest vibrasyonunu arastirir.

Mickens, [36], faz uzay:r andliziyle yukaridaki denklemin bir nitel calismasin
verir. Cok onemli bir konusu, bunun yaklasik periyodunu ya da frekansin

arastirmaktir.
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Asagidaki formda bir homotopi kuralim:
u”+mu+ p(au®u”+buu’® +cu®) =0 (3.11.2)

COozumin ve sabit olan m’nin asagidaki formlarda ifade edilebilecegini

varsayaim:
U=U, + pu, + p°u, +---, (3.11.3)
M=o’ + pw, + p’w, +--- (3.11.49)

(3.11.3) ve (3.11.4)’0 (3.11.2)’de yerine koyarsak ve p’nin katsayilarina gore
olusturulan denklemleri 0’a esitleyerek, asagidaki bagintilar: el de ederiz.

ul + w?u, =0 u,(0)= A uy(0)=0 (3.11.5)

U+ @’U, + @U, +aujuy + buguy’ +cus =0, 1, (0)=0, u;(0)=0 (3.11.6)

(3.11.5)’in ¢oziml u, = Acosat olur. up’1 (3.11.6)’da yerine koyma asagidaki

denklemi verir:

u + @°u, + Ao, coswt + As(c— aw2)0053 ot + bA’w?® coswtsin® ot = 0

(3.1L.7)
(3.11.7) dahabasit olarak.
uy + o’u, + A{a)l - % A(c-am?)+ %bAza)zjcoswt - % A*(c-an® —bo? )cos3at =0
(3.11.8)

biciminde ifade edilir.
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u,’deki sekiler terimleri yok etme,

o, =3 A(c- aa)z)—1 A20? (3.11.9)
4 4
‘yi gerektirir.
Sonug olarak diferansiyel denklemin ¢ozimtnde u;.
U = — A*(c-an’® —bo? -
== w? —bw? |cos3wt — coswt) (3.11.10)
32w

olarak bulunur.

1.mertebe periyodik ¢ozum ise asagidaki gibidir:

U=U, +U, = Acosat + 3222 A*(c-an® —bo?)(cos3et - cosat)  (3.11.11)

(3.11.4)’te asagidaki denklemi elde ederiz.

M=o’ + o, (3.11.12)
(3.11.19) ve (3.11.19) un birlikte ¢ozuUmU bir sonraki denklemi verir.
m+ 3 CA?
0’ =—s 4 - (3.11.13)
1+ =aA® - = bA?
4 4

o her zaman pozitif oldugundan, (3.11.1)’in periyodik ¢tzimii sadece asagidaki

kosul gergeklestiginde vardir.



[m+§CA2j(l+§aA2 —lezj >0
4 4 4

Ornek 2

Duffing hermonik oskilatérini [37] g6z 6ntinde bulunduralim.

(3.11.15)’i asagidaki formda
(o+cu?l+au® =0

yada, u"+au®+cu’u’=0

formundayazahm. [a=a/b, c=c/b]

Asagidaki formda bir homotopi kuralim:

u”+0u+ p(au® +cu®u”) =0

¢OzUmU ve 0 katsayisini asagidaki sekilde acariz.

U=U, + pu, + pu, +---
0=’ + po, + p’w, +--
Boylece asagidaki denklemler elde edilir:

ur+w’u, =0 u,(0)=A uj(0)=0
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(3.11.14)

(3.11.15)

(3.11.16)

(3.11.17)

(3.11.18)

(3.11.19)

(3.11.20)

(3.11.21)
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W+ o, +ou, +au +cuiur =0 u(0)=0 u(0)=0 (3.11.22)

(3.11.21)’in ¢bzUmii u, = Acoswt olur. uy’1 (3.11.22)’de yerine koyma asagidaki

denklemi verir:
uy + w?u, + A{wl + % A2(a- Ca)z)j cosot + %(a— co? )A® cos3mt =0 (3.11.23)
u;’deki sekuler terimleri yok etme
-2 Wfa-cor)
W, = 7 a—Cw (3.11.24)

‘yi gerektirir.

Eger 1.mertebe yaklasim yeterli ise, daha sonra (3.11.20)’den

0 =, = %AZ (a-co?) (3.11.25)

(3.11.26)

denklemlerini elde ederiz.
Ornek 3
Bir x*® potansiyelindeki [38] oskillasyonunu inceleyelim.

u+u”®*=0 ul0)=A u()=0 (3.11.27)
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(3.11.27)’yi asagidaki formda yeniden yazalim.

u?+u=0 (3.11.28)

Asagidaki formda bir homotopi kuralim.
ou"+1u+pu”=0 (3.11.29)

¢6zUmu, 0 ve 1 sabitlerini asagidaki formlarda agariz.

u — uo + pul + p2u2 + .- (31130)
0=1+ pa:L + pzaz I (31131)
1: a)z + pa)l + pza)z 4. (31132)

Boylece asagidaki denklemler elde edilir:
ur+o’u, =0 u,(0)=A uy(0)=0 (3.11.33)
u +w?u, +aul + U, +u® =0 u,(0)=0, u(0)=0 (3.11.34)
u, = Acosat ’yi (3.11.34)’te yerine koymaile asagidaki denklemi buluruz.
ul + o’u, + A(a)l —an’ - % Aza)ﬁjCOSa)t - % Aw°cos3mwt=0  (3.11.35)
sekuler terimlerin yok edilmes asagidaki denklemi verir.

o, —a,0° —%AZ °=0 (3.11.36)
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Eger birinci mertebe yaklasik c¢ozim yeterli ise(3.11.31) ve (3.11.32) den

asagidaki denklemler elde edilir:

1+a, =0 (3.11.37)
0+, =1 (3.11.38)
(3.11.36), (3.11.37) ve (3.11.38)’i birlikte ¢dzil Urek;
4 Ve
w = (3A2j (3.11.39)
bulunur.
Ornek 4
Fraktal potansiyelli daha genel bir oskilatori inceleyelim:
u+u+u”®=0 ul0)=A Uu(0)=0 (3.11.40)
Bir sonraki homotopiyi kuralim.
@- p)(U"+ @’u -] — %u,) + p(u” +u+ u”3): 0 (3.11.41)
Basit bir islemle, asagidaki denklemleri elde ederiz.
U+ w’u, = V' +0’v,, U,(0)=A  u(0)=0 (3.11.42)
Ul +@%U + U g+ 0 Uy — Ve — 0%V + U+, + U2 =0 u,(0)=A u/(0)=0

(3.11.43)
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Bununicin

U, = v,Acos’ ot (3.11.44)
ile baglariz.
(3.11.44)’1 (3.11.45)’te yerine koymaiile asagidaki denklemi elde ederiz.

uy + w®u, + 6Aw’ cosatsin® ot — 3An? cos® ot + Acos® wt + AY® coswt = 0

(3.11.45)

yukaridaki denklemi asagidaki gibi basitlestiririz:

u; + w’u, + [G.Aa)2 +A? +%(1— 9w2)A} cosaot + %(1— 90 )Acos3et = 0

(3.11.46)
u;’deki sekiler terimleri yok etme asgidaki denklemi gerektirir.
2 -2/3 3 2
602 + A +Z(1_ 90°)=0 (3.11.47)
yada o= ‘/1+ % A2 dr, (3.11.48)
Ornek 5
Bir sonraki oskilatort goz 6ntinde bulunduralim.
u+@+u?)u=0 u0)=A u(0)=0 (3.11.49)

Asagidaki homotopiyi kuralim:
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u"+1lu+ pu®u=0 (3.11.50)
¢OzUmu ve ‘1’ sabitini asagidaki formlarda acariz.

U=U, + pu, + p°u, +--- (3.11.51)

1= 0"+ po,+ p°w, +--- (3.11.52)
Asagidaki denklemleri elde ederiz.

w+o’u,=0 U (0)=A uj(0)=0 (3.11.53)

U+ o’u, +ou, +uf +u, =0 u,(0)=0 wu;(0)=0 (3.11.54)

u, = Acosat ’yi (3.11.54)’te yerine koymaile asagidaki denklemi buluruz:
" 2 1 3 .2 1 3 .3

uy +o°u, +| oA+ ZA ®° |cosmt 2 A’w° cos3wt =0 (3.11.55)

u;’deki sekuler terimlerin yok edilmes asagidaki denklemi verir:
1 A2 2
@, — 2 @ (3.11.56)
Eger 1. mertebe yaklasik ¢coziimde durursak, (3.11.52)’de
1

1=’ -5 Ao’ (3.11.57)

‘yi elde ederiz. Boylece
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(3.11.58)

bulunur. Bu sonug, Beatty ve Michens [39] ile elde edilen sonucla aymidir.
Ornek 6

Bir bagil hormonik oskilatdrl [43] g6z 6niinde bulunduralim.
X'+ (1-x?J"*x=0 (3.11.59)

Asagidaki donisimi yapariz:

!

=4 (3.11.60)

(1+ u2)3/2

Bunun turevini alarak asagidakini elde ederiz.

X oo (3.11.61)
(L+u?)’?

(3.11.60) ifadesi X’ icin (3.11.59)’da yerine koymaile asagidaki denklemi elde

ederiz.

2

3/2
X = —(1-x2f?x=—1-Y Xz N 3.11.62
( ) 1+u? ( )

(3.11.61) ve (3.11.62)’yi karsilastirarak,
u'=-Xx (3.11.63)

elde ederiz.
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Bu ytizden denklem (3.11.59) asagidaki hale gelir.

yo_ Y g (3.11.64)

Vicu?
(3.11.64)’u asagidaki formda tekrar yazalim:
u”?—u®+u"?u’*=0 (3.11.65)
Simdi de asagidaki formda bir homotopi kurariz.
u”®—1u®+ pu"?u® =0 (3.11.66)

¢O6zUmUn ve (3.11.66) denkleminin sol tarafimin orta teriminin katsayisinin karesi

asagidaki formlarda olmak Uzere alinir.
u? =ug +puf +--- (3.11.67)
1= 0"+ po, +-- (3.11.68)

(3.11.67) ve (3.11.68)’i (3.11.66)’da yerine koyma ve p’nin ayn kuvvetli
katsayilarim esitlemeile asagidaki denklemleri elde ederiz.

u’-o‘ui=0 u,(0)=A uy(0)=0 (3.11.69)
u?+o*u? —oul +ul’u, =0  u(0)=0 uy(0)=0 (3.11.70)
(3.11.69)’un ¢ozUmU asagidaki gibi olur.

u, = Acosat (3.11.71)

(3.11.71) degeri (3.11.70)’de yerine yazilirsa
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u? — w*u? = o, A’ cos® ot — A'w” cos* wt (3.11.72)

bulunur.

Eger up tam c¢ozim ise, o zaman u, =0, fakat bu durum lineer olmayan
denklemler icin gergeklesmez. Umuyoruz ki o ’nin uygun bir secimi ile up
ihtiya¢ duyulan dogruluklarin bir yaklasik ¢c6zUmu ve u; ile yeteri kadar kiguk
karsilastirilmis  olsun, bu yaklasik olarak asagidaki denklemi olusturursak
saglanabilir.

[ [— w, A? cos” wt + A'w* cos® a)t]coswtdt =0 T=27rlo (31173
Burada o; ise asagidaki gibi tanumlanabilir,

Ae* (3.11.74)

Simdi 1.derecede yaklasim Uzerinde durulacak olursa, (3.11.68) ile asagidaki
denklemi elde ederiz.

l=0"+o,= (1+§A2ja)4 (3.1L.75)
Bu yUzden frekans
4 -1/4
o= £1+ 5 Az) (3.11.76)

olarak bulunur.

Bunun 0. derece ¢6ziimui asagidaki gibi ifade edebilir.
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4 -1/4
u= Aco{l+ = Azj t (3.11.77)

Harmonik balansli metoda gore, Mickens bir sonraki ¢ozimu ise asagidaki gibi

¢OzUm elde etmistir:

1 -1/4
u= Aco{l+ > Azj t (3.11.78)
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4.SONUC

e Klasik perturbasyon metotlari tanitilip bu metotlarin cesitli nonlineer
problemlerin ¢ozimlerinde Karsilastigi zorluklara yer verilmistir,bu

zorluklarin asmak igin neler yapilabileceginden bahsedilmistir.

e Klasik perturbasyon metotlar: icin bazi modifikasyonlar yapilip zorluk
yaratan problemlerin ¢cozimlerinde etkin yollar Uretilmis ve problem

¢Ozumleri daha basit ve yuksek dogruluga sahip hale getirlmistr.

e Cesitli modifiye metotlar (Modifiye Lindstedt-Poincare Metodu, Modifiye
Shohat Acilimi, Modifiye Cok-Zamanli Acilimlar vb.) basliklar halinde
anlatilip drneklerle etkinlikleri gosterismistir.

e Cssitli problemlerin ¢bzimiinde Taylor Serisi Donusumu, Padé Y aklasimi
ve Ustel Padé Y aklasimi kullanilarak ¢coziimlerde etkinlik saglanmustr.

e J-Huan He tarafindan olusturulan Homotopi perturbasyon metodu
anlatilmis ve bu yontem kullanilarak cesitli nonlineer problemler

¢OzulmUstar.
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